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Heber  die  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter 

Ordnung. 

Von    0.    SCHLÖMILCH. 

(An«  den  Sitzungsberichten  der  königl.  säclisischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

vom  1.  Juli  1862.) 


Was  man  von  der  ComplaDation  der  centrischen  FIftchen  zweiter  Ord- 
nung weiss,  beschränkt  sich  heute  noch  auf  den  bereits  von  Legeudre 
gefundenen  Satz ,  dass  der  Inhalt  eines  von  vier  Xrümmungslinien  begrenz- 
ten FlKchenstückes  durch  elliptische  Integrale  ausgedrückt  werden  kann. 
Abgesehen  von  dem  sehr  spcciellen  Falle,  wo  es  sich  um  den  Octanten 
des  Ellipsoides  handelt,  sind  aber  die  betreffenden  Formeln  ziemlich  ver- 
wickelt, wenn  die  angedeutete  Reduction  vollständig  ausgeführt  wird,  und 
es  liegt  hierin  jedenfalls  der  Grund,  weshalb  man  noch  keinen  Satz  kennt, 
der  als  das  stereometrische  Seitenstück  zum  Fagn  an  ersehen  Theoreme 
anzusehen  wäre.  Unter  diesen  Umständen  ist  es  wohl  nicht  überflüssig, 
wenn  ich  im  Folgenden  zeige,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  unendlich  viel  Zonen  oder  Kappen  construiren  lassen ,  deren 
Inhalte  durch  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  ausdrückbar 
sind,  sowie  ferner,  dass  Zonen  und  Kappen  angegeben  werden  können, 
deren  Inhaltsdifferenzen  algebraische  Werthe  haben. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  Halbachsen  a,  b^  c  construirten 
centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung  mögen  sein 

©■+(f)V(7)  =  '. 

(0+(f)'-(l)'='. 

-(l)-(f)"+(7)'='. 

statf  deren  in  den  Fällen,  wo  keine  Unterscheidung  nöthig  ist,  einfacher 
geschrieben  werden  soll.     Zur  Abkürzung  sei  ferner 

ZeiUchrin  f.  Malhematik  u.  Physik.  VIII,  1.  '1 
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SO  dass  a  nnd  ß  die  numerischen  Excentricitäten  der  Hauptschnitte  in  den 
Ebenen  xz  und  yz  bedeuten.  Um  jederzeit  reelle  «und  ß^  sowie  a^ß 
zu  erhalten,  ist  bei  dem  Ellipsoide  a>  6>  c,  bei  den  Hyperboloiden  a  <6 
vorauszusetzen. 

In  der  Horizontalebene  xy  mögen  nun  zwei  concentrische  Ellipsen 
construirt  sein,  die  eine  mit  den  Halbachsen  a^  nnd  b^,  die  andere  mit  den 
Halbachsen  a,  >•  a^  nnd  ^i^^oi  die  zwischen  beiden  Ellipsen  liegende 
ringförmige  Fläche  denken  wir  uns  als  Horizontalprojection  einer  Zone 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  nnd  nennen  Z  den  Inhalt  jener  Zone.  Nach 
diesen  Bestimmungen  ist 

wobei  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x  nnd  y  beziehen ,  welche 
den  Bedingungen 

gleichzeitig  genügen.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Formeln 

a:  =  rco5'9',    y=r  sin9,   dx  dy  =  r  d&  dr^ 
und  setzt  zur  Abkürzung 

Q  ~  Ac^  cos^d'  +  B ß*  sin*'». 


SO  ergiebt  sich 


J^ 

i«^/i 


^=^///.^'«^' 


r. 

^     ^      ar       1  #^t-* 

0  J_ 

Um  das  anf  r  bezügliche  Integral  rational  zu  machen,   benutzen  wir  die 
Substitution 

1—Pf*_ 
1— Ör»~    ' 
woraus 

.         1— «•  .  P—Q     . 

P—Qu*  {P—Qu^y 

folgt;  wir  gelangen  dadurch  zu  der  Formel 


Von  O.  SCHLÖMILCH. 

0    »1 
und  zwar  sind  die  fttr  u  geltenden  Integrationsgrenzen: 

Die  Integration  nach  u  Iftsst  sich  ohne  Mühe  ausführen,  liefert  aber  einen 
ziemlich  complicirten  Werth,  der  entweder  Logarithmen  oder  Kreisbögen 
enthält.  Es  liegt  nahe,  diesem  IJebelstande  durch  Umkehrang  der  Inte- 
grationenfolge auszuweichen,  jedoch  entstehen  hierbei  neue  Weitläufig- 
keiten ,  da  im  Allgemeinen  Uq  und  u^  von  &  abhängeu.  Gleichzeitig  über- 
sieht man ,  dass  sich  die  Rechnung  weit  einfacher  gestalten  muss ,  sobald 
u^  and  »1  constante  Werthe  haben ,  denn  in  diesem  Falle  würde  man  die 
Beihenfolge  der  Integrationen  ohne  Weiteres  umkehren  dürfen.  Nun  ist 
zufolge  der  Bedeutungen  von  P,  Q^  B^^  R^,  a^  ß 

der  erste  Ausdruck  geht  im  zweiten  auf,  sob'ald  gleichzeitig 

wo  Bq  irgend  einen  constanten  Factor  bedeutet.     Setzt  man  demgemäss 

o\  _  t -"o  r  t "o 

""^  "'-A^A  +  B^y     "'-BiB+H.r 

80  wird 

4)  Ä.-ö  =  (Ä.-P)(l  +  f), 


_  y/Ä,— P_  ■,/    C 
"'~y  B^-Q~y  C+B,- 


In  gleicher  Weise  erhält  u,  einen  constanten  Werth ,'  wenn 

*^  "'  ~A{A  +  B,y     "'—BiB  +  B,) 

genommen  wird,  nämlich 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 

«0       4« 

»t  0 

nnd  zufolge  der  Werthe  von  P  und  0  gestaltet  sich  das  auf  ^  bezügliche 
Integral  folgendermaassen 
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J 

0 


hiernach  wird 

Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  die  identische  Glei- 
chung 

«(         j/(l— «•u«)(l— |J'«')I       J    «•  I         /(1  —  «««»)(1  — /?•«»)» 
zu  Hi]fe  genommen  wird;   fahrt  man  nämlich  die  Grenzen  Ug  und  »i  ein, 
substituirt  in  dem  vom  Integralzeichen  freien  Theile  die  Werthe  von  «,,  «„ 
a*,  ß*  and  setzt  zur  Abkürzung 

7  A+^«  1 1 -^' > 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 

9)       Z=.-ß=[D+  f\l^~=.=JZ^ 

Um  das  gefundene  Kesaltat  soweit  als  möglich  geometrisch  zu  inter- 
pretiren,  bemerken  wir  Folgendes.  Giebt  man  den  /^  jedes  Mal  dasselbe 
Vorzeichen,  welches  (7  besitzt,  so  bedeutet  die  Gleichung 

J*j^  +  B'y^—CHz*z==0 
einen  elliptischen  Kegel ;  dieser  schneidet  die  Fläche 

in  einer  doppelt  gekrümmten  Curve,  deren  Horizontalprojection  durch  die 
Gleichung 

A{A  +  H) x^  +  B{B  +  B)y* ^  H 
bestimmt,  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


V  A{A  +  H)'    V  B{B  + 


ist.     Der  Vergleich  zwischen  den  vorstehenden  und  den  unter  No.  3)  und 
5)  angegebenen  Werthen  erlaubt  nun  die  Aufstellung  des  folgenden  Satzes : 


Von  O.  SCHLÖMILCH. 


Wenn  die  centrische  Fläche  zweiter  Ordnung 
Ax^+By'  +  Cz^^:! 
Ton  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

.  J'x^  +  B^y"  —  CH^z^  =  0, 
^x«  +  B^y"  —  CH,  2*  =  0, 
geschnitten  wird,  80  entstehen  auf  jener  Fläche  zwei  sym- 
metrich  gleiche  und  entgegengesetzt  liegende  Zonen;  der 
Inhalt  jeder  solchen  Zone  lässt  sich  nach  den  Formeln  7) 
und  9)  durch  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art 
ausdrücken. 

Die  Construction  der  beiden  Kegel  ist  übrigens  für  alle  drei  Flächen 
eine  and  dieselbe.  Substituirt  man  nämlich  die  anfangs  erwähnten  Werthe 
von  J,  By  C  und  setzt 

wobei  die  oberen  Zeichen  für  ein  positives ,  die  unteren  für  ein  negatives 
(7  gelten,  so  erhält  man  in  allen  Fällen  dieselben  Kegelgleichungen: 

^   ,   y^ ^^ 

,4      *     1,4    • 


2* 


Die  beiden  Kegel  lassen  sich  demnach  construiren,  indem  man  ihre  Höhen 
OH^  =  h^f  OEi  =  hi  willkürlich  auf  der  z  Achse  wählt,  ferner  die  Strecken 


OC 


parallel  zu  den  Halbachsen  a,  b 
legt  und  die  congruenten  Ellipsen 
•^0^01  ^1^1  ft^3  Grundflächen  der 
Kegel  nimmt.  Bei  dem  Ellipsoid 
sind  h^  und  ^i  ganz  beliebig,  bei 
dem  einfachen  Hyperboloid  müs- 
sen beide  kleiner  als  die  kleinere 
Halbachse  a,  bei  dem  getheilten 
Hyperboloid  grösser  als  die  grös- 
sere Halbachse  b  genommen  wer- 
den. 

Behufs  der  Reduction  auf  el- 
liptische Integrale  sei  in  No.  7) 

""  -i-^g.  »=^^ 

es  wird  dann 
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A  1-«»«  l-jS'  I  du 

J   « 1  -«*«»  "^  1  — ^*«'  Y(1-«'m«)  (I— ^•«•) 

=  i  AI— g'  j       1— 19'     I         <^^_ 


1  — o« 


^^  [(1  -  x«)  /•(«,  q>)  -~JE(x,q>)  +  J  (*,  ,p)  to«  g>] 


«(1  — x')' 
Zur  Abkürzung  setzen  wir 

11) 

und  bestimmen  die  Grenzwerthe  von  cp  mittelst  der  Formeln 


_.       ,       J  —  {C—S)cos*ip 


12) 


sm 


t/O—Ä 


die  Gleichung  9)  geht  dann  in  die  folgende  über 
13)   Z: 


^^5C(6-^)t  +C(9>,)-G(,4 


Selbstverständlich  kann  dafür  geschrieben  werden 


14)     Z=; 

In  T  d 
15) 


j(C-  Ä)  E(t)  +  J F(.)  +  G  (V.)  -  G  (9.) 


—  x*  *m  90  *«*«  9>i  sin  t  j , 


jiwt: 


worin  t  durch  die  bekannte  Formel 

8tnq>Q  costpt  J(fPt)  —  sinq>i  cosq)^  ^{q>^ 

1  —  x'  sin  •  90  *f>i  *  9i 

bestimmt  jst. 

Bei  dem  Ellipsoid  kann  man  den  Grössen  iTg  und  iT,  die  Werthe  0  oder 

00   geben  und  gelangt  dann  zu  einer  bemerkenswertben  Folgerung.     Für 

Äo  =  0  oder  ^„  =  00  geht  die 
Zone  Z  in  eine  Kappe  über,  von 
welcher  die  Figur  einen  Quadran- 
ten C^iF,  zeigt,  und  deren  Flä- 
cheninhalt Zi  heissen  möge.  Die 
erste  Gleichung  in  No.  12)  giebt 
dann  sin  <p^i=ia  oder ,  wenn  wir 
diesen  speciellen  Werth  von  q>^ 
mit  c  bezeichnen, 

16)   «iwa^=a=^ , 
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und  nach  No.  13)  ist 

+  «V[C(o)-G(v.)]j- 
Im  Falle  Hi  =  co  oder  ki=0  wird  die  untere  Begrenznngsliuie  der  Zone 
Z  identisch  mit  der  Horizontalspar  des  Ellipsoides;  der  Flächeninhalt  die- 
ser besonderen  Zone,  deren  Qnadrant  ^^C/oFq  in  der  Figur  sichtbar  ist, 
heisse  Z«.     Die  Formeln  12)  und  13)  geben  als  Werth  desselben 

woraus,  beilÄufig*bemerkt,  für  ^^=00,  g7o=cy  die  bekannte  Formel  für 
die  Oberfläche  des  Halbellipsoides  folgt.    Man  hat  ferner 

+  aV[C(,p.)+C(9,,)-C(<T)]j 

und  wenn  hier  h^  und  A,  so  gewählt  werden ,  dass  q>o  und  q>i  der  Gleichung 

17)  cos0  =  cos  (po  cos  q>i  —  sin  (p^  sin  9),  d  (a) 
genügen ,  so  ist  nach  dem  Additionstheoreme 

■^(9^0)  +  ^(^'i)  *~  -^W  =  «*  *«^  9o  sinq>^  sinc^ 

mithin  erhält  Zq — Z,  den  algebraischen  Werth 

18)  Zp — Z,  =  — ; { (a* — c*)  x*  sin  q)^  sin  g),  sin  a 

ya*  —  c*  ' 

+  «V[G(^,)  +  G(y,)-C(a)jj. 
Der  in  den  Oleichungen  17)  und  18)  liegende. Satz  lässt  sich,  wenn  Alles 
durch  a,  6,  c,  h^,  h^  ausgedrückt  wird,  auf  folgende  Weise  darstellen: 
Wenn  die  Kegelhöhen  h^  und  Aj  der  Bedingung 

VW+K)  (a'  +  K)       y{c'  +  V)  (c'  +  h7)  ^  (a»-c«)  b,h, 
a  c  abc 

genügen,  so  ist  die  Differenz  zwischen  den  Flächen  der 
▼  cm  ersten  Kegel  bestimmten  Zone  und  der  vom  zweiten 
Kegel  abgeschnittenen  Kappe  algebraisch  quadrirbar, 
nämlich 


^0 — ^i  ==.« 


(6  V  +  c«  a* — a«6«  +  c«  V)  Äo 


(feV  +  c^a^—aH*  +  c^h*)h, ) 
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Sehr  einfach  werden  diese  Formeln  fürÄy=A, ,  d.  h.  wenn  nur  ein  Kegel 
von  der  Höhe  h  vorhanden  ist,  welcher  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in 
eine  Kappe  Z,  und  in  die  Zone  2^  theilt.  Die  vorige  Bedingungsgleichung 
liefert  jetzt  den  Werth 

und  als  DifTerenz  beider  Flächen  ergiebt  sich 

was  geometrisch  leicht  zu  deuten  ist. 

Für  die  Hyperboloide  kann  man  ähnliche  Sätze  aufstellen,  welche 
indessen,  der  Natur  der  Sache  nach,  keine  so  einfachen  Specialisirungen 
zulassen.  Jedoch  werden  folgende  Bemerkungen  nicht  ohne  Interesse  sein. 

Versucht  man,  H^  oder  H^  so  zu  wählen,  dass  entweder  ao  =  6^,  oder 
fl,  =6i  wird,  so  findet  man  für  H^  oder  H^  den  Werth  — {Ä+B)^  welcher 
nur  bei  dem  einfachen  Hyperboloid  möglich  ist.  Dies  giebt  folgenden  be- 
merkenswerthen  Fall.     Man  nehme 

iTg  =  00    also  Oq  =  a ,   6^,  =  6 , 

H,'^  —  {A  +  B)  oder.Ä.  =  —: J=-' 
woraus 


folgt;  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  entsteht  dann  eine  Zone  Zg,  die 
einerseits  von  der  Horizontalspur  der  Flache,  andererseits  von  derjenigen 
Curve  begrenzt  wird,  in  welcher  sich  das  Hyperboloid  und  ein  gerader, 
mit  dem  Radius  j/a*  +  6*  beschriebener  Kreiscylinder  schneiden.  Nach 
No.  12)  ist 

und  die  Formel  13)  liefert  nun  die  Fläche  Z^,  wobei  die  Werthe 


a 


fr« 


zu  substitulron  sind. 

Für  das  gethoilte  Hyperboloid  empfiehlt  sich  die  Wahl 
ir,,  =  0    also    ao  =  ö>   *o  =  <>» 
AB 


^.  =  --^-^   oder  Ä,  =  j/a«  +  6', 
woraus 

folgt.     Auf  der  Fläche  hat  man  in  diesem  Falle  eine  Kappe,  und  die  Ho- 
rizonfalprojectioii  derselben  ist  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen  mit  dem 
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grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  einer  aus  den  Halbachsen 
a  und  b  construirten  Ellipse  zusammenfallen. 


Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  allgemeinen  Formeln  3)  und  5)  zurück, 
um  eine  zweite  Consfruction  derselben  mitzutheilen ,  welche  erst  bemerkt 
wurde,  nachdem  das  Vorige  schon  gesetzt  war.  Bezeichnet  man  die  End- 
punkte von  ag  und  Öq  mit  5^  und  T^,  dem  entsprechend  die  Endpunkte  von 
ß,  und  bi  mit  5i  und  Jj,  wonach  S^,,  5,,  T^,  T,  die  Horizontalprojectionen 
der  Funkte  ü^y  11^  Fg,  Vi  sind,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Geraden 
S^ToUndSiTi 

^  +  f  =  1    und    ^  +  f  =  1. 

Ferner  zeigt  die  Elimination  von  B^  aus  No.  3) ,  ebenso  die  von  Jffi 
ans  No.  5),  dass  die  vier  Halbachsen  an  die  zwei  Bedingungen 

_1 L_=:i_l      _i L_  — 1_1 

{Aa,y  {Bb,y~A  B'  {Aa,Y  {Bb^y^  A  B 
gebunden  sind.  Betrachtet  man  in  den  beiden  Gleichungen,  welche  a^  und 
b^  enthalten,  %  als  veränderlichen  Parameter  und  sucht  die  Einhüllende 
des  Systems  von  Geraden,  welche  der  stetigen  Aenderung  des  a^  (mithin 
auch  des  6o).  entsprechen,  so  ündet  man  als  Gleichung  der  einhüllenden 
Curve : 

Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  mit  a,  und 
fr,  ebenso  behandelt.  Um  hiernach  die  beiden  Ellipsen  zu  erhalten,  welche 
die  Horizontalprojection  einer  qnadrirbaren  Zone  begrenzen,  construirt 
man  zunächst  die  Hjrperbel 

B  A        ^ 

und  legt  an  dieselbe  zwei  Tangenten,  deren  erste  die  Coordinatenachsen 
in  Sq  und  T^,  und  deren  zweite  dieselben  Achsen  in  S^  und  Tj  schneidet; 
die  Strecken  OSq  und  OT^  sind  dann  die  Halbachsen  der  einen,  05,  und 
OJj  die  der  anderen  Ellipse.  Diese  Construction  empfiehlt  sich  der  frü- 
heren gegenüber  dadurch ,  dass  sie  in  einer  Ebene  ausgeführt  werden  kann. 


Das  Verfahren,  welches  zur  Reduction  des  Doppelintegrales  für   Z 
diente,  ist  auch  anwendbar  auf  das  allgemeinere  Doppelintegral 

worin  F  eine  beliebige  Function  bezeichnet  und  die  Integrationen  auf  alle 
positiven,  den  Bedingungen 


<;i 
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genügenden  x  und  y  zn  beziehen  sind.  Führt  man  zuerst  Polarcoordinaten 
ein ,  setzt  zur  Abkürzung 

P=A  cos^&  +  B  sin*^,     Q  =  Aa  cos*^+Bß sin*d^ 
und  versteht  unter  B^^  Bi  dieselben  Grössen  wie  früher,  so  erhält  man 
1 

Mittelst  der  Substitution 

1  — />r»       ^       ,        l—i 


l  —  Qr^         '  P—Q( 

ergiebt  sich  weiter 


-^/'ß 


^=^JJ (i>_ßo-+-+» ''*'"' 

0     <i 


Wählt  man  Oq,  b^,  ai,  &|  so,  dass 

^0    At -^0 


worin  K^  und  A^i  beliebige  Grössen  bedeuten,  so  erhalten  die  Integrations- 
grenzen i^j  ii  die  constanten  Werthe 

und  man  kann  daher  die  Beihenfolge  der  Integrationen  umkehren;  dies 
giebt 

Um  die  auf  ^  bezügliche  Integration  auszuführen ,  bedarf  es  nur  der  be- 
kannten Formel 

/cos^^-^esin^''-^^da_  r(m)  r{n)       1 
(fi  cos*&  +  V  «Vi«^)«-«-* ~  2r(m  +  n)V"»"' 
0 

differenzirt  man  dieselbe  einmal  in  Beziehung  auf  ^,  das  andere  Mal  nach 
V,  so  erhält  man  die  beiden  Formeln 
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1« 

r    cog^'"+l^^,>»2>«-l^rf^    _      r{m)r{n)  m 

J  (/4 cos*^  +  V «>i»'8')«"+''+i ~2r(m  +«  + 1) ■  f4«+^ V»' 
0 


^*  cos^'^-^^sin^'"^^^d&  r{m)  r{n) 


V  5in*d)-+»+i       2  r(m  +  n  +  1) '  i^-'v^+i ' 
0 

welche  zu  dem  genannten  Zwecke  unmittelbar  dienlich  sind,  sobald  man 
die  Werthe  von  P  und  Q  einsetzt.     Die  Integration  nach  ^  giebt  nun 
r{m)r{n)  im{l^a).n(i^ß)\ 


4-j?«l    i  —  ai     "*■    l—ßt    )i 


2r(i»  +  n  +  l)^-J?«l    1  — af     ^    l—ßt    )(1  — a/)-(l— /S/)« 
nnd  daher  ist 

^ (1— <)«^+«-iF(Orf< 

(1  — a/)«(l  — ^/)" 


__r>Or(^0__   r[m(l~a)       n(l-^)l 
4r(OT  +  ii+l)^"'^V   I   l~a<  1-/3^   1 


Setzt  man  in  den  Formeln  19)  bis  22)  ^a?*  =  5,  i?y«  =  iy 

so  gelangt  man  dnrch  Zusammenfassung  alles  Vorigen  zu  dem  Satze : 
Wenn  sich  in  dem  Doppelintegrale 

die   Integrationen    auf   alle    positiven    |   und  rj  erstrecken, 
welche  den  Bedingungen 

gleichzeitig   genügen,    so   ist  jenes   Doppelintegral  gleich 
dem  einfachen  Integrale 

r{m)nn)      r\m{l^a)       njl^ß))  (l  ^/)-+i.-i  ^(/)  rf/ 
r{m  +  n+l)J   I    l  —  at    "^    i^-ßt  )     (l— «0"  (l-r/^O"   * 

Zu  demselben  Resultate  ffihrt  auch  die  bekannte  Substitution  ^=«/, 
fl  =  s{l  —  /),  sobald  man  die  Integrationsgrenzen  für  t  constant  werden 
lässt.  ^> 

In  dem  speciellen  Falle  A^  =  1 ,  Ai  =  0  ist  die  erste  Integrationsbe- 
dingung von  selbst  erfüllt;  die  zweite  geht  über  in  £4*^^  1)  nnd  damit 
kommt  man  auf  eine  besondere,  von  Catalan  angegebene  Formel  zurück. 

Auch  bei  mehrfachen  Integralen  obiger  Art  lässt  sich  derselbe  Ge- 
dankengang rein  analytisch  verfolgen ,  indem  man  die  Substitutionen 
i  =  sl,  ti  =  8{i  —  i)u,  t==5(l— 0(1  — «)»,... 
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benutzt  und  die  Integrationsgrenzen  zu  Constanten  macht;  man  gelangt 
hierdurch  zu  einer  Reduction,  welche  der  vorhin  angegebenen  völlig  ana- 
log ist.  Dasselbe  Resultat  habe  ich  übrigens  schon  im  Jahre  1848  gefan- 
den und  im  zweiten  Bande  meiner  analytischen  Studien  S.  192  mit- 
getheilt,  ohne  jedoch  seine  eleganten  geometrischen  Consequenzen  gewahr 
zu  werden. 


IL 
üeber  Punctionen  complexer  Orössen. 

Von  Dr.  Gustav  Roch. 


§1. 

Ich  versuche  im  Folgenden  einen  Abriss  der  Theorie  der  Functionen 
complexer  Grössen  zu  geben,  um  den  Eingang  in  diese  schon  jetzt  so  ausser- 
ordentlich wichtige  Disciplin  zu  erleichtern.  Zugleich  werde  ich  in  der  Dar- 
stellungsweise sowohl  als  in  einzelnen  erläuternden  Beispielen  die  Vor- 
lesungen meines  hochverehrten  Lehrers  Riemann  mehrfach  benutzen,  der 
mir  den  Inhalt  derselben  vollständig  zu  benutzen  gütigst  erlaubt  hat. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  y  in  irgend  einer  Weise  von  einer  andern 
X  als  abhängig,  so  heisst  y  eine  Function  von  x.  Man  ist  ge^irohnt,  dann  y 
als  Resultat  irgend  einer  an  x  angebrachten  mathematischen  Operation 
anzunehmen.  Es  hat'  nun  weniger  Wichtigkeit,  für  jedes  x  den  Zahlen- 
werth  des  zugehörigen  y  als  vielmehr  Eigenschaften  der  Functionen  zu 
entwickeln,  mit  Hilfe  deren  man  mit  ihr  rechnen  kann,  als  ob  ihr  Werth 
bekannt  wäre.  Man  gelangt  so  zu  der  Auffassung,  das  Resultat  einer 
jeden  mathematischen  Operation  als  etwas  Bekanntes  anzusehen  und  für 
die  Rechnung  mit  solchen  Grössen  ihre  Eigenschaften  2u  benutzen;  z.  B. 
für  die  ExponentialgrÖsse  y  =  a*  die  Eigenschaft 

die  allgemeiner 

f{x)f{x^)=.f{x  +  xd 
geschrieben  werden  kann.  Aus  dieser  Fundamentaleigenschaft  folgen  dann 
alle  andern,  und  man  braucht  für  die  Rechnung  gar  nicht  zu  wissen,  welches 
der  mathematische  Ausdruck  einer  Function  ist,  die  eine  solche  oder  eine 
andere  Eigenschaft  besitzt. 
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Wir  werden  bald  sehen,  dass  sogar  die  Eigenschaften  meistentheils 
das  Ursprüngliche  sind  und  dass  die  Bedeutung  der  mathematischen  Ope- 
ration erst  aus  derselben  entwickelt  ist. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  soll  noch  auf  einen  andern  Punkt  aufmerk- 
sam gemacht  werden,  der  hier  von  Wichtigkeit  ist. 

Es  giebt  viele  mathematische  Ausdrücke ,  namentlich  bestimmte  In- 
tegrale und  Reihen,  welche  nur  innerhalb  gewisser  Qränzen  der  Variabelen 
eine  bestimmte  Bedeutung  haben ;  entwickelt  man  dann  aus  diesen  Aus- 
drücken Eigenschaften,  so  kann  man  sich  immer  andere  Ausdrücke  denken, 
welche  dann,  wenn  die  ersteren  sinnlos  werden,  einen  Sinn  erhalten,  und 
denen  in  diesem  neueren  Gebiete  der  Variabelen  wieder  dieselben  Eigen- 
schaften zukommen ;  das  System  der  Eigenschaften  würde  demnach  überall 
seinen  Sinn  behalten,  würde  aber  je  nach  den  Werthen  der  Variabelen 
andere  analytische  Ausdrücke  verlangen;  diese  letzteren  dürften  also  nicht 
mehr  benutzt  werden ,  obgleich  man  mit  ihnen  rechnen  könnte ,  als  ob  sie 
einen  Sinn  hätten.  Demnach  erscheint  es  viel  natürlicher,  sich  gar  nicht 
an  den  Ausdruck  einer  Function  zu  halten,  sondern  gleich  das  System  der 
Eigenschaften  anzugeben,  wodurch  sie  bestimmt  ist;  es  muss  d esshalb  als 
sehr  wichtig  erscheinen,  genau  zu  wissen,  was  man  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung einer  jeden  Function  geben  muss  und  darf,  damit  zugleich  diese 
Bestimmungen  nichts  Ueberflüssiges  oder  Widersprechendes  enthalten. 

Dazu  kann  man  nur  gelangen,  wenn  man  sich  die  Variabele  nicht  nur 
reell,  sondern  ganz  allgemein  complex  von  der  Form 

denkt. 

Um  diese  Untersuchung  vollständig  führen  zu  können,  müssen  wir 
zunächst  die  Bedeutung  der  mathematischen  Operationen  für  complexe 
Variabein  feststellen.  Wir  werden  dabei  schon  zu  sehr  interessanten  Fragen 
gelangen,  so  dass  es  gerechtfertigt  erscheint,  sich  hierbei  etwas  länger 
aufzuhalten. 

§.  2. 

Wir  beginnen  also,  ehe  wir  dazu  übergehen,  die  Functionen  complexer 
Grössen  durch  ihre  Eigenschaften  zu  definiren,  mit  der  Untersuchung  solcher 
Functionen,  welche  durch  mathematische  Operationen  aus  der  complexen 
Grösse 

entwickelt  werden  können. 

Diese  complexe  Grösse  kann  man  geometrisch  darstellen ,  indem  man 
X  und  y  zu  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene 
macht,  und  es  ist  diese  Darstellnngsweise  ausserordentlich  naturgemäss. 
Zwei  complexe  Grössen  nennt  man  gleich,  wenn  ihre  reellen  und  ihre 
imaginären  Theile  gleich  sind ;  eine  Veränderung  des  imaginären  Theiles 
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afficirt  den  reellen  gar  nicht,  ebensowenig  wie  die  Veränderung  des  y  eines 
Punktes  das  x  vergrössert  oder  verkleinert;  es  verhält  sich  demnach  der 
imaginäre  Theil  zum  reellen  so  indifferent,  wie  die  y- Achse  gegen  die  posi- 
tive und  negative  a;-Achse,  da  sie,  zu  beiden  rechtwinklig,  symmetrisch 
gegen  beide  liegt  Es  erscheint  daher  die  angegebene  geometrische  Ab- 
bildung der  complexen  Grösse  durch  die  Natur  der  Sache  vollständig  ge- 
rechtfertigt, wenn  auch  für  den  eigentlichen  metaphysischen  Inhalt  der  ima- 
ginären Grösse  nichts  gewonnen  ist. 

Die  Bedeutung  einer  mathematischen  Operation^  die  an  solchen  Grössen^ 
vollzogen  wird ,  kann  nun  leicht  gewonnen  werden  und  es  soll,  um  bei  den 
elementaren  Operationen  stehen  zu  bleiben ,  als  Beispiel  die  Exponential- 
grösse  gewählt  werden,  wonach  dann  die  Bedeutung  der  Übrigen  elemen- 
taren Operationen  ohne  Schwierigkeiten  zu  finden  ist. 

Die  Algebra  definirt  zuerst  die  Potenz  a*  als  Product  gleicher  Factoren 
a  von  der  Anzahl  6.  Danach  hat  dieselbe  nur  Bedeutung,  wenn  b  ganz 
und  positiv;  es  zeigt  aber  schon  die  Algebra,  wie  man  einer  Potenz  mit 
negativen,  oder  gebrochenen,  oder  irrationalem  Exponenten  einen  Sinn 
beilegen  kann.  Der  Weg,  um  diese  Bedeutung  zu  finden,  besteht  darin,  dass 
für  (f  das  Gesetz  entwickelt  wird 

welches  zunächst  für  ganze  h  und  c  besteht;  man  nimmt  nun  willkürlich  an, 
dass  o^  eine  solche  Function  von  h  sein  soll,  dass  dies  Gesetz  stets  giltig 
bleibt;  dies  ist  erlaubt,  da  man  jeder  Bezeichnung  eine  willkührliche  Be- 
deutung geben  kann.  In  derselben  Weise  verallgemeinert  man  den  Be- 
griff der  Exponentialgrösse  bis  dahin,  dass  die  Variable  complex  wird;  es 
soll  also  immer,  wenn 

ist,     . 

a»  .  ö*i  =  a'+*',   oder  auch  e*  .  e*i  =  e*+«i 
sein,  wobei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet. 
Zugleich  muss 

für  ^  =  0  mit  der  schon  festgestellten  Bedeutung  von  e  übereinstimmen. 
Der  Werth,  den  auf  diese  Weise  e^'^y*  erhält,  findet  man  durch  Benutzung 
der  Gleichung: 

e^=zLim\i  +  —j    für  a  =  QO. 

Aus  derselben  folgt: 

l  +  — j     =Z»ot(1  +  — j    fÜrm=QO, 

wobei  mx  durch  m  bezeichnet  ist.  Behält  man  nun  diesen  letzten  Werth 
auch  zur  Definition  der  complexen  Exponentalgrösse  bei,  so  genügt  er 
den  verlangten  Bedingungen;  es  sei  nämlich  z=zx+yi^  2i=^i+^i>\  so  ist: 


<•) 
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e»  .  «»« =  Lim  (\  +  ^±^  +  ^')"- 
\  m  nr/ 

Für  m  =  QO  ist  — ^  zn  vernachlässigen  und  es  entsteht :  ^ 

e*  .  e^i  =  Zim  (l  +  itl' j"=  e^+zj. 

das  Grundgesetz  für  die  Rechnung  mit  reellen  Exponenten  gilt  daher  auch 

ftlr  complexe  «,.wenn  die  Gleichung  a)  benutet  wird.     Dietse  liefert  nach 

Ausführung  der  Rechnung  (s.  Schlömilch's  Comp.  d.  h.  Anal.  2.  Aufl.  §.  55) 

«*+»•'  =  e*  (co*  y  +  1 5m  y). 

Es  ist  auf  dieses  bekannte  Resultat  deshalb  so  weitläufig  zurückge- 
gangen worden,  um  zu  zeigen,  welche  Willktirlichkeiten  in  der  Verall- 
gemeinerung der  mathematischen  Operationen  liegen;  es  wird  alle  Mal  die 
bequemste  Verallgemeinerung  gewählt,  nämlich  diejenige,  welche  für  die 
Rechnung  möglichst  allgemeine  Grundgesetze  giebt.  Eine  metaphysische 
Bedeutung  ist  diesen  so  erhaltenen  Gleichungen  nicht  beizulegen. 

Auch  der  Satz 

( — m)  ( — «)  =  mn 

ist  in  derselben  Weise  ganz  willkürlich  gemacbt  worden. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  es  nicht  nöthig,  über  die  Verallgemei- 
nerung der  übrigen  algebraischen,  logarithmischen  etc.  Rechnungen  Wei- 
teres hinzuzufügen.  ' 

§.3. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Bedeutung  der  Grössenoperationen  für 
complexe  Variabein  festgestellt  ist,  kommen  wir  dazu,  eine  Fundamental- 
eigenschaft aller  durch  solche  mathematische  Ausdrücke  darstellbaren 
Functionen  zu  beweisen. 

Die  Bedeutung  des  Differentialquotienten  einer  complexen  Function 
»  =  uH-pi  von  z  =  a:  +  yi  soll  in  derselben  Weise  gefasst  werden,  wie 
der  bei  reellen  Variablen : 

dtv du'^dvi 

dz       dx-\-dyV 

wenn  du  und  dv  die  Aenderungen  sind,  die  u  und  v  erleiden,  wenn  x  um 
tfx,  y  um  dy  geändert  wird,  oder  tv  als  Functionszeichen  genommen: 

dw w(a:  +  yi  +  Aa:-f  AyO— w(a:H-yi)  w(«  +  At) — fü{z) 

dz  Aa:  +  Ayf  Az 

Bezeichnet  nun  w  eine  mit  z  vorgenommene  Rechnungsoperation ,  so, 
kommt,  wie  man  weiss,  in  dem  letzten  Grenzwerthe  A«  gar  nicht  vor 
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und  69  ist  —    wieder   eine   durch  Rechnungsoperationen  von  zz=ix  +  yi 

abhängige  Function,  die  dz  nicht  enthält.*) 

Wir  werden  gleich  sehen,  zu  welchen  Beziehungen  für  u  und  v  diese 

Eigenschaft   führt.     Soll  w  nicht  durch  mathematische  Ausdrücke  ans  z 

dw 
entwickelbar  sein,  so  braucht  —  nicht  von  dz  unabhängig  zu  sein. 

Es  ist  nämlich : 

du  +  dvi_  I  /^    ,  ^\    ,    ,  {^_^\  . 

"'"'Lai~ä^"^\ä^"*"ä^/ j  dx  +  dyi\ 

Hierin  sind  die  beiden  ersten  Glieder  rechts,  da  sie  gewöhnliche  Differen- 
tiale enthalten,  von  dx  und  dy  unabhängig,  aber  im  letzten  Gliede  kommt 

der  Factor 

dx  —  dyi 

dx  -j-  dyi 

vor,  welcher  von  dx  und  dy  abhängt. 

Untersuchen  wir,  wie  diese  Unabhängigkeit  von  dx  und  dy  des  Aub- 

drucks  —  durch  Formeln  dargestellt  werden  kann.     Es  soll  also 

\Au  +  Avi      [du   .    ■      du  .       .  /a»  A      ,  dv   .    \  1         1         ) 

nur  r— ,  r— ,  r- ,  ^-  enthalten.     Schreiben  wir  die  Gleichung : 
dx    dy    dx'  dy 


'     j.     (du  ^   .dv\  ...     (dv       ,du\ 


dw        ^.    An+Avi       ^.  \dx^    dx)^       ^\dy 

—  =  Lim  -. ;; — T — •.  =  Lim . : — — . — 

dz  Ax  +  Ayt  Ax  +  tAy 

so  sehen  wir,  dass  sich  A^  + » Ay  nur  weghebt,  wenn: 


oder  da  —  i  =  — ,  wenn : 


Zerlegt   man  diese  Gleichung  in  ihren  reellen  und  imaginären  Theil,  so 

liefert  sie  dieselbe  Bedingung,   wie  auch  unser  früher  angegebener  Aus- 

_       _    ^      du  +  dvi  .,  ^  ,  1      ,^  dx  —  dyi     ,  .  , 

druck  für ; — ,  liefern  würde ,  wenn  der  1  actor  von  - — : — ;— .   gleich 

dx-\-dyt  dx -{•  dyt 

Null  gesetzt  wird  ,  nämlich 


du      .dv 

dv       .du 
~d'y~%' 

.dw 

dm 
~d~y- 

*)  Znr^lcich  folgt  ans  der  von  uns  gewählten  Pcfinition  jdor  mathematischen  Ope- 
rationen für  comjilfxe  Grössen,  da»8  die  für  reelle  Variabein  entwickelten  Differen- 
tialt'orraelu  ihre  Giltigkcit  auch  hier  behalten,  wegen  der  Allgemeinheit  der  Funda- 
uientalgesctze  für  diese  Operationen. 
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^.  du d_v     d_v du^ 

dx       d tj^    ox  dy' 

Cs  ist  daher  der  Differentialquotient  nach  x  +  yi  iu  Folge  dieser  Gloicliun- 
gen  nnabhängig  sowohl  von  der  absoluten  Grösse ,  als  auch  von  der  Rich- 
tung der  Verschiebung  von  P  (s.  Fig.  1,  Taf.  I),  wenn  P  das  Bild  der  com- 
plexen  Grösse  or  +  yi,  seine  Verschiebungen  die  ^{x  +  yi)  bedeuten,  oder 
der  Differentialquotient  ist  nach  allen  Richtungen  constant.  Man  sieht 
leicht,  dass  die  Gleichungen,  vermöge  deren  wir  1)  erhielten,  eine  noth- 
wendige  Folge  der  zuerst  aufgestellten  Definition  des  Differentialquotien- 
ten sind,  80  dass  die  Gleichungen  2)  als  sofortige  Folgerungen  dieser  Defi- 
nition erscheinen. 

Man  kann  denselben  ausser  der  eben  entwickelten  noch  eine  andere 
sehr  interessante  geometrische  Bedeutung  beilegen'. 

Wird  der  Werth  von  tv=u  +  vi  durch  einen  Punkt  0  (Fig.  2,  Taf.  I) 
einer  zweiten  £bene  dargestellt,    so  wird  dem  Punkt  Pi  ein  anderer  Op 
dem  Pt  ein  0,  entsprechen. 
Man  kann  nun  immer :  *) 

x  +  yi  =^B  (cosg>  +  isin  fp), 
u  +  üt  =  S  {cosif;  +  f  sin i/;) ; 
ebenso : 

Ai{x  +  y  i)  =  r,  (cos qp,  +  i  sin  g?,),    At{x  +  y  i)  =  r,  {cos <p,  +  i  sin  g?^) 
A|  {u  +  v  i)  =  Si  {cosrjfi  +  i  sin  t/;,),    A2  («  +  v  1)  =  5,  {cos  t/;,  +  i  sin  t/;,) 
setzen,   wenn  Ai  und  At  zwei  von  einander  verschiedene  Acnderungeu 
des  z  und  w  sind ;  nun  ist : 

A,  (t/  +  ri)  ^  A2{u+vi) 
Ai{x  +  yi)       'Az{x  +  yi) 
nach  dem  Obigen,  oder: 

^  [cos  (g>i  —  0/;,)  +  I  sin  (g?,  —  t/;,)]  =  ^  [cos  {tp^  —  ^l;^)  +  /  sin  (gp.^  —  t/;^)], 

und  dies  ist  nur  möglich ,  wenn 

Da  nun  hierin 

^j_^,  =  i.i>j/>P,,    1^,  — t/;,  =  L0,0f9, ,    r,  =  />/>,,    5,  =  Ö0,  etc., 
so  folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  P,  PP^  und  ö,  0  0,. 

Wird  also  der  Werth  u  +  vi  einer  Function  w  von  ar  +  yt  auch  geo- 
metrisch dargestellt  durch  die  Coordinaten  u  und  v  eines  Punktes  0  einer 
£bene  (der  »^ Ebene),  so  wird  zunächst  einer  Veränderung  der  Lage  von 
P  eine  Veränderung  der  Lage  von  0  herbeiführen  und  werden  verschie- 
denen Verschiebungen  von  P  solche  von  0  entsprechen,  die  den  ersteren 


»)  Dann  ist,  wie  man  weiss:  MP=R,  LO  =  S^  LP  M  X  =  fp,  LO  L  i/=^flf,  und 
man  kann  auch  «clireiben :   x -f-y i  =  7? «  V » ,  u-\-vi  =  Se'H'f. 

ZcitKchriri  f.  Malheuiatik  u.  Physik.  VJIl,  I.  2 
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ähnlich  sind.  Durchläuft  P  einen  unendlich  kleinen  Umfang,  so  durch- 
läuft 0  einen  diesem  ähnlichen.  Bildet  man  die  Werthe  von  rv  auf  diese 
Weise  ab,  welche  allen  Punkten  eines  begrenzten  Theiles  der  ory  Ebene 
entsprechen,  so  werden  diese  Punkte  auch  einen  begrenzten  Tfaeil  der 
n; Ebene  ausfüllen  und  man  sagt  dann,  dass  der  Theil  der  o:^ Ebene  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  dem  entsprechenden  Theile  der  uv Ebene 
abgebildet  sei.  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Function  tv  wird  der  letz- 
tere die  verschiedensten  Formen  haben  können.  Ebenso  wird  einer  in  der 
dry  Ebene  gezogenen  Curve  eine  in  der  ti9  Ebene  entsprechen  und  man 
kann  so  zu  einer  sehr  allgemeinen  Auffassung  der  Verwandtschaft  der  Fi- 
guren gelangen. 

Mit  der  Aufgabe ,  Theile  einer  Fläche  ähnlich  auf  einer  anderen  ab- 
zubilden, haben  sich  z.  B.  Gauss  und  Jacob!  beschäftigt;  die  Abhand- 
lung des  Ersteren  ist  in  Schumacher^s  astron.  Nachrichten,  Altona 
1815;  die  von  Letzterem  in  Grelle *s  Journal.  Die  hierauf  basirte  Ver- 
wandtschaft der  Curven  hat  Siebeck  in  Crelle*s  Journal  näher  unter- 
sucht. 

Aus  den  Gleichungen  2)  kann  man  zwei  andere  herleiten,  die  u  und  v 
getrennt  enthalten.  Es  entsteht,  indem  die  erste  von  ihnen  nach  o;,  die 
zweite  nach  y  differenzirt  wird ,  durch  Subtraction 

und  wird  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  so  giebt  die  Ad- 
dition : 

Diese  Gleichungen  sind  der  ähnlich,  welcher  das  Potential  Pvon  Massen 
genügt,  die  alle  ausserhalb  des  Raumes  liegen,  iu  welchem  dasselbe  unter- 
sucht wird.     Diese  Gleichung  ist : 

avp    avp    avp_ 

Man  kann  deshalb  ohne  Weiteres  die  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung 
über  die  nach  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  wirkenden  An- 
ziehungs-  und  Abstossungskräfte  ( Kesultate .  des  magnetischen  Vereins, 
Göttingen)  für  das  Potential  entwickelten  Resultate  auf  die  u  und  v  ein- 
zeln übertragen ,  indem  z  =  ConsL  gesetzt  wird ;  dies  braucht  nur  für  u  zu 
geschehen;  2)  liefert  dann  die  Gesetze  für  v^  und  es  ist  so  möglich,  zu  all- 
gemeinen Resultaten  über  Functionen  complexer  Grössen  zu  gelangen ,  wie 
dies  von  Riemann  in  seiner  Inauguraldissertation  (Göttingen,  Verlag  von 
Huth,  1851)  gethan  worden  ist. 

Zu  diesen  Betrachtungen  über  Functionen ,  die  unabhängig  von  jedem 
bestimmten  mathematischen  Ausdruck  für  dieselben  gegeben  sein  sollen, 
gehen  wir  noch  nicht  über.     Die  bis  jetzt  für  dieselben  entwickelten  Re- 
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snltate  schlössen  sich  so  naturgemäss  an  die  Betrachtang  des  Differential - 
qnotienten  an,  dass  wir  sie  hier  ohne  Bedenken  geben  konnten,  zumal  sie 
für  den  nnn  folgenden  Paragraph  von  grosser  Wichtigkeit  sind.  Einige 
weitere  Bemerkungen  werden  noch,  da  sie  nöthig  sind,  in  diese^m  Para- 
graph hinzugefügt  werden. 

§.4. 

Wir  gelangen  jetzt  zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  mit  com- 
plexen  Grenzen.  Dies  schliesst  die  unbestimmten  Integrale  mit  ein,  da 
letztere  immer  als  bestimmte  mit  variabeln  Grenzen  angesehen  werden 
können.     Vorher  aber  müssen  wir  Einiges  erörtern. 

Die  Algebra  schon  zeigt,  dass  es  Functionen  giebt,  welche  für  einen 
Werth  der  Variabein  mehrere  Werthe  haben  können.  Es  seien  dieselben 
jTj ,  nr, , . . .  Wn*  Untersuchen  wir  den  Verlauf  von  w  etwas  näher.  Legen 
wir  dem  w  im  Punkte  xy  (für  den  Werth  x  +  yi)  z.  B.  den  Werth  w,  bei, 
80  hat  w  in  einem  Nachbarpunkte  [x  +  yi^  d{x  +  yt)\  die  n  Werthe: 
Wj  +  dioj ,    w,  +  dw^  ,.••«'11  +  äfOn' 

Sind  nun  die  fv^^.>,tVn  alle  verschieden  von  Wj,  so  werden  auch 
JT,  -h  rfWf  I  •••«'«  +  ^^n  ftllö  von  w,  +  c/w,  verschieden  sein;  soll  nun  w  in 

«  +  yi'^'dix  +  yt)  so  bestimmt  werden,  dass  -77 — ; — r  einen  Sinn  hat,  so 
^  V     ■  i7  /  d(x  +  yi) 

mnss,  da  tv  in  x  +  yi  gleich  w^  gesetzt  wurde,  dasselbe  im  Nachbarpunkte 
^  +  y«  +  ^(^  +  yO  den  Werth  Wi+dwj  haben.  Man  sieht  hieraus,  dass, 
wenn  dem  tv  in  einem  Punkte  einer  der  »Werthe  beigelegt  wird;  es  in 
allen  Nachbarpunkten  durch  die  Bedingung,  keine  Sprünge  (wie  von  tv^ 
auf  fv^)  zu  machen,  bestimmt  ist.  Von  diesen  Nachbarpunkten  kann  man 
wieder  weiter  gehen  und  es  folgt  so ,  dass ,  so  lange  man  keinen  Punkt 
*  +  y»  berührt,  in  welchem  eines  der  w^  bis  tVn  gleich  w^  wird,  w  durch  die 
Wahl  seines  Anfangswerthes  w^  bestimmt  sein  wird  auf  jeder  von  diesem 
Anfangspunkte  ausgehenden  Linie,  sobald  es  sich  stetig  auf  diesen  än- 
dern soll. 

Danach  wird  bei  Verfolgung  des  Weges  LML^  fv{x+yi)  zu  w(a:j-|-y,f) 
(Fig,  3,  Taf.  I)  gelangen. 

Die  Curve  LM'L^  berühre  nun,  wie  LML^  keinen  Punkt,  in  welchem 
eines  der  n>^, ,  ,fVn  gleich  rv^  wird.  Dann  kann  auch ,  auf  dieser  letzteren 
Curve  stetig  fortgesetzt,  w,  immer  nur  eindeutig  fortgesetzt  werden  nach 
dem  Gesetze  der  Stetigkeit.  Alle  Punkte  M'  seien  den  M  unendlich  nahe, 
so  können  daher  die  Werthe  von  w  in  M'  auch  nur  um  Differentiale  von 
denen  in  M  unterscheiden,  so  dass  man,  auf  dem  letzteren  Wege  {LM'L^) 
nach  Z,  gelangt,  zu  keinem  Werthe  von  w  gelangen  kann,  welcher  um 
eine  endliche  Grösse  von  dem  verschieden  sein  kann,  der  durch  Verfolgung 
des  Weges  LML^  erhalten  wird.  Dasselbe  wird  für  eine  Nachbarcurve 
LM^Lf  gelten  u.  s.  f.,  sobald  keine  dieser  Cnrven  einem  der  Punkte  unend- 

•z* 
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lieh  nahe  kommt,  wo  eines  der  n^{...7t;„  gleich  w^  wird.  Daraus  folgt 
dann,  dass  man  nach  den  Gesetzen  der  Stetigkeit  zu  demselben  Werthe 
von  fv  in  Z,  gelangen  wird,  man  mag  auf  Z^Zj  oder  etwa  auf  ZfL^  vor- 
wärts gehen  (s.  Fig.  4,  Taf.  I),  sobald  nur  zwischen  beiden  Curven  keiner 
dieser  mehrfach  erwähnten  Punkte  liegt.  Geht  die  Curve ,  auf  welcher  w 
stetig  fortgesetzt  wird,  durch  einen  solchen  Punkt,  so  wird  die  Fort- 
setzung von  tv  von  demselben  an  wieder  mehrdeutig,  denn  es  werde  z.  B. 
daselbst  Wj  =  «;, ,  so  widerspricht  es  der  Stetigkeit  nicht ,  nach  Ueber- 
schreitung  dieses  Punktes  den  analytischen  Ausdruck  von  w^  zur  weitereu 
Fortsetzung  von  Wi  zu  benutzen. 

Es  hat  z.  B.  j/z  —  c  die  beiden  Werthe  +j/z  —  c  und  —  j/z  —  c, 
z=rzx  +  yi^    c  =  a  +  bu 

Im  Punkte  (a ,  a)  werden  diese  beiden  Werthe  gleich  Null ;  hat  mjan 
daher  +  j/z  —  c  stetig  bis  an  (a ,  b)  fortgesetzt ,  so  wird  die  stetige  Fort- 
setzung über  c  hinaus  sowohl  den  positiven  als  den  negativen  Werth  haben 
können. 

Liegt  zwischen  den  beiden  Curven  LML^  und  LKL^  ein  solcher  Punkt, 
so  wird  man  im  Allgemeinen  zu  zwei  verschiedenen  Werthen  von  w  kom- 
men ,  wenn  w^  auf  beiden  Wegen  stetig  fortgesetzt  wird.  Es  soll  dies  an 
einem  Beispiele  klar  gemacht  werden. 

Bekanntlich  kann  z'=^x  +  yi  auch  durch  re<P»  ersetzt  werden  (siehe 
§.  3  Anmerkung).     Dann  istLZOZ=<p,  OL  =  r  (Fig.  5,  Taf.  I) 


Yx^  yiz=  yr  ,e^  . 

Hier  darf  für  f/r  immer  der  positive  Werth  genommen  werden ,  da 
sich  die  Zweideutigkeit  der  Wurzel  durch  die  Exponentialgrösse  aus- 
drücken lässt. 

Es  ist  nämlich : 

da 

e^^*  =  cos  2n  +  i  sin  2n  =  1; 
daher  ebensowohl: 

j/re^*  ==  j/x  +  yi  ==  j/re^  • 
als 

da  e^*  =  —  1.     Gehen  wir  nun  vom  Punkte  —  1  zu  + 1 

—  l  =  e«S 
einmal" oberhalb ,  einmal  unterhalb  der  a?- Achse;  im  ersteren  Falle  nimmt 
<p  von  «  bis  zu  Null  ab  und  +  j/x  +  yi  gelangt  von  +  }/—  1  zu  e®-  •  =  + 1 ; 
im  zweiten  Falle  wächst  g>  von  n  zu  2n  und  +j/x  +  yi  gelangt  von 
-I-t/ — 1  zu  e^*  =^ —  1,  d.  h.  zum  zweiten  Werthe,  den  die  Wurzel  er- 
langen kann.  Dies  liegt  daran,  dass  der  Punkt  o,  für  welchen  beide  gleich 
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sind,  von  den  zwei  Wegen  eingeschlossen  wird.  Solche  Pankte  nennen 
wir  Verzweigungspunkte. 

Wir  sagen,  wenn  in  einem  Theile  der  j?y- Ebene  keiner  der  w-Werthe» 
die  n^  hat,  einem  der  n  —  1  übrigen  gleich  wird,  die  Function  w  sei  inner- 
halb dieses  Raumes  eindeutig;  giebt  man  dem  n;  in  einem  Punkte  dessel- 
ben einen  beliebigen  dieser  nWerthe,  so  ist  ^2;  dadurch  eindeutig  in  allen 
anderen  Punkten  dieses  liaumes  bestimmt.  Entgegengesetzten  Falles  nen- 
nen wir  die  Function  mehrdeutig  innerhalb  des  Raumes. 

Behufs  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  zu  der  wir  nun  über- 
gehen, wollen  wir  nur  eindeutige  Functionen  betrachten.  Wir  integriren 
demnach  Functionen,  wie  j/z  etc.  nur  in  Theilen  der  z- Ebene,  die  keinen 
Verzweigungspunkt  enthalten. 

§.5. 

Um  zu  dem  Fundamentalsatze  über  die  bestimmten  Integrale  zu  ge- 
langen, können  wir  einen  Weg  einschlagen,  welcher  nur  Integration  über 
reelle  Variabele  verlangt.    Betrachten  wir 

ausgedehnt  über  einen  Theil  der  o:^- Ebene,  Ä  und  Fals  Functionen  von 
(x,jf)  vorausgesetzt.  Zunächst  giebt,  wenn  -IT,,  F, ,...  die  Werthe  von 
A  und  F  in  1 . . .  (Fig.*  6,  Taf.  I)  bedeuten : 

Sind  nun  J  und  17  die  Winkel ,  welche  die  nach  Innen  gerichtete  Nor- 
male p  mit  a;  und  y  einschliesst ,  so  ist : 

Ferner  sei  8  das  Umfangselement,  welches  positiv  sei  in  der  vom 
Pfeile  angegebenen  Richtung : 

dx         .  dy  . 

Den  Elementen  der  unabhängig  Variabein  nun  ist  im  Allgemeinen 
bei  der  Integration  immer  das  +  Zeichen  zu  geben.     Da  nun  cos  ^  negativ 

ist  in  1),  also  i-^)   positiv,  so  ist  Z,  dy  durch  ^ds  zu  ersetzen;  dagegen 

\^  S/  1  CS 

ist  (r^j    negativ,  also  X^  dy  durch  —  —  ds  zu  ersetzen,  so  dass 
das  Integral  über  den  ganzen  Umfang  ausgedehnt. 
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.     (dx\  .     (dx\         .  .        , 

Ferner  ist  l  «— )   negativ,  l  j- I   positiv,  also: 

und  im  Ganzen: 

das  Integral  rechts  tiber  den  Umfang  immer  in  derselben  Richtung  ge« 
nommen. 

Sei  nun  2!"  =2«? I,   F  =  w,  seist: 

Nach  8.  3  ist  -77-  =77-  ,  wenn  to  eine  Function  von  x  +  yi,  mithin: 
"^  dx       dy 


f' 


w  (dx  +  idy)  =  0, 

das  Integral  über  eine  geschlossene  Curve  ausgedehnt. 

Damit  dieser  Beweis  streng  sei,  ist  zweierlei  nöthig:  es  darf  keine 
der  Differenzen  Z, — Z^  oder  P,  —  7,  unbestimmt  sein,  also  darf  kein  Ver- 
zweignngspunkt  im  Innern  liegen;  oder  vielmehr,  wenn  X  und  F stetig  auf 
den  Coordinatenrichtungen  (2,1)  oder  (3,1)  gebildet  werden,  darf  man 
nicht  zu  anderen  JC  und  Y  kommen ,  als  wenn  man  auf  dem  Umfange  fort- 

TT—  dx  die  Differenz  der  X  an  den  Grenzen  2  und  1 

dx 

gesetzt  wurde,  muss  X  stetig  auf  den  Parallelen  (2,l)  zur  o;- Achse  sein. 

Das  Integral   /  (jT-^H-  Y  —)  ds  aber  würde,  wenn  X  und  Y  auf  dem 

Umfange   stetig  entwickelt  würden,   beim  Vorhandensein  eines  Verawei- 
gungspunktes  ganz  andere  X  und  Y  enthalten  können ,  als 


ß 


Ferner  darf  w  nicht  unendlich  werden  im  Innern  der  Fläche,  da  sonst 

/dX  ' 
~—  dx  =  X^  —  X2  gesetzt  werden  dürfte. 
0  X 

Aus  der  jetzt  durchgeführten  Ent Wickelung  ergiebt  sich  zugleich  der 
Sinn,    den   wir   einem  Integrale   mit  complexen  Grenzen   beilegen.     Da 

I   I  (— — —  j  dxdy  als  Grenze  einer  Summe  aufgefasst  werde,    kann 

nach  den  bekannten  Definitionen  der  Integrale  mit  reellen  Variabeln,  so 
hat  hiernach  auch  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen  Grenzen  den 
Sinn  eines  Grenzwerthes  einer  Summe. 

Das  Integral  über  den  Umfang  Z^  Z,  Z, . . .  I,- . . .  Z«  (Fig.  7,  Taf.  I)  aus- 
gedehnt, wäre  der  Grenzwcrth,  dein  sich 
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^s^^^^^^^^^^^^%^%^ 


«'©(«t  — «o)  +  w,  (r,  — «,)  + . . .  +  fVi{Zi+i  —  Zi)  + . . .  w„  (^0  —  *n) 

nähert;  wenn  Z^,  £|  .  .  •  unendlich  nahe  rücken,  die  Differenz  ihrer  x  +  yi 
oder  z  zu  Differentialen  werden ,  n  ins  Unendliche  wächst.  Das  Integral 
▼on  Zg  bis  Li  kann  man  als  den  Grenzwerth  ansehen,  dem  sich  die  ähn- 
liche Summe  nähert,  wenn  zwischen  L^  und  Z,-  unendlich  viele  Zwischen- 
pnnkte  eingeführt  werden.  Offenbar  ist  dann  das  Integral  von  Z^  bis  Z,-  ge- 
nommen ,  da  dann  die  Differenzen  der  z  alle  das  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Das  Integral  über  den  geschlossenen  Umfang  L^LiL^  kann  nun  in 
das  von  Z^  über  Z(  Z^  nach  Li  und  in  das  von  Z,-  über  Z^  nach  Z^  genom- 
nommene  zerlegt  werden ;  es  ist  daher  nach  dem  Obigen : 

Zi  «0 

I  wdz  +  I  »dz  =  0 

^0  bl- 

öder 

Zi  Zi 

I  w  dz^=^  Im  dZy 

Die  Integrale  über  diese  verschiedenen  Wege  ausgedehnt,  oder  in 
Worten:  Das  Integral  einer  Function  tv  von  X'\-yi  ist,  zwischen  zwei  be- 
liebigen Punkten  genommen,  unabhängig  vom  Integrationswege,  sobald 
«wischen  den  mit  einander  zu  vergleichenden  Wegen  kein  Unendlich- 
keits-  oder  Verzweigungspunkt  von  w  liegt. 

Dieser  Satz  giebt  die  Mittel  an  die  Hand,  wenn  die  Unendlichkeits- * 
punkte  innerhalb  eines  Umfanges  liegen,  das  über  denselben  ausgedehnte 
Integral  zu  berechnen.  Sei  LKL^L  (Fig.  8,  Taf.  I)  ein  solcher  Umfang» 
dann  ist  das  Integral  von  Z  über  K  nach  L^  gleich  dem  von  Z  über  ilf ,  K^ 
nach  Z|  und  von  Z|  links  herum  nach  Z  gleich  dem  von  Z|  nach  M^  links 
herum  nach  M  und  Z.  Die  Integrale  über  LM  und  Z|  M^  kommen  zwei  Mal 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  vor  und  heben  sich  weg,  so  dass  das 
Integral  über  den  Umfang  MM^M  dem  über  ZZ|Z  gleich  ist.  Man  kann 
80  das  Integral  über  einen  endlichen  Umfang,  der  einen  Punkt  P  enthält, 
wo  tp  unendlich  wird,  ersetzen  durch  ein  Integral,  welches  über  einen  dem 
P  sehr  nahen  Umfang  von  beliebiger  Gestalt,  etwa  der  eines  um  P  be- 
schriebenen Kreises,  ausgedehnt  wird.  Aehnliches  gilt,  wenn  P  ein  Ver- 
zweigungspunkt ist;  symbolisch  ist  dann: 

Z         M        Mf      Z|        4/|       M        M»        M 

M       L        M        M^       Z,         iV,        aM        M^ 
WO  die  rechte  Seite  das  über  den  ganzen  äusseren  Umfang  ausgedclniio 
Integral.     Nun  ist  aber 
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M        M,      L.        M.       M        L         L.        L 

L         M        Mi       Li        Mi       M        L         L^ 
und  daher:  die  Differenz  des  über  M  weniger  des  über  L  ausgedehnten  In- 
tegrals gleich 


/-/ 


M        M 

wobei  in  das  letzte  Integral  der  Werth  von  m  einzusetzen  ist,  in  den  es 
nach  einem  Umlauf  um  P  übergeht.  Derselbe  sei  w\  so  ist  also  diese  Dif- 
ferenz : 

L 

I  (tv  —  rv)  dzy 
M 
abhängig  vom  Anfangspunkte  M  und  Z,  so  dass  diese  ümfangsintegrale 
verscbiedene  sein  werden,  je  nach  dem  Punkte,  von  dem  man  ausgeht. 
Das  Integral  von  w  über  einen  geschlossenen  Umfang  ausgedehnt ,  hat  also 
nur  dann  einen  bestimmten  Sinn,  wenn  w  nach  Durchlaufung  desselben 
seinen  ursprünglichen  Werth  wieder  annimmt. 

Wir  werden  später  vermöge  dieser  letzten  beiden  Sätze  unser  Funda- 
mentaltheorem der  bestimmten  Integrale  auf  eine  interessante  Weise  in 
eine  allgemeinere  Form  bringen  können.  Jetzt  verlassen  wir  die  mehr- 
deutigen Functionen  und  wollen  an  einigen  Beispielen  für  eindeutige  die 
hohe  Wichtigkeit  unseres  Theorems  für  die  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale zeigen. 

Sehr  allgemeine  Formeln  hat  Cauchy  in  seinem  ^^Memoire  sur  les  inte- 
grales deftnies  prises  enire  des  limites  imaginaires'^  auf  diese  Weise  entwickelt. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen,  die  man  machen  kann,  ist  der 
Beweis  des  Taylor^ sehen  Lehrsatzes,  wobei  zugleich  das  allgemeinste 
Gesetz  Über  die  Convergenz  der  Potenzreihen  entwickelt  wird. 

Es  sei  /  ein  speciellcr  Werth  der  complexen  Variabein  z,  und  werde 

VW 


/ 


betrachtet,  Über  einen  Umfang  ausgedehnt,  innerhalb  dessen  i  liegt  und 
innerhalb  dessen  /"(z)  überall  endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt.  Dann 
ist  dieses  Integral  identisch  mit  einem  über  einen  kleinen  um  i  beschriebe- 
nen Kreis  ausgedehnten  Integrale.  Dort  ist  f{z)  nahezu  constant  gleich 
f[t)]  z  —  /  werde  =  qc^*  gesetzt,  dz  =  qie^^dq): 
m)Qie^Ulq> 


ß 


Qe<f^'  '^^ 

also : 


1)       .  271  .•/•(<) 


=/fs-- 
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•  - 
Sobald  nun  der  Modul  von  z  grösser  als  der  von  i  ist ,  kann  in 

eine  Keihe  entwickelt  werden ,  wie : 


so  dass 


_L= ! =i  +  i  +  'I  + 


oder  wenn: 

i     _  1  ==       ^        I      ^-"^     I    (^-^)'  I 

gesetzt  wird,  was  voraussetzt,  dass  der  Modul  von  z  —  a  grösser  als  der 
von  t — ai 

2)  und  3)  sind,  mit  1)  zusammengenommen,   der  Maclaurin'sche 
und  der  Taylor 'sehe  Lehrsatz.     Aus  1)  folgt  nämlich: 

•  wx         /VW«*« 

.„r-.(.)=..»...»/Ä^,. 

Die  Differentiation  von  i)  ist  erlaubt,  da  innerhalb  der  in  das  Integral 

eingehenden  z  werden  f{z)  noch unendlich  wird.     Aus  l)  folgt  daher 

noch  der  wichtige  Satz,  dass  jede  Function  da,  wo  sie  endlich  eindeutig 
und  stetig  ist,  auch  endliche,  eindeutige  und  stetige  Differentialquotienten 
hat.     1),  2),  8),  4)  liefern : 

0  1 .  2  •  •  •  n 
Diese  Reihe  gilt  also,  i^enn  i  innerhalb  eines  um  a  beschriebenen 
Kreises  liegt,  der  keinen  Unendlichkeits -  oder  Yerzweigungspunkt  ent- 
hält Es  sei  A  (Fig.  9,  Taf.  I)  ein  solcher  Punkt,  so  lässt  sich  demnach  f 
für  alle  innerhalb  des  Kreises  gelegene  Punkte  entwickeln ,  wenn  die  Wer- 
the  von  f  und  seinen  Differentialquotienten  in  a  gegeben  sind.    Ausserhalb 

des  Kreises  wird  die  Reihe  nicht  convergiren ,  da  dort  nicht  mehr 

z  —  l 

i     ^  1  ^     1       I      <-«     .    (<-^)'  , 

z—t       z  —  a^{l--a)       z  —  a'^{z  —  ay'^{z  —  ay'^"' 

geschrieben  werden  darf;  denn  für  äussere  Punkte  ist  der  Modul  von  z  —  a 

kleiner,  als  der  von  t  —  a,  eine  Vergrösserung  des  Kreises  ist  aber  nicht 
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erlaubt,  da  sonst  der  Punkt  A  in  ihn  fallt  und  daher  nicht  über  den  Um- 
fang ohne  Weiteres  integrirt  werden  darf.  Dies  ist  die  allgemeinste  Con- 
yergenzbedingnng  der  Potenzreihen. 

Ganz  so  wie  die  aufsteigenden,  lassen  sich  auch  die  absteigenden  Po- 
tenzreihen behandeln;  diese  werden  ausserhalb  eines  gegebenen  Kreises 
convergiren,  und  Reihen,  die  sowohl  die  aufsteigenden,  als  absteigenden 
Potenzen  der  Variabein  enthalten ,  werden  auf  einer  Ringfläche ,  die  von 
zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzt  ist,  convergiren« 


in. 

lieber  die  Bewegung  flüssiger  Körper. 

Von  Dr.  J.  Stefan, 

correspondirendem  Mitgliede  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  za  Wien, 


I.    lieber  die  Beibimg  in  FlftsBigkeiten. 

Die  analytbche  Mechanik  geht  bei  ihren  Untersuchungen  über  das 
Gleichgewicht  und  die  Bewegung  der  Körper  von  idealen  Zuständen  der- 
selben aus.  Die  festen  betrachtet  sie  als  ahsolut  starr,  die  flüssigen  wieder 
extrem  als  solche,  deren  einzelne  Theile  absolut  leicht  gegen  einander 
verschiebbar  sind  und  nur  durch  die  nach  allen  Seiten  gleichmässige  Fort- 
pflanzung des  Druckes  in  Wechselwirkung  zu  einander  stehen.  Sobald  es 
sich  jedoch  um  Erscheinungen  handelt,  welche  bei  festen  Körpern  wesent- 
lich oder  einzig  von  der  relativen  Verschiebbarkeit  der  einzelnen  Theile 
abhängen ,  muss  die  Mechanik  der  starren  Systeme  durch  die  Theorie  der 
Elasticität  ergänzt  werden.  Aehnlicb  verhält  es  sich  mit  den  Flüssigkeiten, 
namentlich  bei  jenen  Bewegungsphänomen^ ,  für  deren  Gestaltung  die 
Einflüsse  der  bewegten  Flüssigkeit  an  der  sie  begrenzenden  festen  Wand 
sowohl  als  auch  der  Cohäsion  der  Flüssigkeitstheile  unter  sich  massgebend 
sind,  welche  Einflüsse  daher,  wenn  man  diesen  Erscheinungen  rechnend 
folgen  willi  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Zuerst  hatten  die  Vorgänge ,  welche  beim  Strömen  von  Flüssigkeiten 
in  Röhren  auftreten ,  eine  Vervollständigung  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen, eine  der  Wirklichkeit  näher  stehende  Theorie  gefordert.  Man 
war  hier  zuerst  genöthigt  von  Widerständen  der  Bewegung  zu  reden  und 
ihren  Grund  in  den  Einflüssen  der  Wand,  in  der  Zähigkeit  der  Flüssigkeiten 
zu  suchen.     Schon  Newton  hatte  bei  Betrachtung  der  Strömungserscbei- 
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nnngen  an  die  Stelle  der  Hypothese  einer  absolut  leichten  Verschiebbarkeit 
die  Annahme  gesetzt,  dass  zur  relativen  Verschiebung  zweier  Schichten 
einer  Flüssigkeit  eine  gewisse  Kraft  erforderlich  sei,  dass  somit  ungleich 
schnell  bewegte  Flüssigkeitsschichten  einander  wechselweise  in  ihren  Be- 
wegungen beschleunigend  oder  verzögernd  beeinflussen.  Er  nannte  diese 
Wechselwirkung  Reibung  der  Flüssjgkeitsschichten  unter  einander,  führte 
dieselbe  zugleich  auf  ein  bestimmtes  Mass  zurück  und  ermöglichte  dadurch 
die  Aufnahme  derselben  in  die  Rechnung.  Er  nahm  an,  dass  die  Grösse 
der  Reibung,  d.  h.  die  Grösse  der  Beschleunigung  der  langsameren  durch 
die  schnellere  oder  die  Grösse  der  dem  absoluten  Werthe  nach  gleichen 
Verzögerung  der  schnelleren  durch  die  langsamere  von  zwei  über  einander 
gleitenden  Schichten  proportional  sei  der  Berührungsfläche  der  beiden 
Schichten  und  der  Differenz  ihrer  Geschwindigkeiten. 

Dieses  Princip  lässt  sich  sowohl  in  dem  Falle  zur  Anwendung  bringen, 
wenn  es  sich  nm  zwei  sich  berührende  Schichten  einer  und  derselben 
Flüssigkeit  handelet,  als  auch  dann,  wenn  die  sich  berührenden  Schichten 
heterogenen  Flüssigkeiten  angehören,  oder  eine  der  beiden  durch  eine  feste 
Wand  vertreten  ist.  Nur  ist  die  Art  der  Anwendung  des  Princips  in  den 
drei  Fällen  wenigstens  scheinbar  eine  verschiedene.  Nur  in  den  beiden 
letzteren  Fällen  kommt  es  unmittelbar  in  der  oben  ausgesprochenen  Form 
in  Gebrauch.  Handelt  es  sich  aber  um  zwei  Nachbarschichten  einer  und 
derselben  Flüssigkeit,  in  welcher  die  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt 
continuirlich  sich  ändernd  angenommen  werden  muss,  so  nimmt  man  nach 
der  gewöhnlichen  Methode  der  Differentialrechnung  den  Abstand  der  beiden 
Schichten  gleich  dem  Differential  einer  gegen  dieselben  normalen  Linie 
und  erhält  demgemäss  auch  den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten 
gleich  dem  Differentiale  der  Geschwindigkeitsfunction  nach  dieser  Normale. 
Nicht  diesem  Differentiale  sondern  dem  Differentialquotienten  der  Geschwin- 
digkeif  proportional  ist  die  Grösse  der  Reibung  zu  setzen.  Denn  die  Dif- 
ferentiale sind  Rechnungsgrössen  und  nur  ihr  Verhältniss  kann  gleich  ge* 
setzt  werden  dem  zwischen  der  wirklichen  Geschwindigkeitsdifferenz  und 
dem  wirklichen  Abstände  der  Schichten.  Letzterer  muss  aber  in  den 
Proportionalfactor  mit  einbezogen  gedacht  werden. 

Obwohl  durch  die  von  Newton  gegebene  Bestimmung  der  Reibung 
diese  hinlänglich  definirt  ist,  um  der  Rechnung  unterzogen  werden  zu 
können,  so  wird  es  doch  gut  sein,  zu  untersuchen,  welche  Vorstellung  man 
sieh  von  dem  Wesen  derselben  zu  bilden  habe.  Handelt  es  sich  um  Rei- 
bung zwischen  festen  Körpern ,  so  fassen  wir  darunter  sehr  mannigfaltige 
und  von  Fall  zu  Fall  verschiedene  Vorgänge  zusammen.  Die  Reibung  in 
Flüssigkeiten  dürfte  eher  eines  einheitlichen  Ursprunges  sein.  Die  Unter- 
suchung über  das  Wesen  derselben  ist  auch  d esshalb  von  grösserer  Wich- 
tigkeit, weil  sie  zn  Aufschlüssen  über  die  innere  Constitution  der  Flüssig- 
keiten führen  kann. 
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Nävi  er  ist,  zuerst  in  seinom  memoire  sttr  les  lots  du  mouvemetit  des 
fluides'^)  von  einer  bestimmten  Hypothese  über  die  Natur  der  Reibung  aus- 
gegangen. Er  stellte  das»  Princip  auf,  dass  die  abstossenden  Kräfte 
zwischen  den  Molekülen  der  Flüssigkeit  durch  die  Bewegung  geändert 
werden  und  zwar  vergrössert  oder  vermindert  um  eine  der  Geschwindigkeit, 
mit  der  die  Moleküle  einander  sich  nähern  oder  von  einander  entfernen, 
proportionale  Grösse.  Von  dieser  Hypothese  ausgehend,  gelangt  er  zu 
denselben  Gleichungen,  welche  wir  unter  Voraussetzung  des  New  ton 'sehen 
Principes  erhalten  werden  und  die  wenigstens  annäherungsweise  als  die 
richtigen  angesehen  werden  müssen.  Die  Hypothese  selbst  entbehrt  aber 
jeder  innern  Wahrscheinlichkeit  insoferne  nämlich,  als  sie  als  letzter  er- 
klärender Grund  angesehen  werden  soll.  Denn  sonst  ist  sie  ja  gewisser- 
massen  nur  ein  anderer  Ausdruck  des  Newton 'sehen  Princips.  Man 
erinnert  sich  an  die  ähnliche  von  so  schönen  Erfolgen  gekrönte  Weber'- 
sehe  Correction  des  elektrostatischen  Anziehungsgesetzes,  doch  auch  für 
diese  spricht  nur  der  Erfolg.  Ein  Grund  für  dieselbe  könnte  darin  gesucht 
werdeijL,  dass  man  die  Molekularactionen  mit  bestimmten  Geschwindigkeiten 
sich  fortpflanzend  denkt,  doch  eher  dürften  mit  diesen  die  Geschwindig- 
keiten der  strömenden  Elektricitäten  vergleichbar  sein,  die  gewöhnlich 
vorkommenden  relativen  Geschwindigkeiten  zweier  Moleküle  einer  Elüs- 
eigkeit  sicher  nicht. 

Innere  Reibung  findet  nicht  bloss  in  tropfbaren  sondern  auch  in  aus- 
dehnsamen  Flüssigkeiten  Statt.  Sie  ist  nach  den  Versuchen  von  8 1  o  k  e  s  **) 
und  Meyer  ***)  in  den  letzteren  gar  nicht  unbedeutend  gegen  die  Reibung 
in  ersteren.  Die  namentlich  von  Gl  aus  ins  ausgebildete  Hypothese  über 
die  Constitution  der  Gase,  nach  welcher  die  Moleküle  in  einem  solchen 
sich  nach  allen  möglichen  Richtungen  sehr  rasch  progressiv  bewegen  und 
beim  Aneinanderprallen  wie  elastische  Körper  sich  verhalten,  gibt  auch 
von  dem  Wesen  der  inneren  Reibung  eine  bestimmte,  der  Berechntkng  zu- 
gängliche Vorstellung.  Denken  wir  uns  durch  das  Gas  eine  Ebene  gelegt, 
welche  zwei  parallel  zu  dieser  Ebene  in  gleicher  Richtung  aber  mit  an- 
gleichen Geschwindigkeiten  bewegten  Schichten  trennt.  Die  Moleküle 
bewegen  sich  in  beiden  Schichten  nach  allen  möglichen  Richtungen ,  nnr 
sind  die  mittleren  Componenten  der  Geschwindigkeit  im  Sinne  der  gemein- 
schaftlichen Bewegung  der  beiden  Schichten  grösser,  als  die  nach  anderen 
Richtungen  geschätzten  mittleren  Componenten  und  zwar  ungleich  grösser 
für  die  beiden  Schichten.  Aus  der  langsameren  Schichte  treten  fortwährend 
Moleküle  in  die  schneller  bewegte  und  umgekehrt,  oder  die  beim  Ueber- 
tritte  an  einander  prallenden  Moleküle  tauschen  ihre  Geschwindigkeiten 


*)  Mim.  de  Cacad.  des  Sciences.  1822.  VI    390. 
**)  Cambridge,  Tninsact.  IX.  8   Phil.  Mag.  (4)  I.  337. 
***)  Po  gg.  Aunalen.  CXIII.  3s3. 


Von  Dr.  J.  Stefan.  29 

aus.  Die  der  gemeinschaftliclien  Bewogungsricbtung  parallele  mittlere 
Componente  der  Molekulargeschwindigkeit  in  der  langsameren  »Schichte 
erhält  dadurch  in  jeder  Zeiteinheit  einen  Zuwachs,  dieselbe  Componente 
in  der  schnelleren  Schichte  erleidet  gleichzeitig  eine  ebenso  grosse  Ab- 
nahme, welche  der  Differenz  der  beiden  Componenten  proportional  ist,  oder 
die  langsamere  Schichte  erhält  von  der  schellercn  einer  ihrer  Geschwindig- 
keitsdifferenz proportionale  Beschleunigung  und  umgekehrt.. 

Man  kann  nun  diese  zunächst  für  Gase  gemachte  von  Maxwell*) 
auch  zur  Berechnung  der  Reibung  benützte  Vorstellung  auch  auf  tropfbare 
Flüssigkeiten  übertragen.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  auch  in  einer  ruhen- 
den tropfbaren  Flüssigkeit  die  einzelnen  Moleküle  keine  bestimmten  Plätze 
einnehmen,  ja  auch  nicht  nm  fixe  Gleichgewichtslagen  oscilliren.  Die 
Moleküle  befinden  sich  in  sehr  raschen  Bewegungen,  nur  werden  die  mitt- 
leren Wege,  welche  von  den  einzelnen  von  einem  Zusammenstosse  bis  zum 
nächsten  gemacht  werden ,  sehr  kurze  sein.  Zu  dieser  Annahme  zwingt 
die  geringe  Zusammendrückbarkeit  der  tropfbaren  Flüssigkeiten.  Dies 
hindert  jedoch  nicht,  dass  in  längerer  Zeit  ein  Molekül  sehr  weit  wandere. 
Für  solche  Wanderungen  spricht  das  Stattfinden  der  Diffussion  tropfbarer 
Flüssigkeiten,  die  Langsamkeit  jedoch  mit  der  diese  vor  sich  geht,  anderer- 
seits wieder  für  die  Kürze  der  mittleren  Wege  der  Moleküle.  Die  An- 
schauung, welche  die  neue  Theorie  der  Gase  von  der  Diffusion  derselben 
gibt,  lässt  sich  freilich  nicht  unbedingt  auch  auf  die  Diffusion  tropfbarer 
Flüssigkeiten  tibertragen,  weil  von  letzteren  nicht  alle  diffundiren.  Die 
Actionen  zwischen  den  Molekülen  namentlich  heterogener  Flüssigkeiten 
dürften  nicht  nur  in  vielen  Fällen  nicht  als  nebensächlich  vernachlässigt 
werden,  sondern  spielen  geradezu  die  Hauptrolle.  Dagegen  ist  aber  noch  ' 
zu  bemerken ,  dass  zur  Erklärung  der  Keibung  in  der  oben  angedeuteten 
Weise  die  Annahme  eines  UeDertrittes  von  Molekülen  aus  einer  Schichte 
in  die  andere  gar  nicht  nothwendig  ist  und  der  blosse  Zusammenstoss  der 
Bloleküle  der  beiden  Nachbarschichten  denselben  Effect  hervorbringt. 
Dadurch  ist  die  Anwendung  dieser  Hypothese  auch  für  Schichten  zweier 
nicht  diffundirendeji  Flüssigkeiten  und  für  die  Reibung  zwischen  einer 
Flüssigkeit  und  einem  festen  Körper  möglich. 

Diese  Hypothese  der  Geschwindigkeitsmischung  führt  aber  zu  einer 
Scblussfolgerung ,  welche  mit  den  Thatsachen  nicht  in  Uebereinstimmung 
steht.  Ans  ihr  folgt  nämlich,  dass  der  Geschwindigkeit'saustausch  zwischen 
zwei  Schichten  um  so  rascher  erfolgen  müsse,  je  schneller  die  den  Molekü- 
len eigenthümlichen  Bewegungen  vor  sich  gehen.  Wenn  man  nun  durch 
die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegungen  die  Temperatur  der  Flüssigkeit 
misst,  so  folgt  daraus  eine  Zunahme  der  inneren  Reibung  bei  steigender 
Temperatur  der  Flüssigkeit,  gerade  so  wie  die  nach  denselben  Principien 


*)  Phil.  Mag.  XIX.  19. 
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von  Maxwell  und  Clansius  bearbeitete  Theorie  der  Wärmeleitung  in 
Gasen  eine  Zunahme  des  Leitangsvermögens  mit  der  Temperatur  liefert. 
Die  aus  Versuchen  abgeleiteten  Werthe  der  Reibung  für  yersebiedene 
Temperaturen  lehren  aber  gerade  das  Gegentbeil,  dass  die  Reibung  mit 
wachsender  Temperatur  sehr  schnell  abnimmt.  Wenigstens  für  tropfbare 
Flüssigkeiten  ist  es  durch  die  Versuche  von  Poiseuille,  Hagen,  Meyer 
und  anderen  dargethan  worden.  Wie  es  sich  mit  den  Gasen  verhält,  lässt 
sich  ans  den  wenigen  bisher  gemachten  Versuchen  nicht  schliessen.  Jeden- 
falls wäre  eine  Untersuchung  in  der  Richtung  geeignet,  für  oder  gegen  die 
Theorie  der  Gase  ein  wichtiges  Wort  zu  reden. 

Für  tropfbare  Flüssigkeiten  wird  jedoch  noch  folgender  Umstand  zu 
berücksichtigen  sein.  Wenn  wir  uns  jedes  Molekül  aus  einem  ponderablen 
Kerne  und  einer  ihn  umhüllenden  Aethersphäre  bestehend  denken,  so 
können  wir  von  den  Molekülen  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  annehmen,  dasa 
sie  sich  so  nahe  an  einander  befinden,  dass  sich  ihre  Aethersphären  theil- 
weise  durchdringen.  Desshalb  brauchen  die  Moleküle  noch  keine  fixen 
Positionen  einzunehmen,  sondern  können  beliebig  sich  gegen  einander 
bewegen.  Das  Gesagte  gilt  dann  für  ihre  mittleren  Lagen.  Denken  wir 
uns  aber  zunächst  zwei  ruhende  Moleküle  und  ertheilen  einem  derselben 
eine  bestimmte  Geschwindigkeit.  Wie  dieses  seine  Bewegung  antritt,  muss 
es  seine  Aethersphäre  von  der  des  Nachbars  losreissen  und  theilt  diesem 
dadurch  Geschwindigkeit  in  seiner  Richtung  mit.  Gleichzeitig  kommen 
aber  beide  Moleküle  in  drehende  Bewegungen  um  Axen,  welche  zur  ge- 
meinschaftlichen Richtung  der  progressiven  Bewegungen  senkrecht  stehen. 
Die  Reibung  besteht  daher  nicht  bloss  in  einer  Mittheilung  der  progressiven 
Bewegung  von  einer  Schichte  zur  andern,  sondern  gleichzeitig  auch  in 
einer  Umsetzung  der  progressiven  Bewegung  in  eine  drehende  der  Moleküle. 
Dies  ist  um  so  bemerkenswerther,  als  die  a«s  dem  Ne  w tonischen  Principe 
abgeleiteten  hydrodynamischen  Gleichungen  eine  Tränsformation  zulassen, 
welche  lehrt,  dass  in  Flüssigkeiten,  in  denen  Reibung  zwischen  einzelnen 
Schichten  stattfindet,  Drehungen  der  kleinsten  Theile  nothwendige  Beglei- 
ter jeder  Bewegung  sind  und  der  Finfluss  der  Reibung  umgekehrt  durch 
diese  Drehungen  bestimmt  werden  kann.  Doch  wäre  es  zu  umständlich, 
diese  Hypothese  zum  Ausgangspunkte  der  Rechnung  zu  machen.  Letztere 
steht  auf  der  Grundlage  des  Newton'schen  Principes  allein  sicherer,  wenn 
dieses  gewissermassen  als  Erfahrungssatz  aufgestellt  werden  kann. 

IL  Analytische  Bestimmang  der  Beibnng  in  Fittssigkeiten. 
Fasst  man  die  Reibung  in  Flüssigkeiten  als  eine  Folge  der  Cohäsion 
derselben  auf,  so  kann  eine  besondere  Untersuchung  dieser  Cohäsionswir- 
kung  überflüssig  erscheinen ,  da  die  Theorie  der  Elasticität  der  festen 
Körper  es  mit  einem  ähnlichen  Problem  zu  thun  hat,  und  die  Ergebnisse 
derselben  auf  flüssige  Körper  übertragen  werden  könnten.     Doch  besteht 
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swiBchen  den  beiden  Fällen  ein  wesentlicher  unterschied.  In  festen 
Körpern  befinden  sich  im  Normalznstande  die  einzelnen  Theile,  Moleküle, 
in  Positionen  des  stabilen  Gleichgewichtes  oder  schwingen  nm  solche.  Die 
Theorie  der  Elasticität  beschränkt  sich  auf  die  Betrachtung  sehr  kleiner 
Verschiebnngen  ans  diesen  Positionen,  jedes  Molekül  behält  während  und 
nach  den  in  Betracht  kommenden  Deformationen  des  Körpers  dieselben 
Nachbarn,  im  Zusan^menhange  derselben  tritt  keinerlei  Störung  ein.  Der 
Widerstand,  welchen  die  einzelnen  Theile  eines  festen  Körpers  relativen 
Verschiebungen  entgegensetzen,  ist  lediglich  eine  Folge  der  Stabilität  ihrer 
relativen  Lagen.  Der  als  Reibung  bezeichnete  Widerstand  gegen  die 
Verschiebnngen  der  einzelnen  Theile  einer  Flüssigkeit  ist  aber  ganz  andern 
Ursprungs.  £r  äussert  sich  nur  so  lange ,  als  die  relativen  Positionen  der 
einzelnen  Theilchen  sich  ändern.  Ist  die  gegenseitige  Lage  der  Moleküle 
eine  andere  geworden ,  so  treibt  dieselben  keine  Kraft  in  ihre  früheren 
Orte.  Während  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  erhält  ein  Theilchen  der-« 
selben  im  Allgemeinen  immer  andere  und  andere  Nachbarn ,  die  relativen 
Verschiebungen  werden  sehr  gross.  Daher  kommt  es,  dass  nicht  diese 
selbst,  sondern  nur  ihre  auf  eine  bestimmte  Zeit  entfallenden  Werthe  in 
Betracht  kommen.  Während  die  Theorie  der  Elasticität  auf  dem  H  o  o  k  e  *- 
sehen  Fundament  aisatze :  ui  lensio  sie  vis ,  die  Kraft  ist  der  relativen  Ver- 
schiebung proportional,  ruht,  lehnt  sich  die  Theorie  der  Bewegung  der 
Flüssigkeiten  auf  das  verwandte  New  tonische  Princip:  Die  Kraft  ist  der 
relativen  Geschwindigkeit  proportional. 

Die  Aehnlichkeit  der  den  beiden  Theorien  zu  Grunde  gelegten  Prin- 
cipe bedingt  natürlich  auch  eine  Aehnlichkeit  in  der  Art  ihrer  Entwiokelung, 
und  ich  will  diese  Aehnlichkeit  in  der  folgenden  Darstellung  auch  voll- 
ständig hervortreten  lassen. 

Wir  können  die  Keibung  in  der  Flüssigkeit,  wie  die  Spannung  in  einem 
festen  elastischen  Körper  als  Flächenkraft  betrachten  und  in  jedem  Punkte 
der  Flüssigkeit  Beibungen  für  bestimmte  Ebenen  unterscheiden.  Legen 
wir  dnrch  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  der  bewegten  Flüssigkeit  eine 
Ebene  und  schneiden  aus  dieser  ein  kleines  Stückchen  aus,  dessen  Schwer- 
punkt der  gewählte  Punkt  sein  mag.  Die  Flüssigkeitstheile  diesseits  und 
jenseits  dieses  Flächenstückchens  werden  in  Folge  vorhandener  Geschwin- 
digkeitsnnterschiede  beschleunigend  und  verzögernd  auf  einander  wirken 
mit  Kräften ,  ihrer  Grösse  nach  abhängig  von  der  Grösse  des  gewählten 
Flächenstückchens ,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  abhängig  von  den 
vorhandenen  Geschwindigkeitsabstufungen.  Die  Kräfte  werden  von  Punkt 
zu  Punkt  des  angenommeiAn  Flächenstückchens  verschieden  sein,  wird 
aber  dieses  unendlich  klein  vorausgesetzt,  so  kann  man  innerhalb  desselben 
die  Kräfte  als  constant  betrachten  sowohl  der  Grösse  als  auch  der  Richtung 
nach.  Denken  wir  uns  alle  Actiouen  summirt,  welche  die  auf  einer  Seite 
des  Flächenstückchens  liegenden   Theilchen  angreifen ,    und   die  Summe 
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durch  die  Grösse  des  FlächenstÜckchens  dividirt,  so  gibt  der  Quotient  den 
auf  die  Flächeneinheit  entfallenden  Betrag  jener  Kräfte.  Dieser  soll 
Reibung  in  dem  betrachteten  Punkte  für  die  gewählte  Ebene  heissen. 
Die  Grösse  und  Kichtung  dieser  Reibung  wird  abhängig  sein  von  der  Lage 
der  gewählten  Ebene.  Zerlegen  wir  die  Reibung  in  drei  zu  den  Coordi- 
natenaxen  parallele  Componenten,  so  werden  diese  als  Functionen  der  Co- 
ordinaten  des  Punktes  und  der  Winkel,  welche  die  N9rniale  zur  gewählten 
Ebene  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  betrachtet  werden  müssen. 

Neunen  wir  die  Normale  zu  dieser  Ebene  n,  so  soll  die  dieser  Ebene 
zugehörige  Reibung  N  heissen.  Ihre  nach  der  Richtung  r  geschätzte  Com- 
ponente  werde  dadurch  bezeichnet,  dass  an  N  der  Index  r  angefügt  wird. 
Sie  ist  also  Nr*  Demnach  bedeuten  X^  Y^  Z  die  Reibungen  indem  ge- 
wählten Punkte  für  drei  zu  den  Coordinatenaxen  x^y^z  normale  Ebenen, 
X,  Yx  Zx  Xy  Yy  Zy  Xg  Yg  Zz  ihre  nach  diesen  Axen  geschätzten  Com- 
,  poneuten. 

Um  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Reibungen  für  verschiedene 
Ebenen  in  einem  und  demselben  Punkte  stattfinden,  und  zugleich  die 
Grössen  der  Beschleunigungen ,  welche  von  den  Reibungen  einem  Flüssig- 
keitsthellchen  ertheilt  werden,  zu  finden,  will  ich  von  der  durch  Cauchy 
in  die  Theorie  der  Elasticität  eingeführten  Betrachtung  eines  elementaren 
Tetraeders  und  zwar  noch  in  ausgedehnterem  Masse  Gebrauch  machen. 
In  dem  Punkte  ar,  ^,  z  sollen  drei  zu  den  Coordinatenaxen  parallele  Kanten 
a,  6,  c  eines  sehr  kleinen  Tetraeders  zusammenstossen.  Die  drei  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Seitenflächen  sind  daher  parallel  zu  den  Coordi- 
natenebenen.  Die  vierte  Fläche  mag  gegen  diese  beliebig  geneigt  sein. 
Die  vom  Punkte  x^y^z  auf  diese  Fläche  gefällte  Normale,  die  Höhe  des 
Tetraeders,  soll  s  heissen  und  mit  den  Axen  x,  ^,  z  Winkel  bilden,  deren 
Cosinus  m,  n,  p  sind.     Dann  ist : 

1)  s=^ma^=nb  =  pc 

Bezeichnet  man  mit  a  den  Inhalt  der  schiefen  Fläche,  so  ist: 

rt.  bc  ac  ah 

2)  T  =  ^  <^j   -:r  =  ^  <^>  -:7  =  P  ^* 
2  2  2 

Die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  4  Flächen  — ,  — ,  — ,  o  sind : 

/b  />  Z> 

bccaababc 
3'     3'     3'     3'     3'     3'    I'    3'    3* 

Die  Reibungen  im  Punkte  x^y^  z  für  die* zu  den  Richtungen  x,  y^  2,  s 
normalen  Ebenen  bezeichnen  wir  mit  X^  F,  2,  S.  Für  die  Tetraederflächen 
sollen  in  ihren  Schwerpunkten  die  Reibungen  X ^  T\  Z',  5*  sein.  Führen 
wir  die  symbolisehen  Bezeichnungen 
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^dy'^  Z  dz 

^~  z  dz'^  ^  dx 

'        ^dx^  Z  dy 

Z  dx'^  S  dy'^  Z  dz 
ein,  so  baben  wir,  die  Taylor 'sehe  Formel  verwendend; 

Z"  =  Z  +  ä^Z 

s:^s  +  ÖS. 

Diese  vier  Qleicbungen  vertreten  die  Stelle  von  zwölf,  indem  für  jede 
der  nach  den  Coordinatenaxen  geschätzten  Reibungscomponenten  eine  der- 
artige Qleichnng  gilt.  Diese  zwölf  Gleichungen  erhält  man  aus  den  vier 
▼oranstebenden ,  wenn  man  jede  der  darin  vorkommenden  Grössen,  nicht 
aber  die  Symbole,  nach  einander  mit  den  Zeigern  x,  y,  z  versieht. 

Die  in  dem  Tetraeder  befindliche  Flüssigkeit  erhält  von  den  Reibungen 
an  den  Flächen  desselben  eine  gewisse  Beschleunigung.   Die  Componenten 

derselben  seien  f^}  fyi  fx»     Ist  q  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  so  ist  -  — 

o 

die  im  Tetraeder  enthaltene  Masse,  Multiplicirt  man  mit  dieser  die  drei 
Componenten  der  Beschleunigung,  so  erhält  man  die  aus  der  Reibung  her- 
vorgehenden beschleunigenden  Kräfte.  So  ist  die  zur  Aze  x  parallele 
Componente 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 

4)  ^  fs=Ss—(mX^  +  nr^  +  pZJ)  +  ÖS^—{mö^^  +  ««y 7, +i>«^Z,) 

Da  die  beschleunigende  Kraft  und  die  mit  den  Operationszeichen  d 
versehenen  Glieder  unendlich  Icleine  Grössen  erster  Ordnung  repräsentiren, 
80  giebt  diese  Gleichung  bei  Vernachlässigung  derselben 
Ss^==  mX;^  +  n  Fy  +  pZz. 
Zwei  ähnliche  Gleichungen  erhalten  wir  für  Sy  und  S^  durch  Betrach- 
tung der  beiden  anderen  Componenten  der  beschleunigenden  Kraft,  so  dass 
wir  folgende  drei  Relationen  besitzen : 

S^  =  mX:c  +  nr^  +  pZ^ 

5)  Sy:=mJry  +  n¥y+pZy 

unter  Berücksichtigung  der  ersten  dieser  Gleichungen  geht  4)  über  in 
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Aus  der  Bedeutung  der  Symbole  J  und  den  Gleichungen  1)  findet  man 
leicht 


somit  bleibt 


ox  dy         dz 


Zwei  ähnliche  Gleichungen  erhftlt  man  für  qfy  und  qf^.  Man  braucht 
nur  in  der  vorstehenden  Gleichung  den  Index  x  einmal  mit  y,  das  andere- 
mal  mit  z  zu  vertauschen.  Somit  sind  die  drei  Componenten  der  durch 
die  Reibung  hervorgerufenen  Beschleunigung  gegeben  durch: 


dx         dy  dz 

^  ^'^        dx   ^  dy    ^   dz 

.  dXe    ,dY,     .dZ. 


dx         dy  dz 

Weitere  drei  Gleichungen  liefert  die  Betrachtung  der  Winkelbeschleu- 

nigungen,  welche  aus  den  Reibungen  resultiren.     Legen  wir  durch  den 

Schwerpunkt  des  Tetraeders  eine  Axe  parallel  zur  Axe  x,  so  suchen  die 

Componenten  2y  und  J*,  um  diese  Axe  das  Tetraeder  zu  drehen*     Ihre 

c  b 

Hebelarme  sind  —  und  -j.     Nennen  wir  T  das  Trägheitsmoment  des  Te- 
traeders für  die  angenommene  Axe,  y  die  Winkelbeschleunigong,  so  ist 
^  ^^     ac     b        ^      ab     c 

'  2       4  ^24 

Daraus  folgt  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  von  höherer  als  der 
dritten  Ordnung 

Die  Betrachtung  der  Drehungsgleichungen  für  zwei  andere  zu  den  y 
und  z  parallele  Axen  liefert  zwei  ähnliche  Gleichungen,  so  dass  wir  folgende 
Relationen 

7)  Tg  =3  Zg  ,    Z«  S=  Äx  9    ^y  =  JjT 

besitzen.  Vermöge  dieser  und  der  Gleichungen  5)  sind  in  jedem  Punkte 
die  Reibungscomponenten  für  alle  möglichen  Ebenen  dnrch  sechs  zu  drei 
Orthogonalebenen  gehörige  Componenten  Xgy  Fy,  Z«,  F^,  wT«,  JTy  gegeben. 
Durch  die  Gleichungen  7)  vereinfachen  sich  auch  die  Gleichungen  6). 

Nun  sind  noch  die  Reibungscomponenten  als  Functionen  der  Ge- 
schwindigkeiten darzustellen.  Ich  will  dazu  das  New  tonische  Princip 
in  einer  ähnlichen  Erweiterung  verwenden,  wie  sie  das  Hooke*sche  in  der 
Elasticttätstheorie  erfahren  hat«     Ich  setze  nämlich  jede  der  Reibungs- 
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eomponenten  allgemein  einer  linearen  Function  der  in  dem  betreffenden 
Punkte  stattfindenden  Geschwiudigkeitsabstufungen  gleich  imd  bestimme 
hinterher  diese  Functionen  so,  das  sie  den  Bedingungen  des  Problems 
genügen.  Da  es  der  Geschwindigkeitsabstufungeu  neun ,  der  zur  Bestim- 
mung der  Reibung  in  jedem  Funkte  nothwendigen  Componenten  sechs 
giebt,  so  würden  die  Ausdrücke  für  die  letzteren  vierundfüufzig  Constante 
beherbergen  ,  wenn  nicht  die  Gleichartigkeit  eines  flüssigen  Körpers  nach 
allen  Seiten  von  vorneherein  die  Anzahl  dieser  Constanten  auf  zehn  ver- 
mindern Hesse«  Es  ist  nämlich  klar,  dass  die  Reibungscoroponenten  als 
lineare  Fnetionen  der  Geschwindigkeitsabstufungen  nur  folgende  Formen 
haben  ktonen :  - 


In  diesen  Formeln  bedeutet  0  die  für  den  Punkt  x,  y,  z  geltende  durch 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  hervorgebrachte  Aenderung  der  Volums- 
einbeity  nämlich  es  ist  ^ 

du  .  ^^  ,  ^^ 

gesetzt.  A,  B^  C,  2>,  JE,  ät,  95,  C,  2),  6  sind  die  Constanten.  Die  Anzahl 
dieser  lässt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  bis  auf  zwei  vermindern. 
Die  Formeln  d)  für  die  Componenten  der  aus  der  Reibung  resultiren- 
den  Beschleunigung  zeigen«  dass  diese  Componenten  vermöge  der  Glei- 
«hangen  8)  lineare  Functionen  der  zweiten  Differentialquotienten  der  Ge- 
schwindigkeiten t«,  17,  m  nach  x^  y,  z  sein  werden.  Die  Gleichartigkeit  der 
Flttsaigkeiten  nach  allen  Selten  erfordert  nun  wieder ,  dass  di^  auf  ein 
beliebiges  Coordioatensystem  bezogenen  Componenten  der  Beschleunigung 
»olche  Functionen  der  zweiten  Differentialquotienten  sind,  dass  jede  be- 
liebige Transformation  der  Coordinaten  ihre  Form  nicht  Ändert.  Dies  ist, 
wie  aas  Cauchj^s  Untersuchungen  in  der  Theorie  des  Lichtes  bekannt 
ist,  der  Fall,  wenn 

3* 
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ox 
9)  Qfy  =  L^^+MAv 

oz 
worin  L  und  M  zwei  Constante  bedeuten ,  A  aber  darcb  die  Bymbolische 
Gleichung 

bestimmt  ist.  Setzt  man  die  in  den  Gleichungen  8)  enthaltenen  Werthe 
der  Reibungscomponenten  in  die  Formel  6),  so  findet  man  leicht ,  dass  sich 
die  Substitutionsresultate  nur  dann  auf  die  Formen  9)  rednciren,  wenn 

c=  2>  = -E = a  =  s  =  S)  =  e = 0 

und  zwischen  B  und  €  die  Belation 

^  =  26 
besteht.     Die  in  9)  enthaltenen  Constanten  L  und  M  sind  dann 

L  =  A  +  6,   ^=6. 
Setzen  wir  des  bequemeren  Gebrauchs  wegen  iL  und  ii  für  A  und  €,  so 
haben  wir  für  die  Reibungscomponenten  die  Werthe 

und  ^Tür  die  Componenten  der  Beschleunigung 

Die  Formeln  ftir  die  Reibungscomponenten  haben  dieselbe  Gestalt, 
wie  die  für  die  Componenten  der  Spannungen  in  der  Theorie  die  Elastici- 
tllt ,  nur  dass  die  Verschiebungen  der  Theilchen ,  welche  in  letzteren  vor- 
kommen, in  unsere  Formeln  durch  die  Geschwindigkeiten  vertreten  sind. 
Ich  wollte  diese  Formeln  nicht  von  vorne  herein  annehmen,  weil  die  6e- . 
winnung  derselben  in  der  Elasticitätstbeorie  gewöhnlich  von  der  Betrachtung 
specieller  Fälle,  welche  auf  flüssige  Körper  nicht  übertragen  werden  können, 
abhängig  gemacht  wird. 

In  der  Theorie  der  Elasticität  der  festen  Körper  lässt  sich  zwischen  den 
Constanten  X  und  f&  keine  Relation  gewinnen,  wohl  aber  in  unserem  Falle. 


Von  Dr.  J.  Stefan.  37 


In  jedem  Punkte  hat  die  Flüssigkeit  zu  einer  bestimmten  Zeit  eine  bestimmte 

Geschwindigkeit  c,  deren  Eich tung gegeben  ist  durch  die  Cosinus  — ,  — ,  — , 

c     c     c 

welche  zu  den  Winkeln  gehören ,  die  sie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Legen  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  x,  y^  z  eine  die  Kichtung  c  enthaltende 

Ebene,  so  muss  die  Reibung  für  diese  Ebene  in  dieselbe  fallen  und  zwar 

der  Kichtung  von  c  parallel  sein.     Nennen  wir  die  Normale  zu  dieser 

Ebene  a,  die  Reibung  für  dieselbe  somit  A^  so  sind  die  Bedingungen,  unter 

welchen  die  Richtung  von  A  mit  der  von  c  zusammenßlllt 

^«=0,     ^*  =  0, 

wenn  h  eine  in  der  Ebene  gewählte  und  zu  c  senkrechte  Linie  bedeutet. 

Sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  a  mit   den   Coordinatenaxen 

bildet  A,  Ar,  /,  so  haben  wir  nach  den  Formeln  5)  und  7) 

A^=hX^  +  kXy-\^lX^ 
Ay  =hXy  +kYy  +  ir^ 
A^  =hX^  +kr^  +  IZ^. 

Wegen  A^  =  hAjg  +  kAy  +  lA^  ist  dann 

A^  =  }^X^  +  Ä*  Fy  +  ^Z,  +  2kl  F,  +  2klX:,  +  2hkXy  . 

Führt  man  die  Werthe  10)  für  die  Reibungscomponenten  in  diese  Formel 
ein,  80  bringt  man  Aa  leicht  auf  folgende  Form 

4.=Ae+2,»(A^+*l  +  /^)(A«  +  *.  +  /«-). 

Da  die  beiden  Richtungen  a  und  c  senkrecht  auf  einander  stehen,  so  ist 

Äti  + Ari;  +  /w  =  0, 
also  bleibt  nur 

Aa  =  XS 
übrig.     Soll  diese  Componente  der  Reibung  verschwinden,  so  muss 

A  =  0 
sein.      Die  zweite  der  oben  angeführten  Bedingungen  nämlich  ^»  =  0  ist 
schon  durch  die  Werthe  10)  erfüllt,  wie  man  sich  leicht  durch  eine  ähnliche 
Rechnung,  wie  sie  für  Aa  geführt  wurde,  überzeugt. 

Die  Formeln,  durch  welche  die  Reibungscomponenten  als  Functionen 
der  Geschwindigkeiten  bestimmt  werden,  sind  demnach  folgende: 


(dv      dm\ 

m          y.=^.%. 

z.  =.,|f, 

(du     dv\ 

und  für  die  Compoacnten  der  Beschleunigung  bleiben  die  Gleichungen 
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13)  (^/"y  =f*^+^At^ 

Diese  vereinfachen  sich  noch  mehr,  wenn  es  sich  um  eine  tropfbare 
Flüssigkeit  handelt ,  welche  man  als  incompressibel  betrachtet.  Für  eine 
solche  hat  man  nämlich 

14)  e  =  o 

als  Bedingungsgleichnng  für  alle  möglichen  Bewegungen  und  die  Formeln  13) 
gehen  demnach  über  in 

Die  Ausdrücke  Au^  At;,  Ate  lassen  für  den  Fall,  dass  die  Gleichun- 
gen 14)  stattfindet,  noch  eine  bemerkenswerthe  Umformung  zn.  Setzt  man 
nämlich  in  A« 

o^__   ^v d^w 

dx*  dxdy      dxdz^ 

welche  Relation  durch  Differenzirung  der  Gleichung  14)  nach  x  gewonnen 
wird,  so  erhält  man 

dy\dx      dt/)'^dz\dz      dy) 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen  erhält  man  für  Av  und  Ato.  Setzen  wir 
der  Kürze  halber 

du       dm 

dz       dy 

du dv_ 

dy      ax~^ 
so  sind  die  neuen  Formeln  für  A",  At;,  Aw  die  folgenden: 

und  dem  gemäss  können  auch  die  Formeln  15)  transformirt  werden.  Die 
Grössen  J,  i/,  f  bedeuten,  wie  Helmholtzin  seiner  Abhandlung  über  In- 
tegrale der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbelbewegungen 
entsprechen*)  nachweist,  nichts  anderes,  als  die  Winkelgeschwindigkeiten 

*)  Grolle. Borchardt,  Journal  für  Mathematik,  LV.  1. 
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mit  denen  sich  ein  Flttssigkeitselement  um  drei  durch  seinen  Schwerpunkt 
zu  Xy  tfy  z  parallele  Axen  dreht. 

Sind  u^  V  ro  die  ComponeDten  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  x,  y,  z 
und  tt',  v\  w  im  Punkte  a?',  y',  2',  so  ist 

,  du    ,    ,  ^    I     ^"  /  '  \    I    ^"  /  '  \ 


18) 

1 

V    ■ 

de  ,  , 

..)  +  !-;(.'- 

~z) 

• 

w' 

-.)+g(.'- 

-*); 

fährt  man 

1  die 

\  Bezeichnungen 

i 

dx~ 

a»     .  a» 

'''ay  =  *'    dz 

=  c 

dw      du 

du      dv 
dy^  dx~ 

=y 

ein  und  macht  auch  von  den  Formeln  16)  Gebrauch,  so  lass^i  sich  die 
Gleichungen  18)  leicht  in  folgender  Form  darstellen: 

U  —  UT=:a{x—x)  +  y{y—y)  +  ß{z—z)  +  t  (y  — y)  —  fi{z—2) 

19)   v—v==7(x^x)  +  b{y'-^y)  +  a{z—z)^t{x'~x)  +  i{z'—z) 

w  —rv  ^  ß{x  —x)  +  a{y  '-y)+  c{z  —z)  ^Kf{x  —x)—i{y  -^y) 

Betrachten  wir  die  von  £,  17,  ^  freien  Glieder  für  sich,  so  lassen  sich  die 

durch  sie  ausgedrückten  Theile  der  relativen  Geschwindigkeiten   als  die 

nach  x\  y\  z    genommenen  partiellen  Differentialqnotienten  des  Polynoms 

P=\a  {x'^xy  +  i  h  {y-yy  +  i  c{z'  —  zy  +  «  {y'  —  y)  {z'-z) 

+  ß  (^'—0  W—  '^)  +  y  C-^'  --  ^)  (v  —  y) 

darstellen.  Denkt  man  sieh  durch  dieses  eine  krumme -Flüche  «weiter  Ord* 
nung,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  a:,  ^,  z  hat,  bestimmt,  so  kann 
man  ein  neues  Goordinatensystem  so  wäbliBn,  dass  die  neuen  Axen  parallel 
gehen  den  Axen  der  krummen  Fläche.  Werden  die  neuen  Coordinaten  mit 
r,  \^,  i,  X ,  ^',  i  bezeiehnet,  so  nimmt  nach  der  Transformation  das  obige 
Polynom  die  Form  •* 

4  a  (i'-i)«  +  i  B  (»>' -1,)»  +  4  c  (8'- j)' 
an.  Die  partiellen  Differentialquotienten  dieses  Trinoms  nach  x',  ^\  i,  geben 
dann  die  oben  hervorgehobenen  Antheile  der  relativen  Geschwindigkeiten 
zerlegt  nach  den  neuen  Axen.  Diese  neuen  Componenten  haben  daher  die 
Eigenschaft,  dass  für  alle  in  einer  der  neuen  Coordinatenebenen  liegenden 
Punkte  die  zu  dieser  Ebene  normale  Geschwindigkeitscomponente  dieselbe 
ist  Ein  Element  der  Flüssigkeit  in  Form  eines  Parallelepipedes ,  dessen 
Kanten  parallel  zu  den  neuen  Goordinatenaxen  sind ,  erhält  also  in  Folge 
dieser  Theile  der  Geschwindigkeiten  nur  eine  Translation ,  die  mit  Ver- 
dichtungen oder  Dehnungen  des  Elementes  in  der  Richtung  seiner  Kanten 
verbunden  ist.  um  die  voUsUindige  Belegung  des  Elementes  darzustellen, 
muss  man  zu   diesen  Antheilen  der  Geschwindigkeit  noch  die  aus  Kota- 
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tionen  um  die  Axen  x,  y,  z  berrorgebenden  Componenten  btnzufügen.  Sind 
nun  ^,  rj^  t  die  Winkelgescbwindigkeiten,  mit  denen  sieb  das  Element  um 
drei  zu  den  Coordinatenaxen  parallele  Axen  dreht,  so  liefern  diese  in  der 
Richtung  von 

o:  die  Componenten  0        ,  — (z'  —  2)1^,        (y'  —  y)J; 

fugt  man  diese  zu  den  aus  den  Formeln  19)  hervorgehobenen Theilen  hin«u, 
so  erhält  man  genau  die  Formeln  19)  und  erkennt  die  Bedeutung  der  darin 
vorkommenden  §»  Vi  ?• 

Aus  den  Formeln  17)  folgt  nun,  dass  der  Einiluss  der  inneren  Reibung 
in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  durch  die  in  dieser  stattfindenden  Rotationen 
der  einzelnen  Flüssigkeitselemente  vollständig  bestimmt  ist.  Umgekehrt 
ist  Reibung  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  ohne  gleichzeitige  Drehungen 
ihrer  Moleküle  nicht  denkbar.  .  Sobald  daher  die  Reibung  in  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit  bei  einem  Probleme  in  Betracht  kommt,  so  ist  es  nicht 
mehr  erlaubt,  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  als  partielle  Diffe- 
rentialqnotienten  einer  Function  der  Coordinaten  zu  betrachten ,  wie  man 
es  hier  bei  den  meisten  Problemen,  die  man  einer  analytischen  Behandlung 
unterwarf,  anzunehmen  pflegte.  Mit  dieser  Anuahme  sind  nämlich  {,  iy,  J; 
der  Null  gleich  gesetzt  und  dadurch  verschwinden  auch  die  Ausdrücke 
für  die  aus  der  inneren  Reibung  hervorgehenden  Beschleunigungen. 

m    Die  hydrodynamischen  Differentialgleiohmigen. 

Wenn  wir  wieder  mit  o:,  ^,  z  die  orthogonalen  Coordinaten  eines 
Punktes  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  bezeichnen  und  mit 
u^  V,  to  die  Componenten  der  Geschwindigkeit,  welche  die  zur  Zeit  /  in 
diesem  Punkte  befindliehe  Flüssigkeit  hat,  mit  p  den  Druck,  mit  q  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  in  diesem  Pnnkte  zur  Zeit  t,  sind  ferner  AT,  F,  Z  die 
Componenten  der  von  den  äusseren  Kräften  herrührenden  Beschleunigangen ; 
so  haben  die  Bewegungflgleichungen  bekanntlich  die  Form 

A  dp d.u  1  dp d\v l^dp d.  w 

'~'^dx~'dr'       '^Jdy^'dT'      ~^Jdz~~Jr' 
wenn  symbolisch 

d         a    ,     a   .      a 

dt  dx  dy  oz 

gesetzt  wird.  Bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichungen  ist  auf  die  Reibung 
in  der  Flüssigkeit  keine  Rücksicht  genommen.  Soll  diese  auch  in  Rech- 
nung gezogen  werden,  so  hat  man  zu  den  von  den  äusseren  Kräften  kom- 
menden Beschleunigungen  noch  die  von  der  Reibung  herrührenden  hinzu- 
zufügen und  die  in  dieser  Hinsicht  vervollständigten  Bewegungsgleichnngen 
sind  dann 
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l  dp  _d.u  J       ^ 

^  d2         dt 
worin  für  /*x,  /yi  f%  die  durch  die  Gleichungen  13)  bestimmten  Werthe  dieser 
Grössen  zn  setzen  sind ,  oder  für  den  Fall ,  wenn  es  sich  nm  eine  incom- 
pressiblo  Flüssigkeit  handelt,  die  durch  die  Gleichungen  15)  gegebenen. 
Für  diesen  Fall  sind  also  die  Gleichungen  folgende  : 

T—l^— —  +     —4-     —4-      ^"        ^  (d^u       d*u       d^u\ 
Q  dx~  dt  '^^dx  ^^dy  ^^  dz        Q  \da^^  dy^  '^  dzW 

^  qdy       dt  dx  dy  dz    ■    q  Xdar      dy*       dz*/ 

^       l  dp       dw  ^      dw    ,      dw    .       dw      u  fd^w  .  d^w  .  a*w\ 
Q  dz        dt  dx  dy  dz       q  \dx*      dy*       dr/ 

Diese  Gleichungen  genügen  aber,  so  wie  die  gewöhnlichen,  nicht  zur 
Bestimmung  aller  in  ihnen  enthaltenen  unbekannten  Grössen ,  nämlich 
UjVyW  und  p.  Man  braucht,  damit  das  Problem  ein  bestimmtes  werde, 
noch  eine  vierte  Gleichung,  welche  aus  der  Bedingung,  dass  die  Flüssig- 
keit während  der  Bewegung  fortwährend  und  überall  ein  Continuum  bMde, 
gezogen  wird.     Sie  ist 

22)  ^A  +  Hu,)^H^A+Hp)^o 

dt  dx  dy  dz 

und  für  eine  incompressible  Flüssigkeit,  für  welche  ^*als  constant  betrachtet 
wird 

23)  1^  +  1^  +  1^  =  0. 

dx       dy       dz 

Die  aus  diesen  Gleichungen  gezogenen  Werthe  von  t/,  v^  Wy  p  werden 
immer  entweder  mit  willkürlichen  Functionsformen  oder  mit  arbiträren 
Constanten  versehen  sein.  Diese  zu  bestimmen,  dienen  die  Bedingungen, 
welche  den  Zustand  der  Flüssigkeit  zu  Anfang  der  Zeit  und  an  den  Grenzen 
des  von  ihr  erfüllten  Raumes  darstellen.  Einer  besonderen  Betrachtung 
bedürfen  nur  die  Bedingungen  an  jenen  Grenzen  der  Flüssigkeit,  welche 
von  festen  Wänden  oder  von  einer  zweiten  Flüssigkeit  gebildet  werden. 

Wenn  wir  nämlich  auf  die  Reibung  zwischen  den  einzelnen  Flüssig- 
keitstheilchen  Rücksicht  nehmen,  müssen  wir  nothwendiger  Weise  auch 
die  in  vielen  Fällen  noch  weit  bedeutendere  zwischen  der  Flüssigkeit  und 
den  von  ihr  bespülten  festen  Wänden  oder  einer^zweiten  sie  berührenden 
Flüssigkeit  in  Rechnung  ziehen.  Zur  Bestimmung  des  Einflusses  dieser 
Reibung  verwenden  wir  das  Newton'sche  Princip  in  seiner  ursprünglichen 
Form.  Die  Reibnng'sei  der  Berührungsfläche  zwischen  Wand  und  Flüssig- 
keit und  dem  Geschwindigkoitsunterschiede  zwischen  beiden  proportional. 
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Setzen  wir  die  Wand  als  rnbend  voraus,  so  ist  die  Reibung  der  Gescbwin- 
digkeit  der  Flüssigkeit  an  der  betreffenden  Wandi<telle  proportional  und 
gleich^  gerichtet  mit  dieser  Geschwindigkeit.  Die  Richtung  dieser  ist  aber 
immer  parallel  zar  Wandfläche  oder -sie  fällt  in  die  berührende  Ebene  dieser 
Fläche,  wenn  die  Flüssigkeit  während  ihrer  Bewegung  den  von  der  Wand 
begrenzten  Raum  immer  stetig  erfüllen  soll. 

Nennen  wir  die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  der  Wand  s  und  sind 
m,  Uy  p  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  Bicbtungeu 
jT,  jf,  z  bildet,  so  haben  wir  zunächst  die  Bedingung 

24)  mu  +  nv  +  pfo=sO. 

Zerlegen j  wir  die  Geschwindigkeit  an  der  Wand  in  zwei  zu  einander 
senkrechte  übrigens  beliebig  gerichtete  Componenten  tp  und  %  so  ist 

'  ^^=zfn  u  +  n  v+p  fo 

vrenn  m\  n\  p'  xinä  m\  n' y  p"  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die 
Richtungen  von  9  und  '^  mit  den  Coordinatenaxen  bilden.  Die  Reibung 
zwischen  Wand  und  Flüssigkeit  wird  daher  durch  die  beiden  Componenten 

—  Mfp ,     —  M'^ 
bestimmt  sein,  wenn  M  der  Proportionalfactor  zwischen  Reibung  und  Ge- 
schwindigkeit ist.      Das  negative  Zeichen  bedeutet,   dass  die  zwischen 
Wand  und  Flüssigkeit  wirkende  Reibung  verzögernd  auf  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  wirkt. 

Die  Geschwindigkeit  wird  sich  in  der  bewegten  Flüssigkeit  so  ordnen, 
dass  an  der  Wand  jede  Störung  der  Continuität  gehoben  wird.  Der  Ein- 
flnss  der  Wand  wird  *dann  der  nämliche,  den  eine  an  ihrer  Stelle  befind- 
liche ideelle  Flüssigkeitsschichte  ausüben  würde.  Der  Bewegnngszustand 
dieser  folgt  aus  den  allgemeinen  Functionen,  welche  denselben  innerhalb 
der  Flüssigkeit  bestimmen,  wenn  man  in  diese  die  der  ideellen  Schichte 
entsprechenden  Coordinaten  einführt.  Wir  können  daher  als  Bedingungen 
für  die  Flüssigkeit  an  der  Wand  setzen : 

26)  —M'p^S^,     ~Mti,  =  S^ 

wenn  S^p  und  S^  die  nach  den  Richtungen  tp  und  rff  geschätzten  Componen- 
ten der  Reibung  für  eine  zu  s  normale  Ebene  an  der  Grenze  der  Flüssig- 
keit bedeuten. 

Nun  hat  man 

Sq,  =  m  jS[jp  +  »  Sy  +  p  5, 
S^  =  m'Sj,  +  n'S,  +  p%. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  36)  und  setzt  darin 
für  q>  und  ^  die  Werthe^aus  25),  so  hat  man 

{Mu  +  S^)m'  +  {Mv  +  S^)n  +  {Mw  +  S^)p  =  0 
{Mu  +  S,)m'  +  {Mv  +  Sy)n'  +  {Mw  +  S^)p' =  0 
welche  Gleichungen  wegen  der  beliebigen  Richtung  von  9  und  ^  zu  den 
folgenden  führen; 
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Mu  +  S,  =  0,    Jlf ü  +  iSy  =  0,    Mfv  +  S^=:  0. 
Nun  hat  man  nach  den  Formeln  5)  und  12) 

oder  mit  Berttcksichtigang  der  Gleicbnng  24) 

/     du    .       du  du\  - 

nnd  Shnliehe  Werthe  folgen- fttr  Sy  und  5, ,  indem  die  Stelle  von  u  dnrofa  « 
nnd  w  ersetat  wird.  Wir  können  demnach  die  Bedingnngen  fttr  die  6renB< 
flSche  in  folgender  Form  schreiben : 


oder  ancb,  weil 


0    ,      d    ,     d      d 

gj?  ^y  dz      CS 


gesetzt  werden  kann, 

Für  den  Fall,  als  die  Flüssigkeit  an  der  festen  Wand  so  adhärirt,  dass  die 
Flüssigkeitstheilchen  an  derselben  gar  keine  Bewegung  annehmen,  hat 
man  M  unendlich  gross  gegen  ^  zu  setzen  und  die  für  die  Wand  geltenden 
Bedingungen  sind  dann 

II  =  p  =r  «;  =  0. 

Ist  ein  Theil  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  frei,  so  liat  man  für  diesen 
M  =iO  und  die  Bedingnngen  für  diesen  Theil  sind  dann 

du dv      dw 

ds      ds      ds 
welche  auch  fttr  eine  feste  Wand  gelten ,  wenn  die  Beibung  zwischen  ihr 
nnd  der  Flüssigkeit  gegen  die  innere  Reibung  in  dieser  vernachlässigt  wird. 

Die  hier  abgeleiteten  Gleichungen,  insoferne  sie  für  incompressible 
Flüssigkeiten  gelten,  sind  auch  von  den  früheren  Bearbeitern  der  Reibung 
in  Flüssigkeiten  gefunden  worden,  obwohl  auf  ganz  verschiedenen  Wegen. 
Eine  Zusamn^enstellung  der  älteren  Arbeiten  giebt  Meyer  in  seiner  Ab- 
handlung über  die  Reibung  in  Flüssigkeiten  *).  Die  allgemeine  Theorie 
betreffen  die  Abhandlungen  von  Euler,  Navier,  Poisson,  Stockes 
und  Meyer.  Von  den  übrigen  wesentlich  verschieden  ist  die  von  Enler**) 
seiner  Theorie  zu  Grunde  gelegte  Hypothese,  indem  er  die  Reibung  zwischen 


*)Crelle-B(>rcliardt,  Journal  für  Mathematik,  LIX.  229. 
**)  Novi  eommeniarli  PeiropoHiani,  VL  388.  17Ö0.  1757. 
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zwei  FlüssigkeitsBchichten  von  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  unabhängig 
und  dem  hydrostatisehen  Drucke  proportional  setzt.  Das  Princip,  von 
welchem  Na  vi  er  ausgeht,  ist  schon  oben  angegeben  worden.  Poisson*) 
behandelt  das  Problem  nach  derselben  Methode,  welche  er  für  die  Theorie 
der  Elasticität  der  festen  Körper  adoptirt  hat.  Er  nimmt  auch  bei  den 
tropfbaren  Flüssigkeiten  auf  Aenderungen  der  Dichte  Kücksicht  und  führt 
ausserdem  noch  die  Annahme  ein ,  dass  die  Fortpflanzung  des  Druckes  in 
einer  Flüssigkeit  mit  einer  von  ihrem  Bewegungszustande  abhängigen 
Geschwindigkeit  vor  sich  gehe.  Die  von  ihm  aufgestellten  Gleichungen 
enthalten  die  Navier 'sehen  als  speciellen  Fall.  Die  von  Stockes  **) 
gegebene  Theorie  umfasst  auch  die  Beibung  in  Gasen  oder  überhaupt  in 
compressiblen  Flüssigkeiten.  Seine  Gleichungen  für  die  aus  der  Beibung 
hervorgehenden  Beschleunigungen  folgen  aus  den  oben  gegebenen  Glei- 
chungen 10) ,  wenn  man  zur  Aufstellung  einer  Relation  zwischen  den  zwei 
darin  enthaltenen  Coefficienten  A  und  ^  die  Annahme  verwendet,  dass  in 
jedem  Punkte  der  bewegten  Flüssigkeit  die  Summe  der  Normalcomponen- 
ten  der  Reibungen  für  drei  orthogonale  Ebenen  der  Null  gleich  sei. 

Für  den  speciellen  Fall  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  in  Röhren 
wurde  zuerst  von  Hagen***),  dann  von  Wiedemann  f)  und  Hagen- 
bach fl)  das  Newton 'sehe  Princip  verwendet.  Auf  dasselbe  stützt  sich 
auch  die  exacte  Behandlung  desselben  Problems  von  Neu  mann,  welche 
Jacobson  f-l-f)  mitgetheilt  hat.  An  diese  scbliesst  sich  die  schon  genannte 
Arbeit  von  Meyer  an.  In  dieser  wird  das  Newton 'sehe  Princip  in  aus- 
gedehnterer Gestalt  verwendet,  indem  zu  der  Annahme,  dass  Reibung 
zwischen  über  einander  gleitenden  Schichten  stattfinde,  noch  die  weitere 
hinzugefügt  wird,  dass*  zwei  zur  gemeinschaftlichen  Bewegungsrichtung 
normale  sich  berührende  Schichten  ebenfalls  beschleunigend  auf  einander 
wirken.  Ferner  beruht  die  Rechnung  Mejer's  noch  auf  der  Annahme,  dass 
jede  Reibungscomponente  für  irgend  eine  Ebene  nur  abhängig  sei  von  der 
mit  ihr  gleichgerichteten  Coroponente  der  Geschwindigkeit.  Diese  Annahme 
führt  aber  zu  der  Folgerung,  dass  bei  einer  gleichförmigen  Rotation  eines 
flüssigen  Körpers  Reibungen  zwischen  den  einzelnen  Flüssigkeitsschichteu 
stattfinden,  was  unmöglich  ist,  da  bei  dieser  Bewegung  keine  relativen  Ver- 
schiebungen der  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  vorkommen.  Auf  die 
Ge&talt  der  Gleichungen  für  die  Beschleunigungen,  welche  ans  der  Reibung 
resultiren,  hat  diese  Annahme  keinen  Einfluss^  sobald  es  sich  um  incom- 
pressible  Flüssigkeiten  handelt,  aufweichen  Fall  auch  Meyer-die  Rechnung 
beschränkt  hat. 


*)  Journal  de  Vicole  poiyteckniquc,  cah.  XX.  139. 
**)  Cambridge  transactions.  VIII.  287. 
***)  Po  gg.  Ann.  XLVI.  423. 
t)  Pogg.  Ann.  LXXXXIX. 
tt)  Pogg-  Ann.  CIX.  SS,"). 
ttt)  Reicliert  und  Du  ßots,  Archiv  für  Anatom,  u.  Phvs.  1800,  p.  80. 
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L  Votii  tber  das  System  der  tetraedrisehen  Pnnkteoordinaten;  nebst 
einer  Brgftuimg  und  Beriehtigang.    Von  Dr.  Wilh.  Fiedler. 
1.   Wenn 

tt=0,    /5=0,   y  =  0,    Ä  =  0 
die  Oleichnngen  von  vier  Ebenen  reprftsentiren,  die  in  der 
Form 

a  =  jiiX  +  Biy  +  CiZ  +  Di  =  i^     (i  =  l,  2,  3,  4) 
gegeben   sein  können,    so  kann   die  Gleichung  jeder  belie- 
bigen fünften  Ebene 

Ax+By+Cz  +  Ds=o 
in  die  Form 

aci  +  bß  +  cy+dd  =  0 
gebracht  werden. 

Die  Einßihmng  der  den  Grössen  a,  /3,  y,  A  entsprechenden  Polynome 
liefert  in  der  That  die  vier  Bedingangsgleichnngen 
aAf  +  bji^  +  cA^  +  dA^  =  A^ 
aB^  +  hB^  +  ci?8  +  äB^  =  B, 
aCi  +6C, +  c(73  +  rfCi=C, 
fl  2>,  +  6  />,  +  c2>,  +  dJ)^  =  2> 
znr  Bestimmung  der  Constanten  a,  6,  c,  d.     Man  findet  daraas 

A^      Af,      A^y      A4 

B%  ^t>  ^8>   ^4 


^11  ^tj  -^a»  -^4 
/>,,/>,,  2>a,2>4 
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b  = 


=  0. 


^1  »    ^1  »    ^8 »    ^4 

und  analoge  Wertlie  für  c  und  d. 

Jene  Darstellung  ist  also  immer  möglich  und  bestimmt,  sobald  nicht 
die  als  gemeinschaftlicher  Nenner  auftretende  Determinante  den  Werth 
Null  annimmt,  d.  h.  so  lange  nicht  die  vier  festen  Ebenen 

a=0,    ß=0,    y=0,    d  =  0 
durch  denselben  Punkt  hindurchgehen;  denn  dieser  Besonderheit  ihrer 
Lage  entspricht  die  Relation 

-^1»    -'tl    -^8»    ^4 

W »   ^1  >    ^8  >   C4 
^I,i>t,   ^8,^4 

Wenn  man  die  speciellere  Form  der  Gleichung  der  Ebene  in  recht- 
winkeligen Cartesifichen  Coor^iaaten 

X  cos  a  +  y  cos ß  +  2  cosy  —  p  =  0 
voraussetzt!,  worin  a,  /9,  )r  dl«  von  der  Normale  der  Ebene  mit  den  Coor- 
dinatenachsen  der  x^y^z  respective  gebildeten  Winkel  und  p  die  Länge 
der  Normale  vom  Anfangspunkte  bis  zur  Ebene  bedeuten ,  so  erkennt  man, 
dass  ff,  ^,  /,  A  als  die  senkrechten  Abstände  eines  Punktes  im  Räume  von 
den  vier  festen  Ebenen 

ff=0,   /3=0,    y=0,   *=0 
betrachtet  werden  dürfen.     Jene ,  als  welche  sich  nicht  in  einem  Punkte 
schneiden  dürfen,  bilden  das  Fundamental-Tetraeder  eines  Coordi- 
natensystems ,  in  welchem  diese  Perpendikel  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes sind. 

2.  Man  erkennt  sofort,  dass  diese  vier  Coordinaten  durch  die  Re- 
lation 

uA  +  ßB  +  yC+iD=V 

verbunden  sind ,  in  welcher  A^  B^  C,  D  die  Flächen  der  den  Ebenen  a  =:  0, 
jj=0,  y=0,  d==0  respective  angehörenden  Seitenflächen  des  Tetraeders 
und  V  das  dreifache  Volumen  desselben  bezeichnen,  dass  also  ein  Punkt 
im  Räume  durch  die  Verhältnisse 

«  :  /5  :  y  :  a 
seiner  tetraedrischen  Coordinaten  bestimmt  ist,  und  schliesst  daraus  neben- 
bei ,  dass  die  paradoxe  Gleichung 
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aA  +  ßB+YC+dD  =  0 
die  Ebene  der  unendlich  entfernten  Punkte  repräjsentirt.  Auf  dies  Coordi- 
natensjstem  lassen  sich  alle  die  Anwendungen,  welche  das*  dreiseitige 
Panktcoordinatensjstem  in  der  Ebene  findet,  leicht  ausdehnen.  Es  soll 
hier  nur  von  einer  derselben  die  Rede  sein,  nämlich  von  der  Ableitung 
der  geradlinigen  Entfernung  zweier  Punkte  im  Räume  aus 
ihren  tetraedrischen  Coordinaten.  Sie  kann  wie  folgt  gegeben 
werden.  Für  die  Punkte  P^  und  P^  von  den  Coordinaten  «1 ,  /3i ,  ^i ,  J|  und 
«t«  ^t»  yt)  't  i>»t  das  Quadrat  ihres  Abstandes  nothwendig  eine  rationale 
ganze  Function  der  Differenzen 

«1  —  «t»   ßi  —  ft,   Yi  —  yti    Si  —  dt, 
wie  sich  leicht  auch  geometrisch  aus  der  Betrachtung  der  Figur  des  Pro- 
blems erweisen  lässt.    Nun  entspringe  den  Identitäten 

atA+ßtB  +  ytC+i^I)=  V 
die  Gleichung 

^(«t-«.)+^(ft~.A)+C(y,-ya)+i>(*i-«5.)  =  0 
und  man  erhält  aus  ihr  durch  die  Multiplication  mit 

respective  die  Relationen 

B  C  D 

{«,—«,)•=- ji(«i-«i)OJi-/Jt)-j  («1-«.)  (yi-yt)- j  («i-«t)  ißi-it), 
(ft  -ft)»=-|-  («.-«.)  C/J.  -  A)-|  (/Ji-AKy.-y.)- 1  (ft-ft)  («.-«.) 

nebst  swei  analogen  für  (y, — y,)*  und  (*,  —  *,)*.  Da  nach  diesen  die  Qua- 
drate der  Coordinatendifferenzeu  durch  die  Producte  derselben  ersetzt 
werden  können,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  den  Werth  von  r*  reprä- 
sentirenden  Function 

,-=x(«,— «,)  (ft-A)+»(«,-«,)(j't— r.)+J^(«.-«.){».-«.) 
+  />OJ,-U.)(y,-y,)  +  ß(ft— ft)(«,-*0  +  Ä(y.-y.)(a.-^,). 

Die  Werthe  der  Constanten  X,  iKf .  • .  ü  lassen  sich  leicht  aus  den  spe- 
ciellen  Werthen  bestimmen ,  welche  die  Functien  für  das  Zusammenfallen 
der  Funkte  P|,  P^  mit  den  Ecken  des  Fundamental -Tetraeders  annimmt; 
denn  dieselben  liefern  sechs  Bedingungsgleichungen  für  diese  Constanten. 

3«  Man  bezeichne  durch  u,  6,  c,  cf  die  den  Flächen  a,  /),  /,  d  oder 
Ä^  B,  Cy  D  gegenüberliegenden  Ecken  des  Tetraeders  und  durch  (ah),  (ac), 
(otf),  (6c),  ipd),  (cd)  die  Längen  seiner  Kanten;  man  nenne  die  vier  jenen 
Eekea  entsprechenden  Höhenperpendikel  des  Tetraeders  p,  p\  p\  p*\ 
so  dass  die  Coordinaten  der  vier  Ecken  a,  6,  c,  d  respective  sind 

p,  0,  0,  D;   0,p',0,  0;^ 
0,  0,/>",0;    0,  0,  0,  p". 
Daum  h»t  man  •die  Gleichungen 
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{aby^-L.pfi,    {acy  =  -M.pp'\    (acTf  =.- If  .pp", 

{bcy  =  -p.  p'p",  (bd)*  =  ~o.  p'p"\  (cd)'=-R.  p"p"'-, 

eomit 

r_        («*)•       M-        ^""^       N~        (*"*)' 
ii  = r-,     Ja — 77-,     J¥  = TO- 1 

Pi>                pp  pp 

'^-     pV"  ^-    ^y^'  ^ pV" 

und 

1)  '*=-^]?^  {(«ft)*.pV"(«.-«.)(A-A)  +  («c)»./p"'(«.-«.)(y.-y.) 

+  (6rf)*.p/'  (A-ft)(«.-«.)+(crf)'.pp'(y,-yt) («.-*.)[. 
In  diesem  Ausdrucke  können  die  Höhen  p,p\  p\  p'"  durch  die  gleich- 

V     V    V     V 
bedeutenden  Verhältnisse  — - ,  ~ ,  — ,  —-  ersetzt  werden. 

Für  Punkte  der  Ebene  4  =  0  erhält  man  den  reducirten  Ausdruck 

2)  H  =  -^ {W.p"(«i-«.) (/».-A)  +  («0*./(«.-«.) (y.-y.) 

Man  kann  aber  den  Abstand  zweier  Punkte  P^  ((X| ,  /)| ,  y,),  PtC*^*  /^t>  ^t) 
in  der  Ebene  eines  Fundamentaldreiecks 

tt=sO,    ^=0,    y=0 
nach  dreiseitigen  Punktcoordinaten  ganz  auf  dieselbe  Weise  direct  bestim- 
men.    Man  hat 

r«  =  I («.  -«.)  (/S, -ft)  +  Jlf (ft -  ft)  (y.  -  y.)  +  iV(y.  -  y.)  («.  -a.) 
und  fUr  die  Dreiecksecken  a,  6,  c  die  Coordinaten 

p,  0,  0 
0,  p\  0 
0,  0,  />', 
so  dass  man  bekommt 

(«6)»=_Xpp',  (bc)*  =  -Mpy,    (cay=.-Np"p, 

PP  PP  PP 

«nd 

3)  '^  =  -]557j7>  {W.p"(«i-«.)(A-ft)  +  (^<^y.p(ft-A)(y.-y.) 

+  M*  .p' (yi — yO  («1 — «i)|i 

worin  für  p,  />',  p",  wenn  F  den  doppelten  Inhalt  des  Fundamentaldreiecks 

F        F       F 
bezeichnet,  die  Verhältnisse  tt-t»  , — ^»  t^t^  gesetzt  werden  dürfen. 

(bc)    {ca)    (ab)  ° 

4.   Die  vollständige  Uebereinstimmung  dieses  Ausdrucks  3)  mit  dem 

aus  1)  reducirten  2)  darf  nicht  vergessen  lassen ^  dass  die  Bedeutung 
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der  mit  gleichen  Bachstaben  bezeichneten  Grössen  in  bei- 
den eine  ganz  rerschiedene  ist;  während  dort  p ,  p', />"  d^e  den 
Ecken  a,  bj  c  entsprechenden  Höhenperpendikel  des  Tetraeders  und  a^ ,  a^^ 
ßij  ßf'  Parallelen  zu  ihnen  von  den  gegebenen  Punkten  bis  zu  den ni&m- 
lichen  Tetraederflächen  vorstellen ,  sind  hier  jene  die  Höhen  des  Dreiecks 
abc  für  dieselben  Ecken  und  aj ,  «(,  j^j  . .  .  die  Abstände  jener  Punkte  von 
den  Seiten  eben  dieses  Dreiecks;  die  einen  können  aber  für  die  anderen 
gesetzt  werden  in  Folge  der  Homogeneität  der  Functionen  in  2)  und  3)  auf 
Grund  der  unveränderlichen  Verhältnisse,  die  zwischen  den  p  der  einen 
and  denen  der  anderen,  eben  so  wie  zwischen  den  a,  ^,  y  der  einen  und 
den  ff,  ßi  y  der  anderen  bestehen ;  in  der  That  sind  diese  Verhältnisse  die 
Sinus  der  Flächenwinkel  des  Tetraeders ,  für  welche  die  Kanten  (&c),  (ca), 
(a6)  die  Scheitelkanten  sind. 

Auf  eine  bemerkenswerthe  Folge  dieser  üebertragungsfähigkeit  von 
dem  ebenen  dreiseitigen  auf  das  räumliche  vierflächige  System  mag  hier 
nur  noch  eingegangen  werden. 

Die  Gleichung  des  dem  Fundamental dreieck  abc  oder 
a=0,    /J=0,    y=0 
umschriebenen  Kreises  ist  im  136.  Artikel  der  „Analjt.  Geometrie  der  • 
Kegelschnitte^'  in  der  Form 

a/J  .  «n  C  +  /Jy .  m  ^  +  y  of .  ^t«  5  =s  0 
abgeleitet  worden;  man  geht  leicht  von  derselben  auf 
{ab)  aß  +  (6c)  ßy  +  (cö)  y«  =  0 

und  auf 

{aby.aß      (bcy.ßy       (ca)'.y«_ 

PP  PP  PP 

über,  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  (Formel  3). 

Da  für  die  übrigen  Dreiecksflächen  des  Fundamentaltetraeders  abd^ 
bcdj  cad  die  analogen  Gleichungen 

jabyaß      ibd)*ß8       (,dayda_ 

PP         PP         p  p 
jbcyßY    icd)*r8    {dby8ß_    . 

P'p"    ^  P"p"  "^  P"P        ' 

{adfaS       (cdyji  .   (ac)*  oy  _ 

PP  P    P  P    P 

fQr  die  umschriebenen  Kreise  gelten ,  da  dieselben  auf  die  räumlichen  Co- 
ordinaten  des  Systems  in  2)  sofort  übertragen  werden  können  und  alle  diese 
Kreise  auf  der  dem  Fundamentaltetraeder  umschriebenen  Ku- 
gel liegen,  so  ist  die  Gleichung  dieser  letzteren  nothwendig  die  folgende 
{aby^ß  ,  {acyay  H)'«3  {bcyßy  (bd)*ßS  {cdyyS _ 
PP  PP  PP  PP  PP  PP 

für  welche  sich  einige  äquivalente  Formeln  leicht  ableiten  lassen. 

Man  knüpft  daran  leicht  noch  die  Entwickelung   der  Bedingung, 

Zeilschiifl  für  Mathematik  u.  Physik.  VllI,  1.  4 
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unter  welcher  die  allgemeine  homogene  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  einer  Veränderlichen  eine  Kugel  repräsentirt; 
denn  die  Gleichung  einer  Kugel  in  beliebiger  vom  Fundamentaltetraeder 
unabhängiger  Form  kann  von  der  eben  gefundenen  Gleichung  umschriebe- 
nen Kugel  nur  um  die  Glieder  der  die  unendlich  entfernte  Ebene  reprä- 
sentirenden  Gleichung 

aA  +  ßB  +  yC+ÖD^O 
abweichen,  welche  jetzt  im  Einklang  mit  dem  Vorigen  in  der  Form 

p    p    p    p 

geschrieben  wird. 
Ist  nun 

Ac^+Bß'  +  Cf  +  DS'  +  2Lßy  +  2Mya  +  2Naß  +  2Pai  +  20ßd 

+  2Ry6  =  0 
die  allgemeine  Gleichung,  so  erhält  man  sofort  die  Bedingungen  für  die 
Kugel  in  der  Form 

Ap^+  ßp*'-2Npp  _  Ap*  +  Cp'*—2Mpp' 
{ab)*  ~  {acy 

_^  Ap*  +  Dp"'*  —  2 Ppp" ^ Bp*  +  €p"^ ->  2 Lp'p" 
~  {adf  ~  {bcy 

Bp*^Dp"*^2  Qp'p'"       Cp"*  +  Dp"'*  -  2  Rp'p" 


{bdf  {cdf  ' 

wie  sie  im  15.  Hefte  des  Quarterly  Journals  von  Rev.  Salmon  gegeben 
worden  sind. 

Andererseits  kann  man  leicht  zur  Gleichung  der  eingeschriebenen 
Kugel  übergehen,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

»^       ^  A  +  B  +  C+D 

besitzt,  und  sodann  Eigenschaften  dieser  Kugel  ableiten,  wovon  vielleicht 
ein  anderes  Mal.  Mit  einer  Veränderung  der  Vorzeichen  würden  dieselben 
auf  das  System  der  sämmtlichen  die  vier  Ebenen  berührenden  Kugeln  sich 
übertragen. 

5.  Hier  bietet  der  Zusammenhang  des  Vorigen  mit  den  entsprechen- 
den Problemen  der  Geometrie  der  Ebene  und  speciell  ihrer  Darlegung  in 
den  Artikeln  58  —  66  meines  Buches:  „Analytische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte*' ein  anderes  sehr  nahe  liegendes  Beispiel  des  Zusammenhanges 
dar,  welcher  zwischen  den  Systemen  der  dreiseitigen  und  vierflächigen 
Verhältniss  -  Coordinaten  in  der  Ebene  und  im  Räume  stattfindet. 

Unter  den  vorbereitenden  Beispielen  des  Art.  60  lässt  sich  das  zweite 
mit  grösster  Leichtigkeit  auf  den  Raum  übertragen. 

In  der  That,  sind  wie  vorher  a,  6,  c,  d  die  Eckpunkte  des  Fundamen- 
taltetraeders und  ist  0  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume ,  so  gelangt  man 
durch  eine  der  folgenden  Constructionen  zu  einer  dem  Punkte  0  in  Bezug 
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anf  das  Tetraeder  ebenso  entsprechenden  Ebene,  wie  dem  Punkte  0  der 
angeführten  Aufgabe  die  gerade  Linie  ZifcfiV  entspricht. 

Erstens.  Mau  denke  die  durch  den  Punkt  mit  je  einer  der  Kanten 
des  Tetraeders  bestimmten  Ebenen  und  bemerke  in  jeder  derselben  den 
Punkt,  in  welchem  sie  die  Kante  des  Tetraeders  schneidet,  die  der  sie  mit 
bestimmenden  gegenüberliegt.  Die  durch  die  Kanten  ab ^  bc^  ca^  ad,  bd 
cd  respective  gehenden  Ebenen  bestimmen  so  in  den  gegenüberliegenden 
Kanten  cd,  ad^  bd,  6c,  ac^  ab  die  Schnittpunkte  12,  23,  31,  14,  24,  34.  (Die 
Ziffern  entsprechen  der  Buchstabenordnung  der  Kanten  des  Tetraeders, 
welche  die  Ebenen  enthalten.)  Jedem  dieser  letzteren  entspricht  ein  con- 
jugirt  harmonischer  Punkt  in  Bezug  auf  die  Eckpunkte  des  Tetraeders  in 
der  zugehörigen  Kante ;  die  Reihe  derselben  in  analoger  Ordnung  sei  durch 
cdy  adj  bd^  bCy  ac^  ab  bezeichnet,  in  dem  jeder  die  Buchstaben  seiner 
Kante  erhält. 

Diese  Punkte  liegen  in  einer  Ebene  und  bestimmen  in  derselben  ein 
Yollständiges  Yierseit. 

Zweitens.  Man  verbinde  0  durch  gerade  Linien  mit  den  Eckpunkten 
des  Tetraeders  und  bestimme  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  den 
bezüglichen  Oegenflächen;  so  entsprechen  den  Eckpunkten  a,  6,  c,  d  re- 
spective die  Punkte  1,  2,  3,  4.  Zu  jedem  derselben  bestimme  man  durch 
Verbindung  mit  den  Ecken  seiner  Dreiecksfläche  die  Theilpunkte  der 
Gegenseiten  und  die  conjugirt  harmoniBchen  derselben,  sowie  durch  die 
letzteren  ihre  gerade  Verbindungslinien.  Man  erhält  so  beispielsweise  in 
der  Fläche  b cd  die  Theilpunkte  12,  13,  14  und  ihre  harmonisch  conjugirten 
cd,  bd,  bc]  sie  bestimmen  eine  gerade  Linie,  die  man  etwa  mit  A  bezeich- 
nen könnte.  Ebenso  entsprechen  den  Flächen  acd^  abdy  abc  die  geraden 
Linien  B,  C,  D.  Alle  diese  vier  Geraden  liegen  in  der  vorbezeichneten 
Ebene  und  sind  die  Seiten  jenes  vollständigen  Vierseits. 

6.  Beide  Constructionen  sind  gleichzeitig. analytisch  darzustellen  nach 
den  folgenden  Andeutungen. 

Die  Punkte  «i,  /5i,  yj,  S^\  «,,  ft,  y«,  *t;  «s»  ft,  y8>  *8  Hegen  in  der 
Ebene 

Äa  +  Bß  +  Cy  +  Di  =  0, 
wenn  man  hat 

A,yi,«i  I 
^  =  —    ft,  y«,  ^2  !» 

fti  ys»  ^8  ( 

«1 ,  yo  ^1  ' 
B=        «,,  y,,  5» 


c=.— 


«8»    y8»    ^8 
«M    A ,  dl 

«8>    A»    ^8 


52 


Kleinere  Mittheilungen. 


«1 »  ft ,  y, 
I>=    «t,  ft,  y« 

«8»    ft»   78 

In  Folge  dessen  sind  die  Ebenen 

ABO,    ACO,    BCO,   ADO,   EDO,   CDO 
durch  die  Gleichungen 

«ly  — yi»  =  0,    iiß  —  ßid  =  0, 

a,*  — dia  =  0,    ß^Y  —  Yiß  =  0, 

a,y  — yia  =  0,    a,jS  — ft«=0 

respective  ausgedrückt.     Dieselben  Gleichungen  bezeichnen  aber  auch  in 

Gemässheit  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  räumlichen  und  ebenen 

System  die  Linienpaare 

61,  a2;    cl,  a3; 

c2,  63;    dl,  a4; 

d2,  64;    e4,  d3. 

Die  conjugirt  harmonischen  derselben  in  Bezug  auf  die  entsprechenden 

Paare  der  Kanten 

bCy  bd  und  ac,  ad;    c6,  cd  und  ab,  ad; 
ca,  cd  uud  6a,  6d;    d6,  de  und  a6,  ac\ 
da,  de  und  6a,  6c;    ca,  c6  und  da,  db 
werden  daher  durch  die  Gleichungen 

*iy  +  y,Ä  =  0,    S,ß  +  ß,S  =  0, 
atd  +  ö^a~0,     ß^Y  +  y^ß  =  o, 

dargestellt.  Dieselben  Gleichungen  bestimmen  die  Punkte  cd,  6d,  ad,  bc, 
ac,  ab  der  Kanten  und  zeigen,  dass  je  drei  derselben  in  einer  der  geraden 
Linien  liegen ,  welche  die  Gleichungen 

«I      yi      Äi 

/  +  !+*      0,    «  =  o 
Pi      yi      Ol 

haben ,  nämlich  die  Punktegruppen 

a6,  6c,  ca, 

ab,  bd,  da, 

ac,  cd,  da, 
bc,  cd,  da. 

Alle  diese  Geraden  liegen  aber  in  der  einen  Ebene 

«I      ßi      yi      0» 


i  =  o 


.  =  0 


^  =  0 
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Es  ist  gerechtfertigt ,  diese  Ebene  und  den  Pankt  0 ,  aus  dem  sie  ab- 
geleitet ist,  als  Polarebene  und  Pol  in  Bezug  auf  das  Tetraeder  ah  cd 
zu  benennen.  Herr  Hermes  bat  bierin  im  56.  Bande  des  „Journals  für 
reine  und  angew.  Mathematik"  p,  204  einfache  und  interessante  Entwicke- 
lungen  geknüpft. 

Hier  nur  noch  die  Bemerkung,  dass  das  Vorstehende  in  dem  die  Ebene 
betreffenden  Theil  eine  Ergänzung  zu  Art.  64  meiner  Analytischen  Geo- 
metrie der  Kegelschnitte  enthält.  Dort  ist  in  der  6.  Aufgabe  die  analoge 
Ableitung  der  Entfernung  zweier  Punkte  in  dreiseitigen  Coordinaten  unter 
der  Voraussetzung 

a  +  /S  +  y==l 
gegeben,  welche  nicht  dem  allgemeinen  Falle  —  aber  z.  B.  einem  gleich* 
seitigen  Fundamentaldreieck  —  entspricht;*)  die  auch  als  Ausgangspunkt 
eines  besonderen  Ooordinatensystems  benutzt  werden  kann,  in  welchem 
die  Verhältnisse  der  von  ihm  mit  den  Seiten  des  Fandamentaldreiecks  be- 
stimmten Dreiecksflächen  zur  Fläche  des  Fundamentaldreiecks  die  Coor- 
dinaten eines  Punktes  sind. 

Wenn  die  Aufgaben  jenes  Artikels  ihren  Zweck ,  als  Uebungsbeispiele 
anregend  zu  wirken,  auch  eben  dadurch  mit  erfüllen,  dass  sie  keinerlei 
Vollständigkeit  sich  vorsetzen ,  so  mag  ich  doch  einem  wissenschaftlichen 
Freunde,  der  mich  darauf  aufmerksam  macht,  gern  zugeben,  dass  die  hier 
gegebene  Ergänzung  vielleicht  in  jene  Reihe  von  Aufgaben  eingerückt 
sein  möchte. 

Die  TJebertragung  der  in  den  Aufgaben  7 — 9  a.  a.  0.  enthaltenen  Er-  • 
gebnisse  für  den  allgemeinen  Fall  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen  ist 
ohne  wesentliche  Schwierigkeit. 

Chemnitz,  im  Februar  1862. 


IL  Veber  Fnsspunktfl&olien.  Von  Dr.  A.  Ennepeb.  —  In  den  ,fiompU 
rend.^''  (T.  XV,  p.  572)  hat  Hirst  über  das  Volumen  der  Fusspunktflächen 
eine  Anzahl  interessanter  Sätze  mitgetheilt,  deren  möglichst  einfache  Ab- 
leitung im  Folgenden  versucht  ist. 

Fällt  man  von  einem  festen  Punkte  0  aus  Perpendikel  auf  die  berüh- 
renden Ebenen  zu  einer  Fläche  5,  so  heisst  nach  Steiner  der  Ort  der 
Fusspunkte  dieser  Perpendikel  die  Fusspunktfläche  von  S  in  Beziehung 
auf  0.  Der  Kürze  halber  soll  statt  Fusspunktfläche  das  Wort  Podare  (po- 
daire)  gebraucht  werden. 

Die  orthogonalen  Coordinaten  x^y^z  eines  Punktes  einer  Fläche  S 
seien   Functionen  zweier  Variabein  tp  und  ^.     Für  eine  Curve  auf  der 


*)  Man  wird  überdies  leicht  erkeunen,  dass  auf  Seite  78,  Zeile  10  v.  o.  auf  der 
rechten  Seite  des  Aasdrucks  der  Factor  a6c  ftllschlich  fehlt. 
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Fläche  wird  zwischen  <p  und  d-  eine  Relation  bestehen.  Verbindet  man 
jeden  Punkt  einer  Curve  C  auf  der  Flftche  mit  einem  festen  Punkte  0 
durch  Geraden,  so  erhält  man  eine  Kegelfläche,  deren  Basis  das  von  C  be- 
grenzte Stück  der  Fläche  ist.  Sind  l,,?},  i  die  Goordinaten  von-O,  so  hat 
man  für  das  Volumen  V  der  Kegelfläche  folgende  Gleichung : 


1) 


+  9V 


-ff 


.r-l 

y—v 

z-i 

9y 

dz 

dx 
d<p 

dtp 

dz 

d<p 

ddd(p, 


wo  links  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die 
rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist. 

Sei  ^  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Punkte  (j?,  y,  «)  mit  der 
Achse  der  z  bildet,  und  <p  der  Winkel,  welchen  die  Projection  der  Nor- 
malen auf  die  a?^- Ebene  mit  der  Achse  der  x  einschliesst.  Die  Gleichung 
der  berührenden  Ebene  im  Punkte  (a?,  y,  z)  ist  dann: 

(jr,  —  x)  sin  d'Cosq>  +  (y,  —  y)  sin  d  sin  g>  +  («i  —  z)  cos  ^  =  0. 

Fällt  man  vom  Punkte  (J,  i|,  t)  ans  ein  Perpendikel  auf  diese  Ebene, 
so  ist  der  Fusspunkt  (x^ ,  y,,  z^)  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 
i^i  —  i^=p  cos(psin^j   yi  —  i^=/>mqpmd,   z, — l;=^pcos&^ 
^    jjt>  =  (x  —  J)  sin&cosq>  +  (y  —  rf)  sin^sin(p  +  (z  —  J)  cos&. 

Sind  JT,  y,  z  in  Function  von  ^  und  g>  ausgedrückt,  so  giebt  die  Elimi- 
nation von  &  und  (p  zwischen  den  Gleichungen  2)  die  Gleichung  der  Po- 
dare  der  primitiven  Fläche  in  Beziehung  auf  (S,  i?,  f).  Ersetzt  man  in  der 
Gleichung  1)  Xy  y,  z  durch  a?i ,  yi ,  ^i,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  das 
Volumen  des  Kegels,  dessen  Spitze  (§,  i?,  f)  und  dessen  Basis  ein  Theil 
der  Podare  ist ,  welcher  einem  bestimmten  Theil  der  primitiven  Fläche  S 
entspricht.     Aus  den  Gleichungen  2)  findet  man  leicht,  dass 


gleich  ist 


d(p 


Hl 
dq> 


dtp 


sin  9  cos  q> 

COSd"  COS(p 

—  sin  d  sin  g> 


cos  9 
'Sind' 
0 


p^  ==z  sind^  p*. 


sin  d"  sin  (p 
cosdsintp 
sin  d-  cos  g> 

Setzt  man  für  p  seinen  Werth  aus  2)  ein ,  so  erhält  man  für  das  Vo- 
lumen F  der  Podare  folgende  Gleichung: 

3)     +  3  r=  /  j\{x  —  l)  sindcos<p  +  {y'^7j)sind-  sin(p  +  (s  — f)  roÄ^|» 

sind  dd  d(p. 
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Entwickelt  man  den  Term  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen 
von  I,  1^9  t)  80  ist  auch: 

+  3  F=  ^1»  +  ^V  +  ^"J*  +  etc., 
wo  Äy  Ä^  Ä\  .,  Doppelintegrale  sind,  die  sich  auf  einen  bestimmten  Theil 
der  primitiven  Fläche  S  beziehen.     Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Glei- 
chung V  constant  und  |,  ^,  ^  variabel,  so  erhält  man  folgendes  Theorem: 
Der  Punkt  P,  fttr  welchen  alle  Podaren ,  die  sich  auf  einen 
bestimmten  Theil  der  primitiven  Fläche  S  beziehen ,  gleiches  Vo- 
lumen haben,  liegt  auf  einer  Fläche  dritten  Grades. 
Ist  die  primitive  Fläche  S  eine  geschlossene ,  so  möge  V  das  Volumen 
der  Podare  für  alle  Punkte  von  S  bezeichnen.  Die  Gleichung  3)  wird  dann : 
«  %n 

^)       +3^=  /  sin^d&  I  \{x — i)  Sin^co$q>  +  {t/  —  rf)  siti'd  sinq> 

0  0 

+  (t  — J)  005-9-}»  ag>. 
Entwickelt  man  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  | ,  17 ,  ^, 
so  ist  o£fenbar : 

I  ^^  I  {i  sin^  cos<p  +  f]  sin^  sinq>  +  ^ cos dy  sin^  d q)  z=z  Oj 
0  0 

so  ergiebt  sich  dann  eine  Gleichung  von  der  Form: 

5)         +3F=;^r  +  A*+^T  +  2^'|i?  +  2ß'|J:.f2^i,t 
+  2Cx  +  2C'y  +  2C"2  +  D, 

wo  Äy  Äy  Ä\  . ,  Constanten  sind.     Nimirit  man  V  constant,  so  folgt: 

Der  Punkt  P,  für  welchen  alle  Podaren,  die  sich  auf  alle 
Punkte  einer  geschlossenen  Fläche  beziehen ,  dasselbe  Volumen 
haben,  liegt  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades. 
Sucht  man  den  Punkt  (| ,  1? ,  ö ,  für  welchen  V  ein  Minimum  wird ,  so 

f^V  T^V  7)V 

ist  derselbe  nach  5)  durch  —-=0,   —-=0,    —-=0  bestimmt.    Diesel- 

o\  dr\  oi 

ben  Gleichungen  geben  aber  auch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  5) ,  wenn  V 
constant  angenommen  wird.  Dieser  Mittelpunkt  ändert  seine  Lage  nicht, 
wenn  F  verschiedene  constante  Werthe  annimmt.    Hieraus  folgt : 

Die  verschiedenen  Systeme  von  Flächen  zweiten  Grades  für 
den  Punkt  P  sind  concentrisch ,   ihr  gemeinschaftiiches  Gentrum 
giebt  die  Podare  vom  kleinsten  Volumen. 
Es  ist  *p  =  X  sin  d"  cos  q>  +  y  si?i  ^  sin  q)  +  z  cos  d'  die  Länge  des  Perpen- 
dikels,  gefällt   vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten    auf  die  berührende 
Ebene  im  Punkte  {x,  y,  z).     Hat  eine  Fläche  ein  Centrum,  welches  mit 
dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zusammenfallen  möge,  so  ändert  p  sei- 
nen Werth  nicht,  wenn  (p  und  O  respective  ersetzt  werden  durch  n+tp^ 
n  —  ^,    In  dem  Integral 
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+  3r=  f  ^^  I  (P  —  ^sin^co$g>  —  risin^  sintp  —  ^cos^y  Hn9dq> 
0  0 

verschwinden  die  Factoren  von  S>  t?,  f,  Ji^i  St,  lyf,  wenn  der  Terra  unter 
dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  £,  17,  t  entwickelt  wird,  man  er- 
hält dann  ein  Resultat  von  der  Form : 

Für  ein  constantes  V  repräsentirt  diese  Gleichung  ein  Ellipsoid ,  des- 
sen Mittelpunkt  (|=0,  i2=0,  S=0)  die  Podare  vom  kleinsten  Volumen 
giebt 

Für  die  EUipsoidfläche : 

a?«        ^        ^ 

a         0         c 
ist: 

X  y  z      

a  8in&  €08 q>      b  sin^  simp      c  cosd' 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  findet  man  leicht: 

X  sind'  cos  gp  +  y  sin «O"  «n 9  +  r  cosd  ■=  p 
^=zg\{a  cos*q>  +  b  sin*q>)  sin*d  +  c  co^'dj, 
q*  (a  cos^qf  +  b  sin^qi)  m'd  +  c  cos^d)  =  1. 
Setzt  man  zur  Abkürzung : 

6)  J  =  y\{acos*q>  +  bsin*(p)sin*d+ccos^e\, 

so  geben  die  obigen  Gleichungen  p  =  zf. 
Die  Gleichung  4)  wird  in  diesem  Falle : 
ff  2n 

3r=   /  dasind  I  d(p\J^  +  {sin*dcos*<p^  +  sin*dsin*(pfi^ 

0  0 

+  cos*di^)ZJ\, 

oder  da,  nach  6),  2-^-  J*  =  Zsin^d  cos^q)  J^  etc.,  so  lässt  sich  die  Glei- 

da 

chung  für  V  einfacher  schreiben : 

0  0 

Ist  Fq  das  Volumen  der  Pödare  für  den  Mittelpunkt  der  EUipsoid- 
fläche ,  so  hat  man : 

«         2« 

8)  3  Fo  =  A  ^  A  V  sindlJ' 

0  0 

%  2» 

z=  I  dd  I  sinddg>\{acos*g>'^bsin*q))sin^d'i-ccos*d\^. 
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Die  Gleichang  7)  lässt  sich  wegen  8)  auf  folgende  Weise  darstellen: 

Der  Werth  von  F,  genttgt  nach  8)  der  Differentialgleichung : 

Auf  der  FlHche : 

a         b         c 

seien  (|j,  i/i,  &)»  (5t»  Vn^  ?«)i  (Is» «?»»  fa)  ^ie  Endpunkte  dreier  conjngirten 
Diameter.     Für  diese  Punkte  seien  Fi,  F,,  Fg  die  Volumina  der  Podaren 

X»         fi«  t» 

von h  ^  H =  1.     Da  nun : 

a         b         c 

l,'  +  l,'  +  V  =  «',  t?i'  +  i?«*  +  V  =  *',  &•  +  ?«•+£.•  =  c' 

(siehe  die  Anmerkung) ,  so  giebt  die  Gleichung  7)' : 

Für  den  Fall,  dass  a=a^  b'=^b^  c=^c^  folgt  nach  8)'  F=6Fo.  Die 
Summe  der  Volumina  dreier  Podaren  einer  Ellipsoidfläche  für  die  End- 
punkte dreier  conjugirten  Diameter  ist  gleich  dem  sechsfachen  Volumen 
der  Podare  des  Mittelpunktes. 

Anmerkang.    Sind: 


F  =  3F,  +  2a^-«  +  2&'^«  +  2c'^». 


a  cos  a       b  cosß      c  cos  y ' 


cos  a         cos  jT        cos  y 

cos  «"       cos  ß"       CO*  y"  ' 
die  Glelchnngen  dreier  conjagirten  Diameter  der  Fläche : 

80  finden  swischen  den  Cosinus  von  a,  |}  etc.  folgende  Relationen  statt : 

icosa  cosa  -hcos ß  cosß^ -hcosy  cosy*  =0,    co»'a4-co«'^4.co**y  =  l, 
cos  a  cos  «"+  cos  ß  cosß"-^  eos  y  cos y"= 0,    co**a  +  co**jf  4-co**y'=  1, 
cos a  cos a'  .  cosß'cosß"  .  cosy' cosy"      ^  ^   „  ^ ^,         •  #*      - 
^ +  — £~ — i---f- — ^^-^ — -  =0,    co«*a'+co*«jr'+«w«y"=l. 

Sind  (fit,  i7i»  £i)»  (£t»  »^t»  J«)»  (Ss»  %i  £3)  ^^6  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der 
Fläche  2),  80  findet  man: 

4)     ^       "^■*""y~"*"'~^ 

*•        tf*  cos*a-^b^  cos^ß-j-  (^cos*y' 
Bezeichnet  y  eine  Unbestimmte ,  so  sieben  die  zweite  und  dritte  der  Gleichun- 
gen 3): 


t- 

cos^a'' 

1  ■ 

-cos^a" 

a 
cos^a 

cos^ß^' 

^    b 

+ 

CO.«/" 

c 
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„      cosßcosy      cos  ff  cos  y  ^f»     .cosycosa      cos  y  cos  u 

gcosa   z=z ^ ^ ^ ^,    gcosff  ±z^ i- 4 

CO  ab 

»,      cosa  COS  ff     cos  ß  cos  a 
gcoey  ^  — ^ ^^ 

Ans  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  naoh  3) : 

^  \     a  b  c     / 

(cos^a'     cos^ß'  ,  cos*y\  ,         ,     .  .        ,«  .  »vi 
1 T^-^ -^  {aco»*a+bcos*ß  +  coos^y)  ---. 
a              b              c     /  abc 

Mittelst  dieser  Gleichung  des  Werthes  rongcosa"  erhält  man  aas  4)  für  li'  +  ls' 
folgenden  Ausdruck : 

cos^^Ca  cos^a  -^bcos^ß  +  c  cos*y)^abc  (^2il^  .  cos  ff  cos  by 

5)  ei*+&»=    fcos^a'cos^^—^^T^.    rT7"7r: — T^s — 

C 1 7--H ^  1  {acos^a-^-bcos^ß-^ccos^y) 

Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen : 

,.        ,^  .           ,  ,/cos^a   ,  cos* ff  ,  cos*y\ 
a{bcos*ß'hccos*y)\^ 1 ~-H 'J 

4-  a  {cos^a  cos^a  —  {cosß  cos  ff  +  cosycosy)*]. 
Da  nun  cos ß  cos  ff  -^  cosy  cosy  =^  —  cos a  cos a,  so  wird  die  Gleichung  5) : 

t  2  .  1 1_.^ ffcos^ß  +  ccos^y 

^*         *  acos^a-hbcos^ß-hccos^y' 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  Jj*  aus  4)  giebt:  ||*  4-  li*  +  Ij*  =  a-  Ebenso 
erhält  man  die  beiden  anderen  angemerkten  Gleichungen,  wenn  a,  b^  c  respective  mit 
a  ,  b\  c  vertauscht  werden. 


nL  Veber  eine  Differentialgleichiing  zweiten  Orades.  Von  Dr. 
A.  Ennepeb. 

Die  Bestimmung  der  Krümmnngslinien  einer  Fläche  hängt  bekannt- 
lich Ton  der  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiten  Grades  ab. 
Für  die  EUipsoidfläche  hat  Joachimsthal  (Crelle's  Journal  T.  XXVI) 
diese  Bestimmung  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zurückgeführt,  durch  deren  Integration  sich  eine  zweite  Glei- 
chung zweiten  Grades  ergiebt.  Diese  Gleichung ,  die  vorgelegte  Differen- 
tialgleichung und  die  Gleichung  der  Fläche  reduciren  das  Problem  auf  die 
Elimination  von  zwei  Unbekannten  zwischen  drei  Gleichungen.  Für  die 
Mittelpnnktsflächen  zweiten  Grades  lässt  sich  die  Differentialgleicbung  der 
Krümmnngslinien  leicht  direct  integriren,  ohne  dass  die  Kechnnng  weit- 
läufiger ist ,  wie  bei  dem  oben  angegebenen  Verfahren. 

Sei  /*==  0  die  Gleichung  einer  Fläche  in  orthogonalen  Coordinaten, 

^J-z=zX,   Tr-=Y,   J-=Z.     Für  eine  bestimmte  Curve  auf  der  Fläehe 

dx         '  dy         '  dz 

kann  man  or,  ^,  z  als  Functionen  eines  Parameters  oo  ansehen;  unter  dieser 
Voraussetzung  sei:  t—  =  a:',  -—  =  A!"  . . .  Die  KrümmuDgslinien  von  f 
sind  dann  durch  folgende  Differentialgleichung  bestimmt: 
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X      y      z 

1) 

X     Y     Z 

X'    r    2! 

Für  die  Fläche 

hat  man 


-  4-  ^  o.  **  —  1 
«»  "^  6«  "^  c«  ~' 


X  —  1^      2^'— 2- 


Die  Gleichnng  l)  wird  in  diesem  Falle: 

X      y      z 


2) 


Setzt  man: 


6«     c» 


6» 


=  0. 


3) 


«^  +  »*  +  **  =  P.    „-  +  ;:4  + 


=  9^ 


X*       y* 
so  folgt,  wegen  ^  +  ^  +  ^  =  *  = 

a'       6'       c* 
Mnltiplicirt  man  die  Determinante  2)  mit : 
X      y     z 
X     y     z 


a«     6«    c« 


_  (fl«_y)(at_c«)(6t— c«) 


:a:y2 


a«6*c« 


80  folgt,  wegen  der  Gleichangen  3)  und  4): 
P       0      q' 


««6V 


f  ?* 


'       *'    ?fo  +  ^'* 


=  0, 


WO  p'  ==  — ,  gr'  .=  ~-  .  Mnltiplicirt  man  die  zweite  Verticalreihe  mit  k  und 

zieht  dieselbe  yon  der  dritten  ab ,  so  reducirt  sich  die  vorstehende  Deter- 
minante anf : 
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p     0     sr 


1 

0      ^' 


a*t^<^ 


Diese  Gleichung  geht  für ; 


5) 
ttber  in : 


d.h. 


pr=a»  +  6»+c»— iB,«»6*c*,   g  =  y,  a«6»c». 


=  0, 


Pt' 

0 

^1 

1 

?1 

— Pl 

0 

?l 

— i>i 

/>i'(giPi'— Ö'i'Pi) +5'i'*  =  0. 
Setzt  man  hierin  q^^  ==iPi*(l — ''*),  so  folgt  (i3iV+/)ir')'=p/*  oder 
PjV+Pir'= +pi'.  Bezeichnen  w,  »  Constanten,  so  folgt  durch  Integration: 

p,(l-r)  =  2-.-^,     p.(l  +  r)  =  2^, 

2 

wo  der  Factor    ^  ^  ,  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln  beigefügt 

ist.     Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man,  mit  Kücksicht  auf  5): 
>,  rt«6*c«  =  u«  +  »*  =  a«+  6*  +  c«  — p, 

Substituirt  man  hierin  für  p  und  q  ihre  Werthe  aus  3),  so  folgt: 
a;*  +  y*  +  «•  ==  fl'  +  6'  +  c*  —  M*  —  »» , 

0^        V*        ^ 
Aus  diesen  Gleichungen  und  ~  +  ^  +  —  =  i  findet  man : 

a*~(a*— 6*)(a*— c*)'    ft*  ~(a«— 6«)  (&«— c^ 

Setzt  man  a«  —  A*,   h^—X\  c*— A*  statt  a»,  fe*,  c«   und  A«  +  tt*  =  fi«, 
;i«  + 1;*  =  V*,  so  erhält  man  aus  6)  die  bekannten  Gleichungen : 


6) 


7) 


-i*"*"ft*  — i*"*". 


z'. 


r'=»' 


Für  a>6>c  muss  nach  6)   b>u>c^  a>v>b  sein,   also  in  den 
Gleichungen  7)  c  >  I ,  A  >  j*  >  r,  «  >  i;>  6.    Die  Gleichungen  7)  reprftsen- 
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tiren  demnach  drei  confocale  Flächen  zweiten  Grades ,  das  EUipsoid  und 
die  beiden  Hyperboloide. 


IV.  Veber  ein  Theorem  von  Mains«  Von  Dr.  A.  Ennepeb.  —  Eine 
Fläche,  welche  zwei  homogene  Medien  von  verschiedener  Dichtigkeit 
trennt,  werde  von  einem  leuchtenden  Strahl  im  JPunkte  i^  getroffen,  wo 
derselbe  von  der  Flache  reflectirt  oder  gebrochen  wird.  Ist  d  der  Winkel, 
welchen  der  auffallende  Strahl,  und  S"  der  Winkel,  welchen  der  gebro- 
chene Strahl  mit  der  Normalen  im  Punkte  P  bildet,  so  finden  nach  den 
Fundamenten  der  Dioptrik  und  Katoptrik  folgende  Sätze  statt:  der  primi- 
tive Strahl,  der  gebrochene  oder  reflectirte  Strahl  und  die  Normale  zur 
Fläche  liegen  in  einer  Ebene,  für  zwei  bestimmte  Medien  ist  das  Verhält- 

niss z>  constant,  wenn  es  sich  um  einen  reflectirten  Strahl  handelt,  im 

sino 

Falle  der  Reflexion  ist  einfach  d=sS^,  Die  Winkel  d  und  f  werden  spitz 
angenommen,  so  dass  jeder  derselben  zwischen  0  und  90^  variirt. 

Mittelst  dieser  Principien  hat  Malus  {Mem.  sur  foptique,  Journal  de 
Tecole  polyL  Cah.  14  y  T.  VII)  folgenden  Satz  bewiesen.  Fallen  von  einem 
Punkte  0  aus  Strahlen  auf  eine  Fläche ,  so  können  die  gebrochenen  (oder 
reflectirten)  ^Strahlen  als  Durchschnitte  zweier  Systeme  developpabler 
Flächen  angesehen  werden,  deren  Wendecurven  auf  zwei  bestimmten 
Flächen  liegen.  Etwas  einfacher  lässt  sich  das  Theorem  von  Malus  auf 
folgende  Weise  aussprechen.  Fallen  von  einem  leuchtenden  Punkte  aus 
Strahlen  auf  eine  Fläche,  so  sind  die  gebrochenen  (oder  reflectirten)  Strah- 
len Normalen  einer  bestimmten  Fläche  und  ihrer  Parallelflächen.    Dieser 

Satz  bleibt  auch  noch  giltig,  wenn  das  Verhältniss  -7— r,  in  jedem  Punkte 

smd 

der  Fläche  variabel  genommen  wird ,  und  zwar  so ,  dass  dieses  Verhältniss 
eine  beliebige  Function  der  Entfernung  des  Punktes  der  Fläche  vom  leuch- 
tenden Punkte  ist. 

Sei  ($,  17,  £)  der  leuchtende  Punkt,  von  welchem  aus  ein  Strahl  eine 
Fläche  im  Punkte  (x,  y,  z)  treffe.  Die  Normale  im  Punkte  (x,  ^,  z)  bilde 
mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a ,  6 ,  c ,  ferner  seien  a, ,  6| ,  c^  die 
Winkel,  welche  die  Richtung  des  gebrochenen  (oder  reflectirten)  Strahles 
bestimmen.  Die  Distanz  der  beiden  Punkte  (|,  17,  i)  und  (or,  y,  z)  bezeichne 
man  durch  r.     Für  r,  d,  ö*  hat  man  dann  folgende  Gleichungen: 

n{^  -  D* + (y-ij)' + (z-ty] = r, 

^)  { cosa+- -cosb'\ cosc  =  co$dj 

cosa  cosa^  +  cosb  cosbi  +  cosc  cos  Cj  =  cosf, 
Ist  (d?| ,  y, ,  2|)  ein  Punkt  des  gebrochenen  (oder  reflectirten)  Strahles, 
so  hat  man  für  denselben  folgende  Gleichungen : 
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wo  r^  die  variable  Distanz  der  Punkte  {x,  y,  z),  {x\ ,  ^i ,  Z|)  bezeichnet.  Die 
Bedingung,  dass  der  primitive  und  abgelenkte  Strahl  mit  der  Normalen 
in  einer  Ebene  liegen ,  wird  ausgedrückt  durch : 

cos  aj     cos  6|     cos  c^ 

cos  a      cos  b      cos  c     =0. 

Bezeichnen  f  und  g  zwei  Unbestimmte ,  so  lässt  sich  diese  Gleichung 
durch  die  folgenden  ersetzen: 

cos  a^  =  /^ +  g  cos  a, 


1  y  —  « 

3)  ]    cosbi=f- -  +  gcosb^ 


z—t 

cos  Ci  =  f f-  g  cos  c. 

r 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respective  mit  cos  a ,  cos  b ,  cos  c, 

bildet  die  Summe  der  Producte ,  so  folgt  nach  1) : 

4)  fcosd  +  g=^cosd\ 

Die  Gleichungen  3)  ^uadrirt  und  addirt  geben : 

4)'  l  =  P  +  2fgcosi  +  g\ 

Setzt  man  h:=^f+gcosö,  so  geben  die  Gleichungen  4)  «nd  4)' : 

A  —  cosicosd^        ^^^cosä^  —  hcos6 

h=zcos(6  +  6'), 

Yär  f  und  g  erhält  man  also  folgendes  doppelte  System  von  Werthen : 
sini^        sin{ö'-ö') 

^^  '—       ^^'   ^~       sind       ' 

f,Y  P sin  b'        sin{ö  +  ii) 

^^  ^— "■^^'   ^ .m"d~"' 

Diesen  Werthen  von  f  und  g  entsprechen  nach  3)  zwei  Richtungen, 
welche  beide  mit  der  Normalen  den  Winkel  6'  bilden ,  einander  also  ent- 
gegengesetzt sind.  Für  den  Fall  der  Refraction  muss  man  die  Gleichun- 
gen 5)  nehmen.  Setzt  man  nämlich  ö=^6\  sogeben  die  Gleichungen  5) 
/•=!,  ^  =  0,  man  erhält  dann  nach  3)  die  Richtung  des  primitiven  Strah- 
les.    Für  d= J'  geben  die  Gleichungen  5)'  und  3)  /*==  —  1,  ^  =»  2  cosö^ 

cosa^  =  2  cosS  cosa , 

r 

6)  l  cos  b^  ^=  2  cos  ö  cos  b — - — -, 

T 

^— f 

cos  c.  =  2  cos  0  cos  c . 

r 

Durch  diese  Gleichungen  ist    die  Richtung  des  reflectirten  Strahles 

bestimmt.    Aus  den  Gleichungen  3)  und  5)  folgt: 
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cosüi  = :— — i  cos  a  H ^ , 

Sind  r      sind 

'  stnö  r     sind 

^^o^  _  sin  {5  — 6')  z  —  ^sinS^ 

cosCi  = p— —  cos  c  + = . 

stn  0  r      sin  ö 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Eichtung  des  gebrochenen  Strahles. 
In  den  Gleichungen  2)  und  7)  sind  a^,  b^,  c,  Functionen  von  x,y,z.  Durch 
Differentiation  folgt  aus  2) : 

dXi^dx  +  cosüi  dr^  +r,  d  cosa^^ 
^!/i  =dy  +  cosb^  dr^+r^d  cosb^ , 
a«,  =  a«  +  cosc^  ar,  +  r^d  cosCi. 
Da  cosa^  d  cosa^  +  cosb^  d  cosb^  +  cosc,  d  cosc^  =  0,  so  findet  man  aus 
vorstehenden  Gleichungen: 

cosa^  aa?,  +  co$b^  dy^  +  cosc^  dz^  =  cosa^  dx  +  cosb^  dy  +  cosc^  dz  +  dr^ 
oder,  wenn  man  rechts  für  cosa^,  cosb^,  cosc^  ihre  Werthe  aus  7)  substi- 
tuirt  und  co*a  aa?  +  C05 6  ay  + co^ca«  =  0  berücksichtigt: 
cosa^  dx^+  cosb^  dy^  +  cosc^  dz^ 

^     ^  r  r         J  sind 

stno 
Verschwindet  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung,  so  ist: 
cosoi  dx^  +  cosb^  ayj  +  cosc^  ar^  =  0, 
d.  h.  man  hat  die  totale  Differentialgleichung  einer  Fläche,  deren  Normale 
im  Punkte  {x,,y^,z,)  mit   den  Achsen  die  Winkel  «i,  6,,  c,  bildet.     In 

diesem  Falle  ist  dr,  +  ?^  ar  =  0,  eine  Gleichung,  welche  nur  dann  in- 

11.^  sin^      dB 

tegrabel  ist,  ^^nn  --^  =  — „  wo  r  eine  beliebige  Function  von  r  bedeu- 
tet.    Durch  Integration  folgt  dann: 

^1  =  Atj  —  Ä, 

wo  Ar,  eine  Constante  ist.  Setzt  man  zur  Vereinfachung  —  =  Ä',  so  gehen 
die  Gleichungen  7)  für  ^---=  Ä'  über  in: 


sin  6 


8) 


Die  Gleichungen  2)  werden  für  r,  =  *,  —  R 
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Io;,  =  o:  +  (Ar,  —  R)  cosfty , 
ti  =  2  +  (Ar,  —  R)  cosc^. 

Nach  8)  sind  cosa^t  cosh^^  cosc^  Functionen  Ton  x^y^  z.  Eliminirt 
man  diese  Variabein  zwischen  den  Gleichungen  8) ,  0)  und  der  Gleichung 
der  brechenden  Fläche,  so  erhält  man  eine  Relation  zwischen  ^Myo^n 
d.  h.  die  Gleichung  einer  Fläche,  welche  zu  den  gebrochenen  Strahlen 
normal  ist.  Diese  Gleichung  enthält  eine  beliebige  Coustante  Ar, ,  sie  reprä- 
sentirt  eine  Parallelfläche  zu  der  Fläche,  für  welche  A:,=0  ist.  Aas  dem 
Vorhergehenden  folgt: 

Fallen  Yon  einem  leuchtenden  Punkte  Strahlen  auf  eine 
Fläche,  und  werden  dieselben  derart  gebrochen,  dass  das  Ver- 
hältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Brechungs- 
winkels in  jedem  Punkte  der  Fläche  eine  beliebige  Function  der 
Entfernung  dieses  Punktes  vom  leuchtenden  Punkte  ist,  so  sind 
die  gebrochenen  Strahlen  Normalen  einer  bestimmten  Fläche  und 
ihrer  Parallelflächen. 

Für  den  Fall  der  Natur  ist  /?'=  Ar,  R^zkr^  wo  Ar  eine  Gonstante  be- 
deutet.   Die  Gleichungen  8)  und  0)  geben  dann  für  Ar,  =0: 

a:,  — g  =  (a:— 5)  (l  —Ar«)  +  k{kp  —  J)  cosa, 

yi—n={y—n){\—^)+^iJ'P—^)cosh, 

10)        {  t,—t  =  {z  —  i){i-^h^)+k{kp—J)cosc, 

p  =  {x  —  I)  C05a  +  (y  — 1?)  cosh  +  {z  —  f)  cosCy 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  6)  findet  man  leicht : 

cosa.dxx  +co5  6j  0y,  +  cosc^  dz^  =^r,  — ( dx+ ^y-j dz) 

\    r  r  r         / 

==  ^  r,  —  dr. 

Setzt  man  rj  =  r,  so  erhält  man  aus  2)  die  Gleichung  einer  Fläche, 
welche  die  reflectirten  Strahlen  orthogonal  schneidet.  Für  r^=:zr  geben 
die  Gleichungen  2)  und  6) : 

in    j  ^i~~S  =  ^P^^*^»   y^  —  ri=^2pcosh,    z, — {;=2/>coäc, 
^    \  p  =  {x  —  ^)  cosa  +  (y  —  f{)  cosh  +  {z  —  £)  cosc. 

Diese  Gleichungen  erhält  man  auch  unmittelbar  aus  10)  für  A:= — 1. 
Sind  l,  m,  n  die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (a:,  y,  2), 
(§,  1},  i)  mit  den  Achsen  bildet ,  so  hat  man : 


x  —  ^  ,     y— 1?  2  — f 

r  r  r 

Die  Gleichungen  7)  lassen  sich  dann  schreiben : 


cosn. 
r 
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sin  (8  ~  6')  .  sin  S" 

COSUi  = ^-7-^ — '  cosa  +  -r-r:  cos  L 

smc  smö 

12)  <  co^Ä,  = — V-7 —  cosb  +  -r~rCosm, 

sin(ö  —  ö')  .  ^wÄ' 

C05Cj  = ;— COSC  +  -7— r  cos  n. 

stn  ö  stn  6 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  l,  m,  n  constant,  so  wird  die  bre- 
chende Fläche  von  parallelen  Strahlen  beleuchtet.  Bildet  man  mittelst  der 
Gleichungen  2)  und  12)  cosai  a.r,  +  cosbi  ^y,  +  co5C,  ^ r^  =  0,  so  folgt: 

^Tj  +  7r-T-  {cosl  d X  +  cos m  d y  +  cosn  dz  =  0, 

oder 

13)  X  cosl  +  ycosm  +  zcosn  =  q 

gesetzt,  dri  +  ——  dq  =  0.     Diese   Gleichung    ist  nur  dann  integrabel, 

sin  ö'       dQ         / 
wenn  -:—-  =  —  =  ß ,  wo  jP  eine  beliebige  Function  von  g  bezeichnet.    In 
stno        oq 

diesem  Falle  folgt  r^:=k^  —  Q^  wo  k^  eine  Constante  ist.    Für  die  vor- 

.   •/ 

stehenden  Werthe  von  r,  und  — r-  geben  die  Gleichungen  2)  und  12) : 

sind  o        / 

x^=^x+{k^  —  Q)  cosa, ,    y,=y +  (Ari  —Q)  cosh^ , 

1  cosa^=^Q'€Osl'\'\y{l  —  Q'^sin^(i)—Q'cosd\cosay 
^   ^  cosb^^=zQicosm'{'\y{l  —  Q'* sin^S)  — Q' cosi\cosb^ 
cos  Cj  =  Q'cos  n  +  \y{\  —  Q'^  sin  *  ä) — Q*  cos  d }  cos  c, 
cosi=zcosa  COJ/+  cosb  cosm  +  cosccosn» 
Durch  Elimination  von  x,  y,  z  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der 
der  brechenden  Fläche  erhält  man  die  Gleichung  aller  Flächen ,  welche  zu 
der  parallel  sind,  für  welche  Ar^  =  0  ist.     Legt  man  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  eine  Gerade  parallel  zur  Richtung  der  Strahlen ,  so 
iBtg=zx  cos  l-^-ycosm-j-z  cosn  die  Projection  des  Radiusvector  des  Punk- 
tes {Xy  y,  z)  auf  die  bemerkte  Gerade.     Aus  dem  Vorstehenden  folgt : 

Wird  eine  Fläche  von  Strahlen  beleuchtet,  die  sämmtlich 
einer  Geraden  G  parallel  sind,  welche  durch  einen  Punkt  0  geht; 
ist  das  Verhältniss  des  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des 
Einfallswinkels  eine  beliebige  Function  der  Projection  von  OP 
auf  C,  so  sind  die  gebrochenen  Strahlen  Normalen  einer  be- 
stimmten Fläche  und  ihrer  Parallelflächen. 
Für   die  Kugelfläche   a;*  +  y*+t«  =  r*   geben   die    Gleichungen    14) 

q 


COSd:=i 


^i*  +  Vi*  +  z.«  =  r«  -f  ö*  -  2Qrj/(l  -  Q*  +  ^)  ./#^;„  ':  '    ' -vX 

I  TTTCT"^~  ^  '^         '  \/     \ 
m  f.Malhcraalik  u,  Phy«ik.  VIII,  1.  %  \        ■  i    i.     , 
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Durch  Elimination  Yon  q  zwischen  diesen  Gleichungen  erhält  man  ein 
Resultat  von  der  Form 

Xi  cosl  +  y,  cosm  +  «j  cosn  =  /"(a?!*  +  yi'  +  ^i*)» 
was  die  Gleichung  einer  Rotationsfläche  ist. 

Für  das  gewöhnliche  Brechungsgesetz  ist  0'  =  ky  Q=:zkq^  wo  A:  eine 
Constante  bedeutet.  Die  Gleichungen  14)  geben  für  ki^^sO  in  diesem  Falle: 
Xi=^x  —  kq\{J — k  cosd)  cosa  +  kcosl\^ 
yi==:  y  —  kq\{J  —  kcosd)  €osb  +  kcosm\^ 
Zi  =  z  —  kq\(^/j — kcosö)  cosc  +  k  cosn]^ 
J  =  y(i—k^sin*8). 
Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar  die  ent- 
sprechenden für  die  Reflexion,  wenn  ä:  =  —  1  gesetzt  wird, 
Xi  =  x  +  q  (2cosS  cos a  —  cost)^ 
yi=y  +  q{2cosd  cosb  —  cosm)^ 
Zy  =  z  +  q{2co$6  cosc  —  cosii). 


V.   Veber  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

in  welcher  mn  AA^  BB^  constante  Zahlen  bedeuten.    Von  Sihon  Spitzer, 
Professer  an  der  Wiener  Handelsakademie. 

Bevor  ich  mich  mit  der  Integration  der  Gleichung  1)  beschäftige,  will 
ich  selbe  vereinfachen.  Ich  führe  zu  dem  Zwecke  für  J  eine  neue  Variable 
X  ein,  mittelst  der  Substitution 

2)  ^  =  ax, 

woselbst  a  eine  constante  Zahl  bedeutet,  und  erhalte,  da 

dy      ^£  ay 
8g  a  dx' 

ist ,  zwischen  y  und  x  folgende  Gleichung : 

Nun  wähle  ich  a  so ,  auf  dass 
4)  ^,  =fl"»+''-*^ 

wird,  denn  hierdurch  geht  die  Gleichung  3)  über  in 
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und  diese  kann  auch  folgendermaassen  geschrieben  werden : 
Der  Kürze  halber  setze  ich: 

e)  !■;='.  1=' 

und  habe  dann  die  Gleichung : 

welche  auf  einfachere  Weise  als  die  Gleichung  l)  gebaut  ist  und  welche 
,  ich  nun  zu  integriren  versuche. 

Ich  setze  das  Integrale  der  Gleichung  1)  in  folgender  Form  voraus : 

in  welchen  tp(a:)  das  Integrale  der  Gleichung 

9)  t/;(''-i)(.r)=ir'»i/;(j') 

bedeutet  und  W  eine,  einstweilen  noch  unbekannte  Function  von  u  ist. 
Wird  dann  ip{ux)  .  W  differenzirt,  und  zwar  Amal  bezüglich  i/,  so  erhält 
man  eine  Function  von  u  und  von  a*;  wird  in  diese  Function  von  u  und  x 
für  u  die,  einstweilen  ebenfalls  unbekannte  constante  Zahl  a  gesetzt,  so 
erhält  man  für  y  eine  reine  Function  von  dr,  und  diese  soll  vorausgesetzter- 
maassen  das  Integral  der  Gleichung  7)  sein. 

Die  mir  obliegende  Aufgabe  ist  nun  für  W  eine  solche  Function  von 
V,  und  für  h  und  a  solche  constante  Zahlen  zu  suchen,  welche  machen, 
dass  das  in  8)  aufgestellte  y  wirklich  ein  der  Gleichung  7)  genügender 
Ausdruck  sei. 


Ans  8)  folgt: 


dx 


und   werden  diese  Werthe  in  7)  eingeführt,  so  soll  folgende  Gleichung 
identisch  stattfinden: 

10)  I  ^  [a:i/;<")  (fix)  .  u^W+  Ai/;("->)  {ux)  .  u'^^W]  i 

Diese  Gleichung  iHsst  sich  nun  in  anderer  Form  geben.    Denn  es  ist : 

9)  V«-^)(a:)  =  a«i(;(a:), 

folglich : 

11)  ^t»)  (x)  =  x^  t^'  (.!•)  +  m  Ä  "•""^  ilf  ( J?) 
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und  daher  hat  man  auch 

^rt\        S  ip^'^^^  (war)  =  t^x^il;(ux), 

^        ]  i|;('»)  (w  x)      =  M«  ic^  ^'  {ux)+m  m~~^  a;**-^  i/^  («  «:) , 
führt  man  diese  Werthe  in  10)  ein,  so  erhält  man: 

1^  [a:M«-H !/;'(« 0?)  ^+ w ««•+'— Vif; (wx)  )PP  +  iu"+"-*  ^(t/a)  fF]| 

oder  anders  geschrieben: 

j^  [(«-+"— m)  a:»',f»'(Ka;)  +  (mu-+»-i  +  i«<"+— »— jt)  >r^(Mar)]  j   =0. 

Damit  aber  dieser  Ausdruck  identisch  stattfinde,  ist  es  erforderlich,  dass 
er  in  folgende  Form 

gebracht  werden  könne ;  denn  führt  man  die  hier  vorkommende  h  malige 
Differentiation  bezüglich  u  wirklich  ans,  so  erhält  man 

was  im  Allgemeinen  identisch  ist. 

Durch  Gleichsetzen  der  Ausdrücke  13)  und  14)  kommt  man  zu  folgen- 
der Gleichung 

16)    W^[(u"+*— M)a:if>'(tta?)  +  (mM^+''-i  +itt"'+"-^  — fi)  ^(Ma:)] 

aus  welcher  nun  tp  und  fV  zu  bestimmen  sind. 
Ich  setze: 

17)  <p  =  rl;(ux)  .Z, 

unter  Z  eine  neue  Variable  vorstanden,  und  habe  dann,  da 

18)  ||  =  t(«z)||  +  x,/;'(«*)2 

ist,  für  die  Gleichung  16)  folgende  Gleichung: 

19)   FF^u-H-»— ti)a:iJ;'(wa)  +  (mM«+»-i+Aw«+"-^~fi)'^(«ir)] 

==  (u — of)  if){ux)  - — Ku  —  a)  xif)'{ux)  Z — hflt{us)Z 

und  diese  zerfällt  in : 

1(mi-+«_,i)  w=  (u—a)  Z, 

aus  welchen  Gleichungen  W  und  Z  leicht  zu  finden  ist.    Es  ist  nämlich 
21)  fF=uM-i(i— W-+—1)  «+"-1    („_a)A+i, 
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folglich  ist 

das  Integrale  der  Gleichung  7);  voransgesetzt,  dass  il>{x)  der  Gleichung 
9J  genügt. 

Das  so  eben  gefundene  y  ist,  wenn  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeu- 
tet (nnd  unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  ganze  Analyse  tadellos)  und  a 
ganz  willkürlich  ist,  stets  gleich  Null.  Bios  in  den  beiden  speciellen  Fäl- 
len, wo  or  gleich  Null  oder  gleich  Eins  ist,  ergiebt  sich  für  y  ein  anderer 
Werth. 

Ich  setze  daher  erstens 

a  =  0 
und  erhalte  hierdurch 

was  sich  vereinfacht  für 

23)  k  +  fi  =  0, 

folglich  hat  man  nachstehendes  Integrale  für  die  Gleichung  7) 

und  dies  Integrale  ist  tadellos ,  wenn  fi  eine  ganze  negative  Zahl ,  soweit  h 
eine  gan^e  positive  Zahl  ist  und  die  Ausdrücke 

nicht  unendlich  gross  sind.    Entwickelt  man  den  Ausdruck  24),  indem  man 

(1 — «'"+'•— 1)  m+ii— 1    tf;(uar) 
einer  A maligen  Differentiation  unterwirft,  nnd  setzt  nach  vorgenommener 
Differentiation  »=0,  so  erscheint  y  in  folgender  Form 

25)  y==C,+  C,xi'C,x'  +  ...  +  Cux\ 

wo  Cq,  C, ,  C,, . . .  Ca  bestimmte  Constante  bedeuten.  Sind  diese  Constan- 
ten sämmtlich  gleich  Null ,  so  ist  auoib  y  =  0 ,  und  man  sieht  hieraas ,  dass 
in  einem  solchen  Falle  dieser  Weg  zu  keinem  particulären  Integrale  führt. 
Sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung 

26)  x^xy"+2y")  =  xy'^by. 
Ihr  Integrale  ist : 

2^  J'  =  j^Ki-«)''»'(«^)]}^. 

vorausgesetzt,  dass 

28)  a?i/;"(a:)  =  t/;(a:) 

ist.    Der  Ausdruck  27)  giebt  entwickelt 
y=  {(!  —  «)*  a?*t/;W  (tia:) —25(1 -.  M)Vt/;^*J(wj?)  +  200(1  —  «)»J?»i/;''^ 
—  600  (1  —  w)* o:* !/;"(«  a:)  -f-  600  (1  —  w)  a:  ^'{u  oc)  — 120 iff  (u x)L  , 
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und  wenn  man  hierin  »=0  setzt,  so  erhält  man: 

y  ==  X*  t(*>  (0) — 25  X*  if;(*)  (0)  +  200  a:^  i^''\0) — 600  j;«  i/;'XO) — 600  o:  if;\0)  —  ^^^ 
Aus  28)  folgt: 

tf;(a:)    ~xil;'\x), 

•^^x)  —  x^^){x)  +  4t/;(*^ir), 
und  setzt  man  hierein  x=0,  so  erhält  man: 

t(0)    =0, 

if'(o)  =¥\o), 
*"(o)  =2if;'"(o), 

^'»=3t|;«^)(0), 
!/;(*)  (0)  =  4 1^(*)(0). 
Aus  diesen  Gleichungen  folgen : 

*(0)    =0, 
t|;'(0)    =24tf;<*>0), 
y'(0)  =24V^)(0), 
,|,"'(0)=12^('^)(0), 
^(*)(0)=4'r(;t'^H0). 
Daher   erhält  man,  durchgehend»   den  constanten  Factor  t/;^*^(0)  weglas- 
send ,  folgenden  Werth  für  y  • 

2^=a?*—  100a:*  +  2400a:»  —  14400ir*+ 14400a:, 
welcher  in  der  That  der  Gleichung  26)  genügt. 

Ich  setze  nun  zweitens  in  die  Gleichung  22)  für  a  die  Zahl  1  und  habe 
sodann 

_  [„M-i(i^ w«.+»-i)-«-+T:rT-  (i_ti)^+i  il;{ux)]^^. 
Dies  vereinfacht  sich  für  jenen  Werth  von  Ä,  der  sich  aus  der  Gleichung 

«i-|-n  —  l 
ergiebt,  d.  i.  für 

29)  h=>^-2^'; 

hierfür  wird  nämlich 

-)         -|a4[«"-(d^r*(«.)]l, 

und  dieses  ist  tadellos ,  wenn  h  eine  ganze  positive  Zahl  ist.    Schreibt  man 
dies  der  Kürze  halber  in  folgender  Form 

SO  kommt  man,  dies  entwickotnil ,  auf 
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und  fuhrt  man  die  Snhstitution  t/  =  1  aus ,  so  geht  dieser  Ausdruck  Üher  in 
31)    y  =  Coa:*tJ;<A)(£c)  +  C,  a^*-i ,/;(*"i) (a:)  +  . . .  +  C^-i a: ifi'(^)  +  Cuy\>{x\ 
woselbst  Cq,  (7|, . .  .  Ch^\^  Ch  bestimmte  Constante  bedeuten. 

Sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung 

32)  xy'"+  6y"  =  a^  {xy^  16  y). 

Aus  ihr  folgt : 

^^       »=!S[-'(S)'*Hj,' 

woselbst 

ist.     Der  Ausdruck  33)  lässt  sich  auch  so  schreiben 

und  dies  giebt  entwickelt 

\y-  j  (!+»;".+«.)» -•'^"C"-) + ^  Tu  [(i+u +»«+«')']  '*'("^) 

+  ä;^L(i+t.+u'+t^)«J^(""Mr 


a    r  w«  1_3M"(5  +  4M+3ti»  +  2t/») 

ä7i  L(i  +  «  +  w«  +  i/»)»J         (r+ w  +w'^  +  «T*     ' 

a«    r  M»  1   _6M"(35  +  55!/  +  61t/'  +  54M'  +  31t^  +  15ti*  +  5t/*) 

äi?L(l  +  M  +  tt«  +  «»)'J'^  (l  +  u  +  ««+M»)» 

folglich  hat  man,  diese  Werthe  in  34)  einführend  und  sodann uf=1  setzend 

Es  ist  daher  das  Integrale  der  Gleichung 
32)  xy'"+  6y"  =  a^{xy  +  16y) 

folgendes: 

35)  y==ci^^"{x)  +  2\x^\x)+^'i\f{x) 
und  hier  genügt  ^  {x)  der  Gleichung 

36)  n/\x)  =  a^^,{x). 
Um  1^  {x)  zu  finden ,  setze  man 

dadurch  erhält  man 

bieraas  folgt: 

+i      .  +i 


V 
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und  wenn  man  hierein  §  =  a**  und  «  =  —  setzt,  so  erhält  man 

2 

+  1       Aar«  +1    A** 

VI.  Die  Dalton'sche  Dampftheorie  und  ihre  Anwendung  auf  den 
Wasserdampf  der  Atmosphäre.  —  Sie  werden,  wie  ich  glanhe,  mit  mir 
darin  üboreinstimmeu,  dass  wir  jetzt  in  der  Meteorologie  an  demPunkte  an- 
gekommen sind,  wo  es  unbedingt  nothwondig  wird,  auf  unzweideutige  Weise 
zu  entscheiden,  in  welchem  Verhältnisse  der  in  der  Atmosphäre  vorhandene 
Wasserdampf  zu  der  Atmosphäre  selbst  steht.  Bildet -der  Wasserdampf 
eine  von  der  Luft  unabhängige  Atmosphäre  für  sich ,  oder  ist  er  blos  me- 
chaniscli  mit  der  Luft  gemischt,  so  dass  er  als  ein  in  keiner  chemischen 
Verwandtschaft  zu  der  Luft  stehendes  Gas  das  Volumen  und  das  Gewicht 
der  Atmosphäre  vermehrt? 

Von  den  vielen  wichtigen  Fragen ,  welche  sich  auf  die  Aenderungen 
des  Brtrometers  beziehen,  kann  keine  gründlich  erörtert  werden,  ohne  dass 
man  vorher  hierüber  ins  Klare  kommt.  Zugleich  handelt  es  sich  hier  um 
ein  wichtiges  Problem  der  allgemeinen  Physik,  wo  ebenfalls  die  gegensei- 
tigen Beziehungen  von  Luft  und  Dampf  noch  keineswegs  mit  der  nöthigen 
Sicherheit  bisher  ermittelt  worden  sind.  Eine  Untersuchung ,  welche  ich 
in  dieser  Eichtung  angestellt  habe,  hat  nun  zu  einem,  wie  mir  scheint,  ent- 
scheidenden Resultate  geführt,  und  ich  glaube  Ihnen  um  so  melir  darüber 
Mittheilung  machen  zn  müssen,  als  das  erlangte  Resultat  mit  den  allgemein 
herrschenden  Ansichten  der  Physiker  und  Meteorologen  im  Widerspruche 
steht  und  auf  die  Noth wendigkeit  führt,  die  Grundsätze,  welche  bisher  hin- 
sichtlich des  Wasserdampfes  allgemeine  Geltung  gehabt  haben,  theilweise 
durch  neue  zu  ersetzen.' 

Des  Zusammenhanges  wegen  wird  es  vor  Allem  nothwendig  sein,  dass 
ich  mit  wenigen  Worten  den  Eutwickelungsgang  der  Lehre  vom  Dampf- 
drucke andeute. 

Als  Begründer  der  Lehre  vom  Verhalten  des  Wasserdampfes  haben 
wir  Dal  ton  zu  betrachten,  der  so  umfassende  und  gründliche  Versuche 
angestellt,  dass  durch  die  Arbeiten  späterer  Forscher  nichts  Wesentliches 
hinzugefügt  worden  ist.  Wenn  man  die  Versuche  Dalton^s  genau 
durchgeht,  so  wird  man  daraus  hauptsächlich  folgende  Ergebnisse  ableiten 
können : 

1)  Im  luftleeren  Räume  verdampft  das  Wasser  nur  so  lange,  bis  der 
Dampf  eine  bestimmte,  von  der  Temperatur  abhängige  Expansiv- 
kraft erlangt  hat,  so  dass  in  jedem  mit  Dampf  gesättigten  luftleeren 
Räume  einer  bestimmten  Temperatur  ein  bestimmter  Dampfdruck 
entspricht. 
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2)  Im  lufterftillten  Kautne  verdampft  eben  so  viel  Wasser,  wie  im  luft- 
leeren Räume,  und  das  Verhältniss  zwischen  Temperatur  und  Ex- 
pansivkraft  bleibt  sich  ganz  gleich,  ob  Luft  in  demselben  Räume 
sich  befindet  oder  nicht. 

3)  Die  Verdampfnng  des  Wassers  geht  im  luftleeren  Räume  schnell,  im 
Infterfüllten Räume  aber  sehr  langsam  vor  sich,  und  selbst  da,  wo 
sie  durch  stärkere  Luftbewegung  befördert  wird,  nimmt  sie  noch 
immer  beträchtliche  Zeit  in  Anspruch. 

In  solcher  Weise  wird  durch  Dalton^s  Versuche  die  Entwickelang 
und  Spannung  des  Wasserdampfes  im  luftleeren  und  lufterfüllten  Räume 
bestimmmt:  was  die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  Dampf 
ood  Laft,  wenn  sie  gleichzeitig  in  demselben  Räume  vorhanden  sind,  be- 
trifft, so  geben  die  Versuche  darüber  gar  keine  Auskunft,  und  diese  Lücke 
hat  Dal  ton  in  der  Weise  ausgefüllt,  dass  er  dem  zweiten  oben  angeführ- 
ten Satze  die  Auslegung  gab,  als  sei  zwischen  Dampf  und  Luft  gar  keine 
gegenseitige  Beziehung  vorhanden,  und  als  bestünden  sie  neben 
einander,  ohne  irgend  eine  mechanische  Einwirkung  auf  einander  auszu- 
üben. Es  ist  sonderbar,  dass  die  Physiker  unbedenklich  diesen  so  wichti- 
gen und  folgereichen  Lehrsatz  allgemein  angenommen  haben,  ohne  zu  be- 
achten, dass  er  eine  mögliche  aber  nicht  eine  nothwendige  Folgerung 
der  Versuche  bildet.  Nicht  minder  sonderbar  ist  es,  dass  die  Meteorologen 
die  von  Dalton  gemachte  Anwendung  auf  den  Wasserdampf  der  Atmo- 
sphäre gelten  Hessen,  und  eine  von  der  Luft  unabhängige  und  für  sich 
allein  im  Gleichgewichte  stehende  Dampf- Atmosphäre  annahmen,  ungeach- 
tet der  dritte  oben  angeführte  Satz  eigentlich  ausspricht,  dass  zwar  immer 
ein  normales  Verhältniss  angestrebt  wird  und  im  Herstellen  begriffen  ist, 
aber  nie  erreicht  wird,  weil  bei  den  beständig  eintretenden  Aenderuiigcn 
sn  einer  Ausgleichung  die  erforderliche  Zeit  gar  nicht  vorhanden  ist. 

Von  Zeit  zu  Zeit  sind  übrigens  gegen  das  Vorhandensein  einer  für  sich 
bestehenden  Dampf  -  Atmosphäre  Einwendungen  vorgebracht  worden. 
Bessel  hat  (Astron.  Nachrichten  No.  236)  den  Umstand  hervorgehoben, 
dass  bei  einer  solchen  Dampf- Atmosphäre  die  Expansivkraft  der  Überein- 
ander gelagerten  Schichten  nach  bestimmtem  Verhältnisse  abneh- 
men müsse,  dieses  Verhältniss  aber  verschiedenen  Beobachtungen  zu- 
folge in  der  Wirklichkeit  nicht  vorhanden  sei ;  seine  Argumente  scheinen 
jedoch  —  wohl  hauptsächlich  wegen  des  Mangels  an  hinlänglichen  Be- 
obachtungsdaton  —  keinen  Eindruck  hervorgebracht  zu  haben;  ebenso 
wenig  Beachtung  fanden  die  Versuche  von  Broun  in  Makerstoun  {Report 
io  Sir  Th.  Brisbane)  und  Jelinek  in  Prag  (Denkschriften  der  Wiener  Akad. 
math.-natnrw.  Glasse  II.  Bd.),  welche  durch  Versuche  nachgewiesen  haben, 
dass  an  verschiedenen,  ganz  nahe  aneinander  gelegenen  Localitäten,  wo 
gleicher  Barometerstand  beobachtet  wird,  der  Dunstdruek  sehr  ver- 
schieden JHieh  zeigen  kann.     Einer  der  eifrigsten  Gegner  der  Dalton'- 
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sehen  Theorie  war  E  s  p  y ,  der  (besonders  in  seinem  Second  Report  on  mtteo- 
rology)  mit  vielem  Scharfsinne  die  Mängel  derselben  aufdeckte,  ohne  jedoch 
einen  eigentlichen  Gegenbeweis  za  liefern.  Den  ersten  Beweis  von  der 
Unrichtigkeit  der  Theorie  glaube  ich  (Denkschriften  der  Münchner  Akad. 
math.-phys.  Ol.  Bd.  VIII.)  im  Jahre  1857  hergestellt  zu  haben ,  indem  ich 
durch  vielj übrige  Beobachtungen  zeigte,  dass  bei  geringem  Dunstdrucke 
das  Barometer  im  Mittel  eben  so  hoch  steht,  als  bei  hohem  Dunst-Drucke; 
zugleich  gab  ich  einen  leicht  auszuführenden  Versuch  an,  wo  im  Wider- 
spruche mit  der  Dal  tonischen  Theorie  eine  Dampfmasse  und  eine  Luft- 
masse, mit  einander  in  Communication  stehend,  sich  gegenseitig  das  Gleich- 
gewicht halten ,  ohne  dass  der  Dampf  in  die  Luft  oder  die  Luft  in  den 
Dampf  eindringt.  In  Folge  dessen  stellte  ich  den  Satz  auf,  dass  der  Dampf 
auf  die  Lufb  und  die  Luft  auf  den  Dampf  einen  Druck  ausübe,  und  die  At- 
mosphäre als  ein  Gemisch  von  feuchteren  und  trockeneren  Luftmassen  zu 
betrachten  sei.  Einen  zweiten  sehr  gründlichen  Beweis  gegen  die  Zulässig- 
keit  der  Dal  ton 'sehen  Theorie  lieferte  Strachey  in  einem  Vortrage,  den 
er  vor  der  Royal  Society  in  London  im  Jahre  1861  hielt.  Ausgehend  von 
Betrachtungen  ,  welche  im  Grunde  mit  den  von  Bessel  entwickelten 
gleichbedeutend  sind ,  gab  er  eine  Zusammenstellung  der  Beobachtungsre- 
sultate,  welche  auf  hohen  Bergen  und  bei  Luftballon- Expeditionen  erlangt 
worden  waren  ,  und  zeigte,  dass  sie  mit  der  Annahme  einer  für  sich  beste- 
henden Dampfatmosphäre  unvereinbar  sind.  Um  nur  einen  Punkt  hervor- 
zuheben, kann  hier  erwähnt  werden,  dass  die  Beobachtungen  von  Welsh, 
der  im  Ballon  bis  2^000  Fuss  sich  erhob,  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Druck 
zu  berechnen,  den  der  in  der  Atmosphäre  enthaltene  Dampf  an  der 
Erdoberfläche  ausüben  sollte,  das  auf  solche  Weise  gefundene  Resultat 
aber  nur  den  vierten  T heil  beträgt,  von  dem  wirklich  durch  das  Psy- 
chrometer angegebenen  Drucke.  Nach  der  Klarheit  der  Beweisführung 
und  der  grossen  Ueberein Stimmung  sämmtlicher  Beobachtungsresultate 
hätte  man  glauben  sollen,  dass  hiermit  eine  endgültige  Entscheidung  ge- 
wonnen sei ;  gleichwohl  finden  wir  noch  in  neuester  Zeit  den  y,Dmck  der 
trockenen  Luft"  und  den  „Druck  der  Dampfatmosphäre*'  von  einander  ge- 
trennt wie  zuvor.  Es  giebt,  glaube  ich;  kein  Mittel,  die  eingewurzelten 
Vorstellungen,  bei  denen  man  stets  auf  die  Dalton'schen  Gesetze" 
sich  beruft,  zu  beseitigen,  als  die  directe  Nachweisung,  [dass  die 
Dalton'schen  Gesetze  selbst  eine  wesentlicheUnrichtigkeit 
enthalten. 

In  dieser  Absicht  habe  ich  die  Eingangs  erwähnte  Versuchsreihe  vor 
Kurzem  unternommen.  Zunächst  überzeugte  ich  mich,  wie  äusserst  lang- 
sam der  Dampf  in  der  Luft  sich  von  einem  Theile  des  Raumes  auf  einen 
andern  ausbreitet,  wenn  man,  ohne  die  Communication  aufzuheben,  die  freie 
Oirculation  der  Luft  hemmt.  Die  Circulation  der  Luft  ist  es  hauptsächlich, 
welche  den  Dampf  von  der  verdunstenden  Oberfläche  fortträgt,  und  den 
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bereits  verbreiteten  Dampf  zain  Chlorkalk  behufs  der  Absorption  hinführt; 
man  sollte  fast  glauben,  dass  die  einzelnenLuftmolecule  an  die  Was- 
serfläche kommen  müssten,  um  sich  da  ihre  Feuchtigkeit  zu  holen,  und  an 
den  Chlorkalk,  um  ihre  Feuchtigkeit  abzugeben;  die  eigene  Expansivkraft 
des  Dampfes  ist  bei  der  Verbreitung  desselben  in  der  Luft  jedenfalls  von 
geringer  Bedeutung.  Wenn  man  demnach  eine  verschlossene,  mit  Luft  ge- 
füllte Röhre  ABCD  (Fig.  10,  Taf.  I)  hat,  und  eine  kleine  Quantität  Wasser 
etwa  durch  eine  OeflFnung  bei  yf/,  die  dann  gleich  zugemacht  wird,  auf  den 
Boden  AB  bringt,  so  fängt  das  Wasser  an,  allmählig  zu  verdampfen,  und 
der  Dampf  erhebt  sich  nach  Verlauf  einer  bestimmten  Zeit  bis  ab.  Wie 
wird  alsdann  der  Druck  auf  den  inneren  Wänden  der  Röhre  vertheilt  sein? 

Wenn,  wie  ich  durch  das  obenerwähnte  Experiment  zu  beweisen  ge- 
sucht habe,  der  Dampf  und  die  Luft  gegenseitigen  Druck  auf  einander  aus- 
üben, so  wirken  die  Expansiv kräfte  der  Luft  und  des  Dampfes  zusammen, 
so  dass  ihre  Summe  auf  allen  Punkten  der  inneren  Wand  drückt,  und 
wenn  man  den  Druck  des  Dampfes  für  sich  ausscheiden  will,  so  ist  er  eben 
so  gross,  als  wenn  die  vorhandene  Darapfmasse  im  ganzen  Räume  AB  CD 
gleichmässig  vertheilt  wäre.  Ganz  anders  wird  der  Erfolg  ausfallen,  wenn 
die  von  Dal  ton  aufgestellte  und  allgemein  von  den  Physikern  angenom- 
mene Ansicht  begründet  ist,  denn  da  dieser  Ansicht  zufolge  der  Dampf  in 
den  Zwischenräumen  der  Luftmolecule  sich  verbreitet,  ohne  auf  die 
Molecule  selbst  irgend  eine  mechanische  Wirkung  auszu- 
üben, so  kann  unter  den  oben  bezeichneten  Umständen  gar  k^n  Druck 
auf  die  innere  Wand  durch  die  Expansivkraft  des  Dampfes  entstehen,  und 
es  kommt  erst  dann  ein  Druck  zu  Stande,  wenn  der  Dampf  die  obere  Be- 
grenz nngsfläche  CD  erreicht. 

Der  hier  angedeutete  Zustand  i«t  nur  ein  vorübergehender;  ein 
ähnlicher  Zustand  kann  jedoch  permanent  hergestellt  werden  dadurch, 
dass  man  im  unteren  Räume  ABab  eine  höhere  ,  im  oberen  Räume  abCD 
eine  tiefere  Temperatur  erhält.  Bezeichnet  man  den  unteren  Raum  mit  K, 
den  obem  mit.K',  die  untere  Temperatur  mit  <,  die  obere  mit  t'  und  die 
entsprechenden  Expansivkräfte  des  Dunstes  mit  f{t)  und  f  (Of  dann  die 
Expansiv  -  Kräfte  der  eingeschlossenen  Luftmassen  mit  A(l-|-a/)  und 
k{\'\'  at')^  so  hat  man  nach  der  von  mir  vertretenen  Hypothese  die  Ex- 
pansivkraft der  Mischung 

während  nach  der  Dalton 'sehen  Theorie  die  Expansivkraft  blos 
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betragen  wird,  indem  der  mit  der  KraH  f(f)'f(/)  in  den  Ranm  ab  CD  tiber- 
gebende Dampf  sieb  condensiren  mnss.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass 
wenn  die  Temperatur  t'  des  oberen  Raumes  constant  bleibt,  die  Tempera- 
tur des  untern  Raumes  aber  allmäblig  zunimmt,  der  Druck  auf  die  obere 
Grenzfläche  CD  nach  der  Dal  tonischen  Theorie  nur  durch  die  Expansion 
der  Luft ,  nicht  aber  durch  den  neu  sich  entwickelnden  Dampf  vermehrt 
wird,  während  nach  meiner  Annahme  ausser  der  Wirkung,  welche  durch 
die  Expansion  der  Luft  zu  Stande  kommt,  eine  sehr  bedeutende  Vermeh- 
rung des  Druckes  durch  den  neu  gebildeten  Dampf  entsteht.  Da  sich  die 
hier  bezeichneten  Bedingungen  praktisch  ausführen  lassen,  so  haben  wir 
ein  einfaches  und  sicheres  Mittel ,  um  über  die  Richtigkeit  der  Dal  ton'- 
sehen  Theorie  eine  Entscheidung  zu  erhalten ,  und  es  handelt  sich  nur 
darum,  eine  zweckmässige  li)inrichtung  des  Experimentes  zu  tre-ffen.  Ich 
habe  folgende  Einrichtung  gewählt.  Eine  Glasröhre,  gebogen  in  der 
(Fig.  II,  Taf.  I)  dargestellten  Form,  war  am  einen  Ende  mit  einer  Kugel  K 
versehen,  am  andern  Ende  bei  e  offen,  und  enthielt  im  geraden  Theile  de 
einen  Quecksilbertropfen  q.  Der  gekrümmte  Theil  chd  der  Röhre  tauchte  in 
ein  mit  kaltem  Wasser  gefülltes  Gefäss  BB\  in  ein  Gefäss  ^^,  wo  sich  die 
Kugel  K  befand ,  konnte  abwechselnd  kaltes  und  warmes  Wasser  gebracht 
werden.  Zuerst  wurde  die  Kugel  mit  trockener  Luft  gefüllt,  und  der  Ver- 
such ergab,  dass,  wenn  die  Temperatur  von  15°,?  bis  41^8  zunahm,  der  Queck- 
silbertropfen um  11,47  Par.  Zoll  vorwärts  sich  bewegte.  Während  dieses 
Versuches  stand  das  im  Gefässe  BB  befindliche  Thermometer  auf  12®.  Dar- 
auf wurde  durch  Abbrechen  der  feinen  Spitze  a  die  Kugel  geöffnet,  etwas 
Wasser  hineingebracht  und  dann  die  Spitze  wieder  zugeschlossen.  Es 
wurde  nun  neuerdings  kaltes  und  warmes  Wasser  in  das  Gefäss  AA  ge- 
bracht, während  die  Temperatur  des  Rohres  unverändert  blieb,  und  dabei 
hätte  nach  Dal  ton 's  Theorie  eine  Temperatur  -  Erhöhung  von  15°,?  bis 
41",8,  wenn  der  Dampf  in  dem  Rohre  nicht  bis  zum  Quecksilbertropfen  vor- 
gedrungen war,  letztern  wieder  um  11,41  Zoll,  und  wenn  der  Dampf  vor- 
gedrungen war,  höchstens  um  -^  weiter  fortbewegen  sollen :  anstatt  dessen 
betrug  in  der  Wirklichkeit  die  Bewegung  nahe  das  Doppelte.  Die  genaue 
Messung  ergab,  dass,  wenn  die  Temperatur  von  15V  ^^^  ^»^  erhöht  wurde, 
schon  die  11,47  Zoll  zurückgelegt  waren. 

Ein  zweites  Glasrohr,  in  ähnlicher  Weise  geformt  und  mit  kleinerer 
Kugel,  gab,  so  lange  nur  trockene  Luft  in  der  Kugel  sich  befand ,  für  eine 
Temperatur-Erhöhung  von  14^,4  auf  44^24  eine  Bewegung  des  Quecksilber- 
tropfens von  12,86  Par.  Zoll,  und  nachdem  eine  kleine  Quantität  Wasser  in 
die  Kugel  gebracht  worden  war,  bewegte  sich  der  Quecksilbertropfen  um 
die  eben  erwähnte  Grösse,  wenn  die  Temperatur  von  14^4  auf  31°,1  stieg. 
Da  vermuthet  werden  durfte^  dass  der  Dampf  nach  längerer  Zeit  in  der 
Röhre  bis  zum  Quecksilbertropfen  vordringen  und  dann  einen  verschiede- 
nen Erfolg  hervorbringen  könne,  so  wurde  die  Kugel  eine  ganze  Stunde 
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im  warmen  Wasser  gelassen;  der  Stand  des  Qnecksilbertropfens  blieb  aber 
unverändert.  Auch  konnte  nach  Vollendung  des  Versuches  weder  in  der 
ersten,  noch  in  der  zweiten  Röhre  eine  Spur  von  Niederschlag  zwischen  c 
und  d  wahrgenommen  werden ,  so  dass  wahrscheinlich  der  Dampf  in  die 
Röhren  entweder  gar  nicht  oder  nur  bis  auf  eine  kleine  Strecke  eingedrun- 
gen ist.  In  dieser  Voraussetzung  würde  die  Beobachtung  fordern,  dass  die 
Zunahme  der  Expansivkraft  der  trockenen  Luft  von  15^7  bis  41^  eben  so 
gross  sei,  als  die  Zunahme  der  Expansivkraft  der  Luft  und  des  Wasserdam- 
pfes von  15V  bis  30*^^0,  und  dies  tri£Pt  auch  genau  zu,  denn  die  erstere  Zu- 
nahme berechnet  sich  auf  0,119,  und  die  letztere  beträgt 
für  die  Luft     .     .     .     0,070 

für  den  Dampf     .  _^^ 0,048 

also  zusammen     0,118 
Im  zweiten  Experimente  hat  man  die  Zunahme  der  Expansivkraft 
für  trockene  Luft  von  i4?,4  bis  44^24     ....     0,136 
dann 

für  Luft  von  14^4  bis  3l",l 0,076 

für  Dampf  von  14^,4  bis  bis  3l^l      .     .     .  _. 0,052 

also  zusammen     0,128 
wenig  von  der  vorhergehenden  Zahl  abweichend. 

Um  noch  grössere  Sicherheit  zu  erhalten,  modificirte  ich  den  Versuch 
in  folgender  Weise.  Der  Glasröhre  gab  ich  die  Form  Fig.  12  (Taf.  I) ,  die 
darin  von  der  früheren  Form  sich  unterscheidet,  dasß  bei  k  eine  Kugel  von 
ungefähr  derselben  Grösse  wie  die  Kugel  K  angeblasen  ist:  ausserdem 
wurde  das  Gefäss  BB  mit  zerstossenem  Eise  und  Wasser  angefüllt,  so  dass 
die  Temperatur  constant  auf  +  ^y^  erhalten  wurde.  Die  Resultate  waren 
wie  folgt : 

1)  wie  die  Röhre  mit  trockener  Luft  gefüllt  war ,  so  bewegte  sich  bei 
einer  Temperatur  -  Erhöhung  von  12°,7  auf  49^,2  der  Quecksilber- 
tropfen um  11,38  Par.  Zoll, 

2)  als  etwas  Wasser  in  die  Kugel  A  gebracht  wurde,  bewegte  sich  der 
Quecksilbertropfen  wieder  um  11,38  Par.  Zoll,  wenn  die  Temperatur 
von  12",7  auf  35°,3  stieg. 

Berechnet  man  die  Zunahme  der  Expansivkraft  wie  oben ,  so 
hat  man : 

für  trockene  Luft  bei  einem  Steigen  der  Temperatur  von 

12f^,7  auf  40^,2 0,174 

für  Luft  und  Dampf  zugleich  bei  einem  Steigen  der  Temperatur 

von  12^7  bis  35^3,  und  zwar  für  Luft 0,103 

für  Dampf    .     .     .     .     .     0,082 

zusammen     0,186 

Dieses  Resultat  ist  etwas  grösser,  als  das  für  trockene  Luft  erhaltene, 

und  es  möchte  daraus  vermuthet  werden,  dass  etwas  Dampf  von  der  Kugel 
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K  nach  k  gelangt  sein  müsse,  indessen  kann  die  Quantität  nnr  sehr  gering 
gewesen  sein,  denn  wenn  das  Gefass  AA  Wasser  von  constanter  Tempera- 
tur (13°)  enthielt  und  in  das  Gefäss  BB  abwechselnd  kaltes  und  warmes 
Wasser  gebracht  wurde,  so  war,  um  den  Quecksilbertropfeu  7,80  Par.  Zoll 
zu  bewegen,  ein  Steigen  der  Temperatur  erforderlich  wie  folgt : 

vor  den  obigen  Versuchen von  13^5  bis  47°,0 

nach  den  obigen  Versuchen von  13,5   bis  45,8 

und  nachdem  die  Kugel  A'  hierauf  noch 

zwei  Stunden  im  Wasser  von  35®  —  40° 

gestanden  hatte von  13°,5  bis  44°,6 

Aus  letzterer  Bestimmung  ist  zu  entnehmen,  dass  ungeachtet  so  lange 
Zeit  hindurch  in  der  Kugel  K  ein  bedeutender  Dampfdruck  fortwährend 
erhalten  wurde,  dennoch  in  die  Kugel  Ar  nicht  so  viel  Dampf  gelangt  war, 
als  nöthig  gewesen  wäre,  um  den  Raum  bei  einer  Temperatur  von 
0°  zu  sättigen,  obwohl  die  Oeffnung  des  Rohres  1,1  Par.  Linien  Durch- 
messer hatte. 

Aus  diesen  Versuchen  geht  unwiderlegbar  hervor,  dass  die  Dal  toni- 
sche Theorie,  insofern  sie  die  Luft  und  den  Dampf  als  von  einander  un- 
abhängig in  demselben  Räume  bestehend  voraussetzt,  völlig  unbegründet 
ist,  vielmehr  die  Luft  auf  den  Dampf  und. der  Dampf  auf  die  Luft 
einen  Druck  ausübt.  Dieser  Ausdrucksweise  bediene  ich  mich  hier 
nur,  um  den  Erfolg  darzustellen:  ich  hoffe  bei  einer  anderen  Gelegenheit 
zeigen  zu  können ,  dass  man  die  Feuchtigkeit  als  an  die  Luftmolecule  ad- 
härirend  betrachten  müsse,  und  dass  durch  eine  naturgemässe  Hypothese 
über  die  Expansion  trockener  und  feuchter  Luftmolecule  die  Erscheinungen 
einfach  erklärt  werden  können. 

Will  man  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Lehrsätze  auf  die  Ver- 
hältnisse des  Wasserdampfes  in  der  Atmosphäre  anwenden,  so  geht  vor 
Allem  daraus  hervor,  dass,  da  die  Verbreitung  des  Dampfes  in  der  Luft  nur 
sehr  langsam  zu  Stande  kommt  und  an  verschiedenen  Orten  je  nach 
der  Wärme  und  der  Grösse  der  offenliegenden  Wasserflächen  sehr  verschie- 
dene Dampfmengen  in  die  Luft  übergehen,  bezüglich  auf  die  Feuchtigkeit 
der  Luft  streng  genommen  keine  gesetzmässigen  Verhältnisse  bestehen. 
Allerdings  bewirken  die  beständig  vorhandenen  Luftströmungen  eine 
Durchmischung  der  trockeneren  und  feuchteren  Luftmasseu,  aber  nicht  in 
regelmässiger  Weise,  und  deshalb  besteht  zwischen  der  Feuchtigkeit  in 
verschiedenen  Punkten  des  Raumes  kein  strenges  Abhängigkeitsverhält- 
niss.  Insbesondere  erscheint  die  Vorstellung  einer  für  sich  bestehenden 
Dampfatmosphäre  als  unzulässig,  und  die  Angaben  des  Psychrometers  kön- 
nen nur  mehr  als  Ausdruck  der  localen  Feuchtigkeit  betrachtet 
werden. 

(Auszug  aus  einem  Schreiben  von  Prof.  Lamont  an  Herrn  Prof. 

Kämtz  in  Dorpat  d.  d.  München  den  28.  Angust  1862.) 
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Vn.  Wandernng  der  SpectrallinieiL  (Sitzungsberichte  der  kaiserl. 
Akademie  der  Wittseuschaften  Bd.  43,  S.  208;  ferner  Sitzungsberichte  der 
kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften,  1858,  Bd.  80,  S.  380;  Pogg.  Ann., 
Bd.  112,  S.  153;  Bd.  116,  S.  191.) 

Als  Dr.  Adolph  Weiss,  Docent  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien, 
die  Distanzen  der  Mitten  der  Absorptionsstreifen  in  Untersalpetersäure 
und  Chlorophylllösung  bei  verschiedenen  Dicken  der  absorbirenden  Sub- 
stanzen mass,  fand  er,  dass  die  Streifenmitten  bei  Verdickung  der  Schich- 
ten des  Absorbeus  zusammenrückten.  Die  Beobachtung  des  Chlorophyll- 
spectrams zeigte  die  Erscheinung  so  charakteristisch,  dass  sie  hierbei  bis 
in  Details  verfolgt  werden  konnte,  die  zu  einer  Erklärung  führten.  Dr. 
Weiss  fand  nämlich,  dass  in  Chlorophyillösung  die  Streifen  sich  mit  Ver- 
dickung der  Schicht  des  Absorbens  nach  dem  violetten  Ende  hin  in  sol- 
cher Weise  verdicken,  dass  dadurch  die  Wanderung  der  Streifenmitten 
erklärt  werden  konnte.  Die  wiederholte  Beobachtung  der  Absorptions- 
streifen von  Untersalpetersäure  herrührend,  führte  auch  für  diese  zur  näm- 
lichen Erklärnng.  Als  nun  Dr.  Weiss  die  gewöhnlichen  Frauenhofer'- 
Bchen  Streifen  bei  hohem  und  niederem  Sonnenstande  beobachtete,  fand 
er,  dass  bei  hohem  Sonnenstande  die  Distanzen  der  Mitten  der  Linien 
coDstant  zn  sein  schienen,  während  sich  bei  niederem  Sonnenstande  Ver- 
dickung einzelner  Linien,  somit  auch  Verschiebung  ihrer  Mitten  einstellte. 
Die  Abbildungen  der  Spectrallinien  von  Kirch  ho  ff  (Untersuchungen 
über. das  Sonnenspectrum),  welche  für  hohen  Sonnenstand  gelten,  bedür- 
fen hiemach  keiner  Correction.  Nach  seinen  sehr  genauen  Messungen 
sieht  Dr.  Weiss  noch  den  Schlnss  aus  seinen  Arbeiten:  „Für  Bestimmun- 
gen von  Brechungsexponenten,  welche  eine  Genauigkeit  von  nur  etwa 
drei  Decimalen  erfordern,  wie  es  in  vielen  Fällen  auch  ausreichend  ist, 
bleibt  das  Spectrum  des  Gases  der  Untersalpetersäure  natürlich  noch  immer 
nicht  nur  das  bequemste,  sondern  auch  ein  völlig  verlässliches  Mittel,  da 
für  geringe  Variationen  in  der  Dicke  oder  Dichte  sich  die  relative  Lage 
der  Spectrallinien  so  gut  wie  gar  nicht  ändert,  allein,  wo  es  darauf  an- 
kommt ,  Resultate  zu  erzielen ,  welche  etwa  die  5.  oder  6.  Decimale  noch 
sicher  haben  sollen,  wird  man  von  der  Anwendung  derselben  abstehen  und 
die  weit  zarteren  Frau^nhofer^schen  Linien,  welche  bei  nicht  gar  zu  tiefem 
Sonnenstande  gewiss  für  uftsere  Instrumente  absolut  constante  Distanzen 
haben ,  benutzen  müssen.^*  Dr.  K. 


YIIL  Die  Anwendbarkeit  von  Spectralbeobachtnngen  bei  der  che- 
misohen  Analyse.  —  Kirchhoff  (Untersuchungen  über  das  Sonnen- 
spectram  etc.)  hat  ein  charakteristisches  Spectrum  von  vielen  chemischen 
Elementen  erhalten,  indem  er  entweder  eine  geeignete  Verbindung  des 
Elementes  auf  Platindraht  in  die  Bunsen'sche  Flamme  brachte,  oder  den 
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Funken  eines  Ruhmkorf* sehen  Apparates  zwischen  Elektroden  überschla* 
gen  Hess,  welche  aus  den  Drähten  des  Elementes  gebildet  waren  und  in- 
dem er  das  entstehende  Licht  durch  seinen  vorzüglichen  Spectralapparat 
analjsirte.  Simmler  (Pogg.  Auu.,  Bd.  515,  S«  242  und  425)  hat  mit  einem 
minder  vollkommenen  Spectroakop  und  unter  Anwendung  der  Bunsen'- 
schen  Flamme ,  in  die  er  am  Platindraht  flüchtige  Verbindungen  der  Ele- 
mente brachte,  eine  grosse  Anzahl  von  Versuchen  gemacht  und  ist  hierbei 
zu  folgenden  Erfahrungen  gekommen :  l)  Viele  flüchtige  Verbindungen  der 
Elemente  veranlassen,  in  die  Flamme  gebracht  (vielleicht  weil  die  Tem- 
peratur der  Flamme  nicht  die  geeignete  ist) ,  gar  keine  bemerkenswerthe 
Erscheinung,  z.  B.  die  flüchtigen  Verbindungen  von  Magnesium,  Alumi- 
nium, Eisen,  Mangan,  Kobalt,  Nickel,  Chrom,  Uran  und  Zink.  2)  Nicht 
jede  gefärbte  Flamme  giebt  ein  durch  helle  Linien  unterbrochenes  Spec- 
trum;  so  geben  z.  B.  Phosphorsäure,  tellurige  Säure,  Molybdäusäure  ein 
continuirliches  Spectrum.  3)  Nur  die  elektropositivsten  Metalle  geben  ein 
Spectrum ,  in  dem  wenige  hellere  charakteristische  Linien  auftreten.  (Das 
erst,  nach  Beendigung  von  Simmler 's  Arbeiten  durch  Crookes  und 
Lamy  bekannt  gewordene  Thallium,  welches  physikalisch  dem  Blei, 
chemisch  aber  den  Alkalimetallen  ähnlich  ist,  zeichnet  sich  ebenfalls  durch 
eine  einzige  grüne  Linie  im  Spectrnm  aus.)  4)  Ausser  den  Alkali-  und 
Erdverbindungen  können  nur  folgende  Verbindungen  auf  dem  Spectral- 
wege  mit  der  Flamme  aufgefunden  werden:  Borsäure,  welche  3  grüne  und 
1  blaue  Linie  giebt;  Knpferchlorid ,  welches  15  helle  Linien  im  ganzen 
Spectrum  zeigt;  Manganchlorür ,  welches  4  grüne  und  1  violette  Linie 
zeigt.  —  Die  Untersuchungen  von  Simmler  zeigen  die  Grenzen  der  An- 
wendbarkeit der  Spectralanalyse ,  wenn  man  Gebrauch  von  der  Bunsen'- 
sehen  Flamme  macht.  Innerhalb  dieser  Grenzen  darf  jedoch  die  Spectral- 
analyse immer  nur  mit  der  grössten  Umsicht  augewendet  werden.  Mit- 
scherlich  (Pogg.  Ann.,  Bd.  116,  S.  495)  zeigt  nämlich,  dass  durch  Zusatz 
von  Beimischungen  zu  den  analysirten  Substanzen  Linien  neu  hinzu  kom- 
men oder  vorhandene  verschwinden.  So  z.  B.  entstehen  zwei  Linien  mehr, 
wenn  mau  Salmiak  und  Chlorbarium  spectralanalytisch  prüft,  als  wenn  man 
Chlorbarium  allein  anwendet.  Dr.  Kahl. 


IV. 

Theorie  des  Ausströmens  YoUkommener  Oase  aus  einem 
Gtol&sse  und  liires  Einstrtaiens  in  ein  solches. 

Von  JoH.  Bauschingee, 

Lehrer  an  der  königL  Gewerbe-  und  Handelssclinle  in  Fürth. 


-      <     .  §•  1- 

Die  theoretischen  Untersnchangen  ttber  die  in  der  Ueberschrift  be- 
seichneten  Erscheinungen  beschränken  sich  fast  allein  darauf ,  die  Ans- 
flnssgeschwindigkeit  eines  Gases  ans  einem  Behälter,  in  welchem  es  einen 
gewissen  Druck  besitzt,  in  einen  Banm,  in  welchem  ein  kleinerer  Druck 
stattfindet,  zu  bestimmen. 

Poncelet  in  seinem  „Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik  auf 
Maschinen'*  findet  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  einer  gasförmigen  Flüs- 
sigkeit durch  die  Oeffnung  a>  eines  Gefösses  (Flg.  1,  Taf.  II),  in  welchem 
in  Folge  der  Einwirkung  auf  den  abwärts  gehenden  Stempel  0  der  Druek 
p  auf  die  Flächeneinheit  herrscht,  während  aussen  der  Druck  p  auf  die 
Flächeneinheit  sUttfindet: 


.)  ---      ^     -    "' 


wo  9  und  V  die  specifischen  Volumina  (Volumen  der  Gewichtseinheit)  des 
Gases  in  und  ausser  dem  Gefässe,  a  und  0  bezüglich  die  Grösse  der  Aus- 
ilnssöffnnng  und  Stempelfläche,  h  die  Höhe  des  Schwerpunktes  der  Stempel- 
fliehe  fiber  den  der  Ausflussöffnung  und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
beseichnet.  Log  bedeutet  den  natürlichen  Logarithmus.  —  Poncelet 
macht  bei  der  Entwickelung  dieser  Formel  die  Voraussetzung,  dass  das 
Gs8,  indem  es  sich  so  ausdehnt,  dass  sein  Druck  von  p  auf /?'  herabsinkt, 
das  Mariotte'sche  Geseta  befolge ,  dass  also  eine  Temperatnrreränderung 
nieht  sUttfinde. 

FUr  den  Fall,  dass  h  gegen  pv  Log  ^,  sehr  klein  ist,  was  besonders  bei 

ZtlUchrm  f.  HaIhMMUk  a.  Pbysik.  Vili,  S.  6 
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geringer  Höhe  des  Ausflussbehälters  angenommen  werden  darf,  und  ftir 
den  Fall,  dass  0  bedeutend  das  oi  überwiegt,  erhält  man  aus  obiger  die 
einfachere  Formel : 


b)  7  =  ]/' 


2gpvLog^, 


welche  wiederum  für  geringere  Druckunterschiede  in  und  ausser  dem  Ge- 
fässe  in  die  folgende  einfachste  und  gewöhnlich  angewandte  übergeht : 


c)  y  =  j/i9Pv(i~^). 


Diese  Formel  stimmt  mit  der  für  den  Ausfluss  tropfbarer  Flüssigkeiten 
über  ein  und  wird  in  vielen  Lehrbüchern  der  Physik  und  Mechanik  nn* 
mittelbar  von  dieser  herübergenommen ,  indem  man  von  der  Zusammen- 
drückbarkeit  des  Gases  abstrahirt  und  annimmt,  dass  es  mit  der  constan- 
ten,  im  Innern  des  Behälters  herrschenden  Dichtigkeit  aus  der  Oeifnung 
trete. 

Weisbach  berücksichtigt  in  seinem  „Lehrbuch  der  Ingenieur-  und 
Maschinenmechanik *S  I.  Bd.,  S.  818  auch  die  Temperatnrändernngen, 
welche  nothwendig  stattfinden  müssen,  wenn  der  Druck  des  Gases  plötz- 
lich von  p  auf  JE?'  herabsinkt,  indem  er  statt  des  einfachen  Mariotte'schen 
Gesetzes  p 9  =/>V  das  sogenannte  erweiterte 


H^' 


ZU  Grunde  legt,  wo  x  das  Verhältniss  ~   der  specifischen  Wärme  c  des 

Gases  bei  constantem  Druck  zu  der  c,  bei  constantem  Volumen  bezeichnet. 
Er  findet  so  für  die  Ausfiussgesch windigkeit: 

.)  r=/.....-^[.-(|)"]. 

Für  jc  =  00 ,  also  unter  der  Annahme ,  dass  —  =  (  - ? )  =  1,  d.  h.  also  unter 

V       \pj 

der  Voraussetzung,    dass  keine  Ausdehnung  des  Gases   beim  Ausflüsse 

selbst,   insoweit   sie  die  Geschwindigkeit  beeinflussen  kann,   stattfindet, 

folgt  aus  dieser  letzteren  Formel  wieder  die  c). 

Alle  diese  Formeln  sind  nur  anwendbar,  wenn  entweder  der  Druck 
und  die  Dichtigkeit  des  Gases  in  und  ausser  dem  Gefässe  constant  bleibea, 
oder  wenn  sie  wenigstens  in  dem  Aagenblick,  für  welchen  die  Ausflussge- 
schwindigkeit  zu  bestimmen  ist,  bekannt  sind. 

In  einem  Geßtsse  von  constantem  Inhalt,  aus  welchem  ein  Gas  aus- 
strömt, ohne  dass  es  in  demselben  Maasse  wieder  ersetzt  wird,  oder  in 
einem  Gefässe  von  gleicher  Beschaffenheit,  in  welches  Gas  einströmt,  sind 
der  Druck  und  die  Dichtigkeit  in  steter  Veränderung  begriffen.  Weis- 
bach  bestimmt  diese  Aenderungen   für  den  Fall  des  Ausströmens  eines 
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Oases  aus  einem  Gefässe  nnter  der  Voraussetzung,  dass  die  Temperatur 
hl  letBterem  constant  bleibt,  und  unter  der  Zugrundelegung  der  Formel  c) 
für  die  Geschwindigkeit. 

Aber  die  Ausflussgeschwindigkeit  der  Gase  ist  meist  so  gross ,  und  die 
dadurch  hervorgebrachten  Aenderungen  des  Druckes  und  der  Dichtigkeit 
in  den  betreffenden  Gefässen  gehen  so  rasch  vor  sich ,  dass  stets  eine  grös- 
sere oder  geringere  Temperaturerhöhung  oder  -Erniedrigung  in  den  letz- 
teren stattfinden  muss.  Es  wird  daher  nothwendig,  die  Aenderungen  des 
Druckes  und  der  Dichtigkeit  sowohl,  als  auch  der  Temperatur  in  einem 
Gefasse,  aus  welchem  Gas  ausströmt,  oder  in  welches  Gas  einströmt,  unter 
der  Voraussetzung  kennen  zu  lernen,  dass  dem  Gefösse  während  jener 
Vorgänge  weder  Wärme  entzogen ,  noch  solche  mitgetheilt  wird.  Dies  ist 
die  hauptsächlichste  Aufgabe  der  nachstehenden  Untersuchungen,  die,  wie 
ich  glaube,  besonders  in  physikalischer  Beziehung  interessante  Kesultate 
ergeben  haben  und  eine  schöne  Anwendung  der  mechanischen  Wärme- 
theorie bilden.  Wenn  ich  dabei  auch  die  Formel  d)  für  die  Ausflussge- 
schwindigkeit nochmals  entwickelt  habe ,  so  war  das  für  den  Zusammen- 
hang des  Ganzen  nothwendig;  übrigens  ist  meine  Entwickelung  von  der 
Weisbach'schen  gänzlich  verschieden. 

Der  zunächst  liegende  Weg  für  die  eben  bezeichneten  Untersuchun« 
gen  bietet  sich  natürlich  vom  Standpunkte  der  mechanischen  Wärmetheorie 
aus  dar,  und  auf  diesem  Wege  werden  dieselben  auch  ziemlich  einfach. 
Nur  muss  man  eine  Voraussetzung,  die  man  fast  in  allen  Arbeiten  auf  die- 
sem Gebiete  trifft,  und  durch  welche  man  sich,  wie  mir  scheint,  Unter- 
suchungen wie  die  vorliegenden  sehr  erschwert  hat,  fallen  lassen.  Man 
nimmt  nämlich  gewöhnlich  an,  dass  ein  Gas  oder  irgend  ein  anderer  Kör- 
per, der  plötzlich  einem  geringeren  Druck  von  aussen  als  bisher  ausgesetzt 
wird  und  sich  in  Folge  dessen  ausdehnt,  bei  dieser  Ausdehnung  einen 
Widerstand  Überwindet,  der  geringer  als  seine  Spannung  ist.  Durch  diese 
Annahme  werden  aber  die  gewöhnlichen  Formeln  der  mechanischen  Wärme- 
theorie unbrauchbar,  da  bei  ihrer  Entwickelung  vorausgesetzt  wird,  dass 
bei  der  Ausdehnung  oder  Zusammendrückung  eines  Körpers  stets  ein  sei- 
ner Spannung  gleicher  Widerstand  überwunden,  bezüglich  eine  jener 
Spannunic  gleiche  Kraft  aufgeboten  wird.*)  —  Wie  ich  mir  die  Sache 
denke,  bat  jeder  Körper,  indem  er  sich  in  Folge  seiner  Spannkraft  aus- 
dehnt, unter  allen  Verhältnissen  einen,  dieser  Spannung  gleichen  Wider- 
stand zu  Überwinden.  Wenn  der  äussere  Gegendruck  kleiner  als  diese 
Spannkraft  ist,  so  werden  die  in  Bewegung  zu  setzenden  Theile,  seien  nun 
diese  ein  vor  sich  herzuschiebender  Kolben  oder  blos  Moleküle  des  sich 
ausdehnenden  Körpers  selbst  oder  beide  zugleich ,  gezwungen,  eine  immer 


*)  Vergl.  z.  B.  Zeuner,  „Grandzüge  der  mecbanischen  Wärmetheorie ,**  S.  54 
und  127. 
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grössere  und  grössere  Geschwindigkeit  anzunehmen;  sie  erhalten  also  eine 
gewisse  Beschleunigung ,  die  in  jedem  Augenblicke  dem  Ueberschuss  der 
Spannung  des  Körpers  über  den  äusseren  Gegendruck  proportional  ist. 
Und  der  Widerstand,  welchen  in  Folge  ihrer  Trägheit  die  zu  bewegenden 
Theile  dieser  Beschleunigung  ihrer  Bewegung  entgegensetzen,  ist  nach 
dem  Princip  der  gleichen  Wirkung  und  Gegenwirkung  genau  gleich  dem 
Unterschiede  der  Spannung  und  des  äusseren  Gegendrucks«  Freilich  er- 
halten jene  Theile  mit  wachsender  Geschwindigkeit  auch  eine  immer  gros- 
ser  werdende  lebendige  Potenz  (so  nennen  wir  hier  nach  dem  Vorgange 
französischer  Mechaniker  mit  Jelly  und  Anderen  das  halbe  Product  aus 
der  Masse  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Körpers,  oder  die 
halbe  lebendige  Kraflt  desselben) ,  sie  sammeln  so  zu  sagen  immer  mehr  an 
Arbeit  in  sich  auf,  welche  in  dem  Falle ,  dass  sie  wieder  zur  Ruhe  kommen, 
zur  Leistung  einer  genau  ebenso  grossen  Arbeit  verwendet,  oder  auch  — 
im  Sinne  der  mechanischen  Wärmetheorie  —  in  ihr  Aequivalent  von 
Wärme  verwandelt  werden  kann. 

Dies  sind  die  Anschauungen ,  welche  den  nachfolgenden  Entwickelun- 
gen,  die  ganz  auf  dem  Boden  der  mechanischen  Wärmetheorie  stehen,  zit 
Grunde  liegen.  Ich  glaube ,  die  Eesultate  dieser  Entwickelungen  werden 
ihre  Richtigkeit  sowohl ,  wie  ihre  Anwendbarkeit  bestätigen  und  dadurch 
eine  nicht  unbedeutende  Stütze  der  mechanischen  Theorie  der  Wärme 
bilden. 

§.2. 

Die  Aufgabe,  welche  ich  mir  in  vorliegender  Abhandlung  gestellt 
habe,  ist  die  folgende: 

In  einem  Gefässe  ABCD  (Fig.  2,  Taf.  II),  dessen  Wände  für  die  Wärme 
undurchdringlich  vorausgesetzt  werden,  und  dessen  inneres  Volumen  con- 
stant  gleich  V  sei,  befinde  sich  ein  vollkommenes,  d.  h.  das  Mariotte-Gay- 
Lussac'sche  Gesetz  befolgendes  Gas  von  dem  anfänglichen  Drucke  po  auf 
die  Flächeneinheit Y  der  Temperatur  /«  und  dem  specifiscben  Volumen 
(Volumen  der  Gewichtseinheit)  v^\  in  einem  zweiten,  dicht  daran  befind* 
liehen  Gefässe  DCEF  von  derselben  Beschaffenheit  wie  jenes  und  dem  con- 
stauten  Inhalt  V'  sei  die  nämliche  Gasart,  jedoch  von  dem  anfänglichen 
Drucke  Po',  der  Temperatur  i^  und  dem  specifiscben  Volumen  v^  enthalten. 
Der  Druck  p^  im  ersten  Gefäss  sei  grösser  als  der  p^  im  zweiten.  —  Wenn 
nun  beide  GefUsse  durch  eine  Oe&nng  o»  in  sehr  dünner  Wand  miteinander 
in  Verbindung  gesetzt  werden,  so  dass  das  Gas  von  Fnach  V  überströmt: 
welches  ist  zu  irgend  einem  Zeitpunkt  während  dieses  Ueberströmens  der 
Zustand  des  Gases  in  dem  Ausströmungsg^pfäss  V  sowohl,  wie  in  dem  Ein- 
strömnngsgefäss  V']  wie  gross  ist  ferner  die  Geschwindigkeit  des  durch 
die  Oeffnung  fliessenden  Gasstromes  in  eben  jenem  Augenblicke;  in  wel- 
chem Zustande  befindet  sich  das  Gas  in  jedem  der  beiden  Gefässe  zu  Ende 
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des  Vorganges,  nnmittelbar,  nachdem  das  Ueberströmen  aufgehört  hat, 
der  Druck  in  beiden  Gefössen  also  gleichgross  geworden  ist,  und  welche 
Gasmenge  ist  bis  dahin  übergegangen;  welche  Arbeit  endlich  wird  von 
dem  im  Ansströmnngsgefäss  enthaltenen  Gase  geleistet  und  von  dem  im 
EinströmungsgefKsse  befindlichen  aufgenommen?  Etwa  stattfindende  Kei- 
bnngshindemisse  werden  unberücksichtigt  gelassen,  weshalb  wir  die  Oeff- 
nung  in  sehr  dünner  Wand  und  beide  Gefässe  unmittelbar  nebeneinander 
stehend  oder  doch  nur  durch  ein  sehr  kurzes  und  weites  Röhrenstück  ver- 
bunden voraussetzen. 

Wir  nehmen  als  Einheit  des  Längen-,  FlSchen-  und  Körpermaasses 
den  Meter,  Quadrat-  und  Cubikmeter  und  als  Einheit  des  Gewichtes  oder 
Druckes  das  Kilogramm.  Die  Temperatur  drücken  wir  in  Graden  der 
Centesimalscala  aus. 

Bevor  wir  jedoch  zur  Lösung  unseres  Problems  übergehen,  mögen 
noch  folgende  geschichtliche  Erinnerungen  und  Bemerkungen  ihre  Stelle 
finden. 

Bekanntlich  hat  Gaj-Lussac*)  zuerst  den  Versuch  gemacht,  einen 
mit  Gas  gefüllten  Ballon  mit  einem  gleich  grossen  luftleeren  in  Verbindung 
zu  setzen;  er  fand  eine  Temperaturerniedrigung  in  dem  ersten  und  eine 
gleichgrosse  Temperaturerhöhung  in  dem  zweiten  Ballon;  ausserdem  er- 
gaben sich  diese  Temperaturänderungen  um  so  kleiner,  je  geringer  die 
Spannkraft  des  Gases  in  dem  ersten  Ballon  war,  und  zwar  war  Gay- 
Lussac  geneigt,  die  Temperatnränderungen  den  Aenderungen  der  Dich- 
tigkeit proportional  zu  setzen.  Damals  setzte  namentlich  die  Temperatur- 
erhöhung in  dem  vorher  ausgepumpten  Geföss  in  Erstaunen;  man  hatte, 
da  sich  das  Gas  auch  in  ihm  ausdehnt ,  ebenfalls  eine  Temperaturerniedri- 
gnng  erwartet.  Eine  Erklärung  des  Phänomens  giebt  Gay-Lussac  nicht; 
er  bestreitet  nur  die  Ansicht,  dass  dem  Vacuum  Wärme  zuzuschreiben  sei, 
oder  dass  die  Temperaturerhöhung  aus  der  Zusammendrückung  des  weni- 
gen ,  im  ausgepumpten  Ballon  noch  enthaltenen  Gases  erklärt  werden  müsse. 

Clement  und  Desormes  fanden  die  Versuche  Gaj-Lussac's 
bestätigt  und  suchten  die  räthselhafte  Erscheinung  der  Temperatur- 
erhöhung im  ausgepumpten  Ballon  durch  Annahme  einer  Wärmecapacität 
und  Temperatur  des  Vacuums  zu  erklären. 

In  neuerer  Zeit  lenkte  Assmann**)  wieder  das  Augenmerk  auf  die 
Gaj-Lussac'schen  Versuche  und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Tem- 
peraturerhöhung in  dem  zweiten  Ballon  aus  den  Principien ,  wie  er  sie  in 
seinem  Aufsatze  entwickelt,  unerklärlich  sei:  es  müs&te,  meint  er,  in  dem- 
selben, da  sich  die  Luft  in  ihm  ausdehnt,  eine  Temperatur- Erniedri - 
gung,  keine  -Erhöhung  eintreten. 


*)  Gilberts  ÄDnalen ,  Bd.  30,  S  249. 
**)  Poggendorff '8  Annalen ,  Bd.  85,  8.  34. 
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Nachdem  endlich  noch  Joule  jene  Versuche  wiederholt  und  die  Tem- 
peraturlinderungen genau  gemessen  hat,  kommt  auch  Koosen^}  noch- 
mals auf  sie  zu  sprechen  und  deutet  zum  ersten  Mal  den  richtigen  Ge- 
sichtspunkt an,  aus  welchem  sie  erklärt  werden  müssen,  indem  er  bemerkt, 
„dass  die  Ausgleichung  der  Spannung  zwischen  dem  vollen  und  luftleeren  * 
Gefässe  nicht  plötzlich  geschieht,  sondern  einer  gewissen  Zeit  bedarf,  in 
deren  einzelnen  Abschnitten  die  im  gefüllten  Geßisse  befindliche  Luft,  um 
in  das  leere  oder  nur  zum  Theil  gefüllte  überzutreten ,  allerdings  eine  Ar- 
beit zu  leisten  hat,  indem  sie  den  Widerstand  der  schon  im  vorher  leeren 
6e fasse  befindlichen  Luft  überwindet/^  Mit  dem  im  Uebrigen  von 
Koosen  eingeschlagenen  Weg  kann  ich  mich  jedoch,  wie  meine  folgende 
Behandlung  zeigt,  nicht  einverstanden  erklären.  Uebrigens  werden  die 
nachfolgend  angestellten  Untersuchungen  zeigen,  dass  sich  die  Temperatur- 
erhöhung im  Einströmungsgefllss ,  auch  wenn  es  ursprünglich  ganz  luftleer 
ist,  ganz  ungezwungen  und  natürlich  ergiebt,  und  zwar  in  letzterem  Falle, 
ohne  irgend  eine  Hypothese  über  die  „Temperatur  des  luftleeren  Eaumes^* 
annehmen  zu  müssen. 

Ich  gehe  nun  an  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

§.3. 

Das  Ucberströmen  des  Gases  aus  dem  Gefässe  V  in  das  Gefiiss  V'  ge- 
schieht natürlich  nicht  in  der  Weise,  dass  das  Gas  bis  zum  Eintritt  in  die 
Oeffnung  «u  den  im  Gefäss  V  herrschenden  Druck  behält  und  unmittelbar 
nach  dem  Verlassen  dieser  Oeffnung  plötzlich  den  im  Gefässe  V'  statt- 
findenden Druck  annimmt.  Der  wahre  Vorgang  ist  sicherlich  der,  dass 
das  Gas  in  dem  Ausströmungsgefässe  F,  indem  es  von  allen  Seiten  her 
gegen  die  Oeffnung  strömt,  schon  eine  Strecke  vor  dieser  anfängt,  sich 
auszudehnen,  und  dass  seine  Spannung  allmälig  abnimmt,  bis  es  eine  ge- 
wisse Strecke  hinter  der  Oeffnung  den  Druck  des  Gases  in  dem  Einströ- 
mungsgefässe  V\  wie  er  eben  dort  herrscht,  annimmt  Wenn  wir  also  in 
irgend  einem  Augenblicke  während  der  Bewegung  des  Gases  den  Druck 
(auf  die  Flächeneinheit,  wie  immer  im  Nachfolgenden)  die  Temperatur 
und  das  specifische  Volumen  in  dem  Gefässe  V  bezüglich  mit  p,  ^,  p  und  in 
dem  Gefässe  V'  mit  p\  i\  v  bezeichnen,  so  stellen  wir  uns  vor,  dass  bis 
zur  Fläche  ab  vor  der  Oeffnung  der  Druck  des  Gases  im  Gefässe  V  durch- 
weg gleich  p  sei ,  dass  er  von  dieser  Fläche  an  bis  zu  der  auf  der  anderen 
Seite  der  Oeffnung  gelegenen  Fläche  cd  stetig  abnehme  und  in  dieser  letz- 
teren endlich  die  Grösse  des  im  Gefässe  V'  eben  herrschenden  Druckes  p' 
erhalte.  Ebenso  denken  wir  uns  die  ganze  Gasmasse  in  dem  Gefässe  V 
bis  zur  Fläche  ah  hin  als  ruhig  und  nur  allmälig  sich  ausdehnend,  wäh- 
rend in  der  Fläche  a 6  die  Gasmoleküle  anfangen  sich  zu  bewegen,   ihre 


*)  Pogjrendorff's  Annalen,  Bd.  89,  S.  449. 
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• 

Geschwindigkeit  allmälig  vergrössern  und  endlich  beim  Darchgange  durch 
die  Fläche  cd  das  Maximum  ihrer  Geschwindigkeit,  die  eigentliche  Aus- 
flussgeschwindigkeit  y,  erreichen ;  was  von  da  ab  noch  mit  ihnen  vorgeht, 
wird  Aufgabe  der  Betrachtung  des  weiteren  Vorganges  im  £inströmungs- 
gefiUse  sein. 

üeber  die  Grösse  und  Form  der  Flächen  ab  und  cd  werden  wir  hier 
keine  weiteren  Voraussetzungen,  die  sich  natürlich  nur  auf  angestellte  Ver- 
suche stützen  könnten ,  machen  und  zu  machen  brauchen ;  nur  das  werden 
wir  bei  der  Unkenntniss,  in  der  wir  uns  über  sie  befinden,  später  anneh- 
men müssen,  dass  sie  nicht  weit  von  der  Oeffnung  entfernt  liegen,  sodass 
die  zwischen  ihnen  und  der  Oeffnung  gelegenen  Räume  gegen  den  Inhalt 
der  ganzen  Gefässe  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Denken  wir  uns  in  dem  in  Betracht  gezogenen  Augenblicke  unmittel- 
bar vor  der  Fläche  ab  eine  unendlich  kleine,  in  dem  Räume  zwischen  ab 
und  a'b'  enthaltene  Gasmasse  dm  vom  Volumen  dV  gelegen,  wobei  wir 
hier  und  in  Zukunft  der  Kürze  halber  unter  dem  Worte  Gasmasse  und  der 
Bezeichnung  m  nicht  eigentlich  die  „Masse^S  sondern  das  Gewicht  des  in 
Rede  stehenden  Gasquantums  verstehen  werden.  —  Diese  Gasmasse  dm 
hat  natürlich  den  Druck  p ,  die  Temperatur  t  und  das  specifische  Volumen 
r,  wie  sie  im  Gefässe  V  eben  bestehen.  Verfolgen  wir  nun  den  Weg  dieser 
Oasmasse  durch  den  Raum  abcd^  bis  sie  als  die  in  dem  Räume  zwischen 
cd  und  cd'  enthaltene  gleiche  Luftmasse  dm  vom  Volumen  dV\  dem 
Drucke  p\  wie  er  eben  im  GefUsse  V"  stattfindet,  einer  noch  zu  bestimmen- 
den Temperatur  (/')  und  einem  noch  zu  bestimmenden  specifischen  Vo- 
lumen (jp)  mit  der  gesuchten  Geschwindigkeit  y  austritt.  Die  während  die- 
ses Vorganges  auf  die  Gasmasse  wirkenden  und  in  derselben  thätigen 
Kräfte  und  ihre  Arbeitsleistungen  sind : 

1.  Die  Gasmasse  dm  dehnt  sich,  ohne  dass  ihr  Wärme  von  Aussen 
mitgetheilt  oder  entzogen  würde,  wie  wir  wegen  der  Schnelligkeit  des  Vor- 
ganges wohl  annehmen  dtirfen ,  und  unter  fortwährender  Verrichtung  einer 
ihrem  Drucke  entsprechenden  Arbeit  aus,  bis  ihr  Druck  von  p  auf  p'  her- 
abgesunken ist.  Die  mechanische  Wärmetheorie  lehrt,  dass  dann  ihre 
Temperatur  (i')  und  ihr  specifisches  Volumen  {v)  durch  die  Formeln 

gefunden  werden,  wo  a  die  sogenannte  absolute  Temperatur  des  Null- 
punktes, 273°  C,  und  x  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen  bezeichnet,  eine  Zahl, 
welche  bei  atmosphärischer  Luft  ungefähr  den  Werth  1,41  hat.  Für  voll- 
kommene Gase,  wie  allerdings  streng  genommen  wohl  kaum  eines  existirt, 
darf  bekanntlich  diese  Zahl  x  als  constant  betrachtet  werden,  was  wir  ic 
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der  Folge  immer  thun  wollen.  Allerdings  begehen  wir  dann  bei  der  An- 
wendung unserer  Resultate  auf  wirkliche  Gase  einen  geringen  Fehler,  den 
wir  aber,  sowie  auch  den,  der  aus  der  Anwendung  des  Mariotte  -  Gay  -  Lus- 
sac^schen  Gesetzes  auf  solche  Gase  entspringt ,  hier  vernachlässigen. 

Die  bei  jener  Ausdehnung  der  Gasmasse  dm  geleistete  Arbeit  ist  nach 
den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie : 

3)  d^.  =  -ic.  dm  [(<')-<], 

wo  —  das  sogenannte  mechanische  Aeqniralent  der  WKrme  oder  die 

Zahl  424  Kilogrammeter  und  C|  die  specifische  Wärme  unseres  Gases  bei 
constantem  Volumen  bezeichnet.  Der  obige  Werth  von  dA^  schreibt 
sich  auch: 


df^^=_^c^rfinf^-i-^M^  '  ^') 


und  geht  nun  mit  Benutzung  der  Formel  2)  Über  in: 

2.  Während  des  Durchflusses  durch  den  Raum  ab  cd  (Fig.  2)  finden 
von  beiden  Seiten  her  Drückungen  gegen  die  Gasmasse  dm  statt,  deren 
Arbeitsleistungen  einfach  folgendermaassen  bestimmt  werden  können :  Sei 
durch  ah  cd  (Fig.  3,  Taf.  11)  der  in  Fig.  2  mit  denselben  Buchstaben  be- 
zeichnete Raum  nochmals ,  vergrössert  und  in  anderer  Gestalt ,  auf  welche 
es  hier  gar  nicht  ankommt,  dargestellt;  ebenso  seien  ah'ba  und  cd' de 
(Fig.  3)  die  in  Fig.  2  mit  den  nämlichen  Buchstaben  bezeichneten  Räume. 
Die  Gasmasse  dm  vom  ursprünglichen  Volumen  ab' ha  =  dF'  nehme  nach 
und  nach  die  Räume  abb^a^  =  dV^ ,  a^b^b^a^  =  dV^^  ^t^t^s^s  =  ^^a  •  •  • 
a^bndc^=^dVfi^\  und  endlich  cdd'c  =^dV'  ein.  In  den  Querschnitten 
a6,  ^1^1,  a,6,,  0(6, . .  .On&A,  cdy  cd'^  oder  vielmehr,  wie  wir  annehmen, 
in  den  ganzen  vor  ihnen  liegenden  Räumen:  a'b'ba,  abb^a^^  Ai^i^t^? 
a^bfb^a^  •  • .  an^ibtg^ibuOn ,  a^hndc^  cdd'c  sollen  die  bezüglichen  Drückun- 
gen :  Pf  Pi  f  Pi ,  Ps  •  •  •  Pnt  Pii-f  1 )  P  herrschen ,  so  ist  die  durch  diese  Drückun- 
gen  geleistete  Arbeit : 

während  dm  von  a'b'ba         nach  abb^ a^  übergeht  gleich  pdV — PidV^ 
„         „      „    abh^a^  „     a^b^b^a^       „  „     PidV^ — PtdV^ 


„  fl«-lfcn-l&«a«„      anbndc         „  „  Parf^ii'— Pn+lrf^^n+l 

„    a^b^dc  „     cdd'c  „  „  p«+i<^F;i-f.|— p'</F', 
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Die  Summe  dieser  einzelnen  Arbeitsleistungen,  also  die  Gesammt- 
arbeit,  gethan,  während  dm  von  ab'ba  nach  cdd'c  übergeht,  ist,  wie 
leicht  ersichtlieh : 

wobei 

dV     dr 

folglich  wird 

dA^  ssapv  dm — p'{v)  dm  =  pv  dm\  1 —  —  .  —  L 
oder  mit  Benntaung  der  Formel  1) 

5)  dJ^  =p  »  rfm  [l  —  (- j^J  • 

Nun  ist  das  Hariotte-Gay-Lussac'sche   Gesetz   ausgedrückt  durch   die 
Formel 

wo  R  eine  Constante,  gleich     _?  °  ,  bezeichnet,  unter  p«»  ^q^  ^o  I^r^ck,  spe- 

eifisches  Volumen  und  Temperatur  des  Gases  in  irgend  einem  bestimmten 
Zustande  yerstanden. 

Für  atmosphärische  Luft  fand  bekanntlich  Begnault  bei  der  Tem- 
peratur /^  =  0  und  dem  Drucke  p^  yon  einer  Atmosphäre,  gleich  10334 

Kilogramm  auf  den  Quadratmeter,  den  Werth  für  —  (Gewicht  der  Volumen- 
einheit) gleich  1,2032  Kilogramm,  woraus 

R  =  29,272 
folgt.     Für  andere  Gase  darf  diese  Zahl  nur  mit  deren  specifischem  Ge- 
wichte in  Bezug  auf  Luft  dividirt  werden. 

Hit  Benutzung  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetzes  wird  der 
Werth  fürrf^t: 

6)  dJ^=^Ria  +  t)dm[l-(^yT^. 

3«  Die  Wirkung  der  Schwere  auf  das  Element  dm  yernachlässigen 
wir  hier. 

Die  auf  die  Gasmasse  dm  übertragene  und  yon  ihr  selbst  geleistete 
Arbeit  dJi  +  dJf  hat  zur  Folge,  dass  sie*)  yon  dem  Zustande  der  Buhe, 
bei  ab^  aus  nach  und  nach  die  Geschwindigkeit  y^  bei  c<f,  annimmt,  dass 
ihr  also  die  lebendige  Potenz 


*)  Man  kann  sich  hierbei,  wenn  man  Heber  will,  immerbin  aneb  yorsteHen,  dass 
die  Tom  Element  dm  während  seiner  Ausdehnung  geleistete  Arbeit  dA^  auf  das 
Bliebst  YorauBgeheude  Element  übertragen  wird,  uud  dass  dieses  letztere  es  auch  ist, 
welches  die  durch  die  Drueknnterschiede  herTorgebrachte  Arbeit  dA^  aufnimmt. 
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mitgetheilt  wird,  unter  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  gleich  9,8088 
Meter  (für  Paris)  verstanden.     Wir  haben  somit  die  Gleichung : 

i.,.„(.+,)[.-(jF]+''(«+.)..4.-(f)=?]=i'f,- 

oder  einfacher : 

(5-)c+"[.-(f)"]=i, 

Nun  ist  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  Formel  bekannt: 

wo  c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Drucke  bedeutet; 
es  ist  folglich 

und  obige  Gleichung  geht  daher  über  in 

Ä=7(«*')[.-(0--^], 

woraus 

Hierin  ist  wieder 

sodass  obige  Formel  in  folgende  übergeht : 

8a)  y  =  j/2g^^R{a+i)[l-[^J^] 

Dies  ist  die  schon  oben  (S.  82)  unter  d)  aufgeführte  Weisbach'sche  For- 
mel. Aus  ihr  kann  also  y  für  jeden  Zeitpunkt  entnommen  werden,  vor- 
ausgesetzt, dass  für  denselben  die  Werthe  von  /,  p  und  p'  oder  r,  p  und  p' 
bekannt  sind.  Diese  letzteren  Grössen ,  überhaupt  den  Zustand  des  Gases 
in  jedem  der  Gefässe  für  irgend  einen  Augenblick  kennen  zu  lernen,  wird 
nun  unsere  Aufgabe  sein. 

§.4. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Ausströmungsgefässe  F.  In 
diesem  dehnt  sich  fortwährend ,  in  Impulsen ,  wie  wir  annehmen  können, 
das  Volumen  V — dV  oder  V — vdm  zum  Volumen  V  aus,  ohne  dass 
Wärme  zu-  oder  abgeleitet  wird.  Wir  verstehen  nun  hier  und  in  der  Folge 
immer  unter  V  das  Volumen  des  ganzen  Gefässes  mit  Abzug  des  zwischen 


p  \r—vdmj 
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der  FUehe  ab  (Fig.  2) und  der  Oeffnang  co  gelegenen  Baumes  and  machen 
bei  Anwendungen  die  Voraussetzung,  dass  dieser  letztere  Baum  nur  s^ 
klein  ist,  dass  V  zngleich  für  das  Volumen  des  ganzen  Gefässes  genommen 
werden  darf.  Sollten  spätere  Beobachtungen  diese  Annahme  als  unzulässig 
erscheinen  lassen ,  so  werden  dieselben  jedenfalls  zugleich  Anhaltspunkte 
für  die  Lage  und  Gestalt  der  Fläche  a  b  geben ,  und  dann  steht  nichts  im 
Wege,  für  F  stets  den  oben  bezeichneten  richtigeren  Werth  zu  setzen. 
Wenn  bei  jener  Ausdehnung  die  Gasmasse  dm  stets  eine  ihrem  Drucke 
entsprechende  Arbeit  pdV=ipvdm  verrichtet  und  ihre  Spannung,  Tem- 
peratur und  specifisches  Volumen  von  den  bezüglichen  Werthen  p^  i^v 
aus  die  Werthep+rf/>,  i+dt^  v-^-dv  annehmen,  so  folgen  aus  der  mecha- 
nischen Wärme theorie  folgende  Belationen ; 
Für  den  Druck  ist : 

P' 
P 

oder  mit  Vernachlässigung   der  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ord- 
nnng: 

9)  —==-^dm. 

Für  die  Temperatur  ergiebt  sich: 

a  +  t+dt  _  /       r       \-<«-i) 
a  +  (      ~\V—vdmJ 
oder  wiederum  mit  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Glieder  höherer 
Ordnung : 

dt  ,        ^,  V 

a+i 

Zuletzt  folgt  für  das  specifische  Volumen,  da  die  Gasmasse  bei  der  Aus- 
dehnung die  nämliche  bleibt : 

V—vdm__T_ 
V  v  +  dv 

oder  wieder  mit  obiger  Vernachlässigung : 

11)  dv=-p  dm. 

Die  bei  der  Ausdehnung  der  Gasmasse  —    geleistete  Arbeit, 

V 

oder  Tielmehr  ihr  entsprechendes  Wärmeäquivalent  ist : 

^ — vdm      ,    .    , 
dL  = c,{t  +  dt-l) 

oder,  wieder  mit  obiger  Vernachlässigung 

12)  '  dL  = c.dt. 

Wir  integriren  nun  die  Gleichungen  9)   bis  12)    unter  der  Voraus- 
setzung ,  dass  vom  Beginn  an  bis  zu  dem  in  Betracht  genommenen  Moment 


10)  A:7=-(— Dfrf«- 
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die  Oasmasse  m  aus  dem  OefÜsse  V  in  das  V  Übergeströmt ,  und  dass  in 
diesem  Moment  p  der  Druck,  t  die  Temperatur  und  v  das  specifische  Vo- 
lumen im  Ansströmungsgefässe ,  L  die  bis  zu  diesem  Moment  vom  Gase  in 
jenem  Gefässe  geleistete  Arbeit  ist.  Ans  Gleichung  11)  folgt  snnftchst, 
Bwischen  den  gehörigen  Grenzen  m  und  0  sowie  v  und  v^  integrirt : 


-=^/$  =  -Ki-7> 


woraus 

13)  »  =  »0  -^ 

eine  Gleichung,  die  sich ,  wenn  man  sie  unter  der  Form 

V  _       r  ^ 

schreibt,  eigentlich  von  selbst  versteht  und  auch  unmittelbar  hätte  ange- 
schrieben werden  können. 

Aus  Gleichung  0)  folgt  nun  im  Vergleich  mit  Gleichung  13) 

p  V — mvo 

oder  links  zwischen  den  Grenzen  p  und  p^  rechts  zwischen  denen  m  und  0 
integrirt : 

p  V  —  mVo 

Log-  =  %  Log = — , 

Po  '^ 

woraus 


14)  P=Po{y:^)' 


Die  Gleichung  10)  endlich  giebt  im  Verein  mit  Gleichung  13) 

-—-  =  —(»— 1)- — ? — dm 
oder  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  integrirt: 

woraus: 

15)  a  +  ,=  (a  +  0(pzi^j  . 

Aus  den  Gleichungen  13),  14)  und  15)  folgt  noch : 

,4,)  --{-)"' 

und  diese  Gleichungen  zeigen  besonders  deutlich,  dass  in  dem  Ausströ- 
mungsgefösse  der  Zustand  des  Gases,  nachdem  die  Gasmasse  m  ausge- 
strömt  ist,   ganz   derselbe   wird,    als   wenn   sich  einfach  die  Gasmasse 


Von  JoH.  Bauschinoer.  93 

V 

m  vom  Volumen  V — mv^^  zum  Volnmen  V  ausdehnt,  obne  dass  Wärme 

^% 
zu-  oder  abgeführt  wird  nnd  unter  steter  Ueberwindung  eines  ihrer  Span. 

Dung  gleiclien  Widerstandes.     Dieses  Eesultat   hätte  freilich  auch  von 

Yorpherein  eingesehen  und  angeschrieben  werden  können. 

Die  gesammte,  vom  Gase  im  Ausströmungsgefässe  geleistete  Arbeit 

erhält   man   durch  Integration  der   Gleichung  12).     Diese  Gleichung  im 

Verein  mit  Gleichung  10)  giebt  nämlich: 

dZ  =  r,  (x — i){a  +  i)dm 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  15) 

nnd  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  L  und  0,  sowie  m  und  0  integrirt: 

Nun  ist: 

Ci  («  —  1)  =  c — <?j  =  AR^ 
und  nach  dem  Mariotte-GayLussac'schen  Gesetz 

«  +  fo_Po 

folglich  wird: 

Wenn  man  die  oben  erwähnte  Analogie  zwischen  dem  Vorgange  im 

y 
GefSsse  V  nnd  dem,  welcher  stattfindet,  wenn  sich  die  Luftmasse m 

vom  Volumen  V — mv^  auf  das  Volumen  V  ausdehnt,  auch  noch  auf  die  im 
Ausström ungsgefässe  geleistete  Arbeit  übertragen  würde,  so  erhielte  man 
nach  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  diese  Arbeit: 

^  =  -(—»•)  c,(/-0 
oder ,  wenn  man  t  aus  15)  einsetzt : 

Dieser  Werth  von  L^  stimmt  nicht  mit  dem  in  17)  erhaltenen  Werth 

für  L  überein.     Einige  Ueberlegung  zeigt  auch,  dass  dies  nicht  sein  kann. 

V 
In  letzterem  Falle  arbeitet  immer  nur  die  Masse m,  während  bei  dem 

y 
wirklichen  Vorgange  die  Arbeit  von  der  bei  —  anfangenden  und  allmälig 

"'0 

y 
bis m  abnehmenden  Masse  geleistet  wird.     Das  L  in  17)  muss  also 
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grösser  sein  als  das  soeben  in  18)  erhaltene  Zj ,  wie  auch  die  directe  Ver- 
gleichung  dieser  Werthe  leicht  zeigt. 

§.5. 

Viel  complicirter  als  im  Ansströmungsgefass  ist  der  Vorgang  im  Ein* 
strömnngsbebälter  V\  dem  wir  nnn  unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden 
wollen.  Wir  theilen  diesen  Vorgang  in  drei  Abschnitte,  die  wir  einzeln 
nach  einander  betrachten  werden: 

I.  Die  Gasmasse  dm  hat  in  dem  Moment,  wo  sie  an  der  Fläche  c d 
(Fig.  2)  ankommt,  den  Druck/?',  die  Temperatur  (/'),  das  specifisehe  Vo- 
lumen (v)  und  die  Geschwindigkeit  y^  während  wir  den  Zustand  der  übri- 
gen im  Gefässe  F'  enthaltenen  Gasmasse  als  durch  die  Werthe  p\  t\  v 
bestimmt  voraussetzen.  Diese  Gasmasse  dm-  hat  zunächst  die  Aufgabe, 
sich  Kaum  zu  verschaffen,  d.  h.  die  in  dem  Gefässe  V  schon  enthaltene 

Luftmasse  —r  von  dem  Volumen  V  auf  das  Volumen  V'—(v)  dm  zurück- 

V 

zudrängen  und  ihr  dadurch  den  Druck  p'+z^p,  die  Temperatur  r+ ^/ 
und  das  specifisehe  Volumen  v-^  /iv  zu  ertheilen ,  unter  /l  nicht  endliche 
Differenzen,  sondern  Differentiale  verstanden.  Wir  bezeichnen  hier  ähn- 
lich wie  oben,  bei  F,  mit  V*  den  Inhalt  des  Einströmungsgefässes  mit  Abzug 
des  zwischen  der  Fläche  cd  und  der  Oeffnung  lo  gelegenen  kleinen  Rau- 
mes ,  und  alles  dort  Gesagte  kann  hier  wiederholt  werden.  Die  Luftmasse 
dm  wird  bei  jenem  Vorgange  gleichfalls  gezwungen,  den  Druck  p'+Jp 
anzunehmen;  ihre  Temperatur  (/')  und  ihr  specifisches  Volumen  {v)  wird 
daher  gleichfalls  geändert  werden  und  die  bezüglichen  Werthe  (0+^(0 
und  (t;')  +  ^(t>')  annehmen  müssen.  Wir  hätten  also  oben  eigentlich  sagen 
sollen,  dass  das  Volumen  V'  auf  das  V — [(y')+^(0]  ^^  zurückgedrängt 
werde,  welch'  letzterer  Werth  aber  unter  Vernachlässigung  unendlich  klei- 
ner  Grössen  zweiter  Ordnung  immerhin  gleich  V — (y)  dm  gesetzt  werden 
kann. — 

Nehmen  wir  wieder  an,  dass  jene  Znsammendrückungen  ohne  Wärme- 
Zu-  oder  Ableitung  stattfinden,  und  dass  stets  ein  der  Spannung  gleicher 
Widerstand  überwunden  wird ,  so  liefern  die  Principien  der  mechanischen 
Wärmetheorie  folgende  Relationen: 

Für  die  Aenderung  Jv  des  specifischen  Volumens  ergiebt  sich  zu- 
nächst ohne  Weiteres,  da  die  Luftmasse  constant  bleibt: 

y  _V'—{v)dm 
V  v  +  Jv      ' 

hieraus  folgt  wieder  unter  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen 
höherer  Ordnung 

/iv  =  —  — ;  (v)  dm 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  1) 
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welches  'wiedernin,  in  Folge  der  Gleichung  14 a),  übergeht  in: 

19)  jv'=^^v^.(^^yiäm. 

Für  die  Aenderung  Jp'  des  Druckes  p  erhält  man : 


P 
P 
woraus 


p'+  Jp' /v  +  Jv'K"^ 


Jp  =  —  x—,Jv, 

V 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  19) 

20)  Jp==*p^(tJ-iam. 

Für  die  Aen^ernng  Jl'  der  Temperatur  t'  ergiebt  sich: 
a+l'+  Jt'_/v'+  ^  A-C-i» 

woraus 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  19) 

21)  jt'={K-l)(a  +  t')^,(^J'*d,n. 

Die  Aenderungen  J{v)  und  z/(/')  sind,  wie  sogleich  ersichtlich  wer- 
den wird,  zur  weiteren  Verfolgung  des  Vorganges  nicht  nothwendig. 

V 

Die  bei  der  eben  behandelten  Zusamnieudrückung  der  Luftmasse  — r 

in  Anspruch  genommene  Arbeit,  oder  vielmehr  deren  Wärmeäquivalent,  int: 

22)  ^Z'=^c,^r'  =  (c— cO~?(a  +  o(-3"*^^»»» 
oder  dac  — c,  =  -4Ä  und  R{a  +  i')  .  -;=/?'  ist 


x-i 


22a)    JL'=Av^p(^)     ""  dm  =  AR  {a  +  t;)(^)  *   dm. 

II«  Der  zweite  Abschnitt  des  Vorganges  im  Einströmnngsgefässe  be- 
gtebt  nun  darin,  dass  sich  die  eingedrungene  Gasmasse  dm  vom  Drucke 
p'+Jp\  vom  specifischen  Volumen  {v)  +  J{v')  und  von  der  Temperatur 

V 
(r')  +  z^(f')  mit  der  Luftmasse -r  von  dem  Drucke  p'+Jp\  dem  specifi- 
schen Volumen  !?'+ 4i#t?'  und  der  Temperatur  i'+Ji'  mischt,  und  dadurch 
eine  Ausgleichung  sowohl  in  der  Dichtigkeit  als  in  der  Temperatur  herbei- 
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V 
führt.     Die  hierdarch  entstehende  Laftmasse  -7-  +  «^m  erhalte  den  Dmck 

V 

p+8p\  die  Temperatur  t'+dt'  und  das  specifische  Volumen  v  +  iv]  ihr 
Oesammtvolumen  aber  ist  offenbar  noch  V\ 

Für  die  Aenderung  Sv   des  specifischen  Volumens  ergiebt  sich  hier 
sunächst  die  Oleichung: 

V  F' 
-T+  dm=:  ,         , 

V  v  +  iv 

oder  auch  die 

V'-[{v)  +  J{v)]dm r 

V+Jv  V+ÖV 

welche  beide ,  letztere  freilich  erst  nach  einiger  Beduction  mit  Benutzung 
früherer  Gleichungen,  zu  der  folgenden  führen,  die  unendlich  kleinen 
Grössen  höherer  Ordnung  wieder  yemachlässigt : 

23)  8v=  —  y^dm. 

Um  die  Aenderung  ii'  der  Temperatur  zu  erhalten,  denken  wir  uns 

die  beiden  Luftmassen  dm  und  -7  ruhig  neben  einander  liegen  bleibend 

und  ihre  Wärme  austauschend,  die  eine,  indem  sie  bei  constantem  Vo- 
lumen Wärme  abgiebt,  die  andere,  indem  sie  diese  Wärme  bei  constantem 
Volumen  aufnimmt ,  bis  sie  beide  gleiche  Temperaturen  haben.  Der  wahre 
Vorgang  ist  nicht  so;  denn  die  Gasmasse  dm  dringt  mit  der  Geschwindig- 
keit y  in  das  Gefäss  V  ein  und  mischt  sich  auch  räumlich  mit  dem  in  dem- 
selben enthaltenen  Gase.  Aber  das  Endresultat  dieses  wirklichen  Vor- 
ganges ist,  wie  einige  Ueberlegung  zeigt,  kein  anderes  als  das,  welches 
wir  unter  der  obigen  Annahme  erhalten.  Da  aber  dabei  die  eine  Gasmasse 
genau  die  nämliche  Wärmemenge  aufnimmt,  welche  die  andere  abgiebt,  so 
erhält  man  die  Gleichung : 

c,dm\i'  +  dt'-  [(^')  +  ^(^')]|  =^i  y  [t'+dt'-{('+8i% 

woraus,  wieder  mit  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung,  folgt: 

it'=Jt'  -^[t'-(t')]dm 

oder  mit  Einsetzung  von  Jt'  aus  21)  und  (<')  aus  2) 

«,'=(»-l)(a  +  O|^(^}~^dm-f[(«+O-(«  +  0(f-')~]rf«. 
welches  wir  auch  so  schreiben  können : 

Nun  ist  nach  Gleichung  15  a) 
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folglich  erhält  man 

Die  Aendernng  dp'  des  Druckes  endlich  findet  sich  dnrch  Anwendung 
des  Mariotte-Gay-Lussac^schen  Gesetzes,  also  aus  der  Gleichung: 

woraus  unter  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grösse  zweiter  Ordnung 
und  Berücksichtigung,  dass  auch 

folgt: 

ip       Sv  6t' 

und  mit  Einsetzung  der  Wertha  für  8v  und  8t'  aus  23)  und  24) 

Da  aber  nach  dem  Mariotte-Gay-Lussac^schen  Gesetz 
g  +  ^o       V      _Po  ^_Pp 
Vo    'a  +  i'~B  'p~p' 
80  folgt  viel  einfacher: 


25)  '^  =  *^'f(pJ    *^'"- 


Arbeit  wird  bei  diesem  zweiten  Abschnitte  des  Vorganges  nicht  ge« 
leistet,  und  da  auch  ron  Aussen  weder  Wärme  zu*  noch  abgeführt  wird, 
10  bleibt  in  dieser  Beziehung  alles  unverändert, 

in.  Der  dritte  Abschnitt  des  Vorganges  im  Einströmungsgeftiss  be- 
steht endlich  darin,  dass  die  Gasmasse  cfm,  welche  mit  der  Geschwindig- 
keit /  in  diesem  Gefässe  ankommt,  diese  Geseh windigkeit  verliert  und  zur 
Rahe  gelangt     Sie  verliert  aber  dadurch  offenbar  die  lebendige  Potenz 

\ — /»  welche  in  Arbeit  oder,  wie  hier  der  Fall,  in  das  entsprechende 

dm 
Aequivalent  \  A  —  y*  Wärme  verwandelt  wird.  Wir  können  also  die  Sache 

V 
so  betrachten ,  als  ob  der  Luftmasse    ,  ,   ^-^  im  Gefässe  V  bei  constantem 

V  +8v 

Volumen  die  Wärmemenge  \Ä —  y>  zugeführt  würde.     (Ich  nehme  hier 

V  , 

die  ganze  Luftmasse    .         ^ ,  mit  Einschluss  von  dm,  da  ja  auch  dieses  an 
V  ^ov 

der  Erwärmung  theilnimmt ,  welche  aus  der  lebendigen  Potenz  entspringt.) 

ZelUehrin  f.  Mathematik  o.  Physik.  VIII,  2.  7 
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Wenn  sich  hierbei  der  Druck  im  Oeftsse  V  in  p'+  dpy  das  specifische  Vo- 
lumen in  v'+  dv  und  die  Temperatur  in  ^'+  dt'  verwandelt,  so  finden  sich 
diese  Aendernngen  dp\  dv\  dt'  auf  folgendem  Wege. 
Da  das  Volnmen  constant  bleibt,  so  ist: 

26)  dvz=^6v=  —  Y.dm. 

In  Folge  der  Erwärmung  bei  constantem  Volumen  hat  man 

wenn  wieder  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  vernachlässigt 
werden.     Mit  Einsetzung  von  y  aus  7)  und  8t'  aus  24)  erhält  man: 

.i=£(.+0[.-(f)'?]^.. 

+c+'-)^^-[c.-.):4(f)-"+^Kf)^-]- 

Setzt  man  hierin  die  Werthe  von  a  +  t  und  p  aus  15)  und  14),  so  erhält  man 

Nun  ist  aber  nach  dem  Mariotte  -  Gaj  -  Lussac'schen  Gesetz : 

pv=:R{a'+t') 

woraus : 

<^  +  lo    P_Vo 
a  +  t"  p^      V 


oder  auf  beiden  Seiten  mit  (^j    *  multiplicirt 

+t"\p    ~7'\jJ     ' 

von  dt'  übergeht  in : 


a+Jo  fpYiT. 
a 
sodass  also  der  Werth  von  dt'  übergeht  in 


=  -p(fm[x(a  +  0-(a  +  O]. 


Von  Job.  Bavscbinoer.  99 

Den  Werth  tut  dp'  finden  wir  wieder  ans  der  Gleichnng 
(i»'+  dp')  (»'+  dv)  =  B («+<'+  dq, 
worans 

.  ,        ,/     dt.'         dt'  \ 

oder  mit  Einsetzung  der  Werthe  für  dp'  and  dt'  aus  26)  und  27) 

oder  wieder  mit  Benntzting  des  Mariotte-Gay-Lnssac'schen  Gesetze« 
28)     d/=  « -p  (a  +  0  (|?I^)~*"' rf«  =  »  p  ^"^'^  *'"'• 

Die  bei  diesem  dritten  Abschnitt  des  Vorganges  im  Einströmnngsgefkss  in 
Geatalt  von  Wanne  «ofgenommene  Arbeit  ist: 

29)  ar=i^^y«=cd«{a+o[i-(^)^] 

oder  mit  Einsetzung  der  Werthe  für  a  -(-  /  und  p  ans  15)  und  14)  und  nach 
geringer  Beduction : 

30)  ,x  =  .-,(.+«[(j^}-'-"-(^V] 

Die  gesammte ,  rem  Gefllss  V  in  Gestalt  von  Arbeit  oder  Wärme  aufge- 
nommene Arbeit  oder  vielmehr  deren  Wftrmefiqnivalent  ist  folglich  gleich 
dL'=JL'+tL'  oder  nach  Gleichung  22a)  und  30) 

äL'=Ania  +  Q(fj^dn.+cdsn  («  + ,.) [(f J"^- (f)"^*] 
oder,  da  AR^=sc — C| 

»-1  X— 1 

Während  also  das  Gas  im  Gewisse  V  die  Arbeit  dL  (Gleichung  16) 
leistet,  wird  im  GefKsse  V  die  Arbeit  dL'  (Gleichung  31)  aufgenommen. 
Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dL  nicht  gleich  dL'  sein  kann;  denn 
in  letzterer  Arbeit  ist  auch  diejenige  mit  inbegriffen,  welche  das  über- 
strömende Gas  leistet,  indem  es  sich  ausdehnt,  bis  sein  Druck  vonp  auf 
p  herabsinkt  Diese  letztere  Arbeit  haben  wir  in  Gleichung  4)  als  dA^ 
bestimmt;  es  muss  folglich  die  Gleichnng 

dL^dV—AdA^ 
erfüllt  sein.    In  der  That  ist  mit  Benutzung  der  Gleichung  15  a) 


?• 
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^d4=...-«(.+o[(i)'^'-(0^'] 

und  daher : 

d.  h.  gleich  dLy  wie  Gleichung  16)  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung 
14)  zeigt. 

Wir  haben  nun  noch  die  in  26),  27),  28)  und  31)  erhaltenen  Gleichun- 
gen zu  integriren  und  thun  dies  wieder  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gasmasse  m  tibergeströmt  sei.     Dann  folgt  aus  Gleichung  26) 

dv 


dm  =  —  y- 


V 


,'« 


und  links  zwischen  den  Grenzen  m  und  0,  rechts  zwischen  denen  v  und  v^ 
integrirt : 

32,  •='"(7-i.). 

woraus: 

33)  V  =Vo  -=p— ?. 

Zunächst  kann  nun  die  Gleichung  28)  integrirt  werden.     Man  erhält: 

m 
R  C(  V  \*^^ 


woraus  nun : 


34) 


Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus  auch 

35)  ^  P^=K^'+P«^-P^- 

Der  Werth  für  t'  folgt  nun,  anstatt  aus  Gleichung  27),  aus  den  Gleichungen 
33)  und  34)  mittelst  des  Mariotte  -  Gay  -  Lussac*schen  Gesetzes: 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  wieder  unter  Rücksichtnahme  auf  Gleichung  14) 
und  33)  und  Anwendung  des  Mariotte^Gay-Lussac^schen  Gesetzes: 
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37)         '+X  r^'^r+  ?±i'  r-«-±-'  r, 

wie  auch  schon  aus  Gleichung  35)  unmittelbar  hervorgeht. 

Wir  haben  nun  noch  die  Gleichung  31}  zu  integriren  und  verfahren 
dabei  auf  folgende  Weise :  Setzt  man  für  dm  seinen  Werth  aus  9)  und  zu- 
gleich für  p'  seinen  Werth  aus  35),  so  wird : 

oder  mittelst  des  Mariotte  -  Gay  -  Lussaa^schen   Gesetzes  und  der  Glei- 
chnis 15  a) 

Non  ist 

c,        Ac^   A 

Ä       c — C|       % — 1 
und  setzt  man  der-  Kürze  halber  die  eoiiBtaate  Grösse : 

P,r+p:r_ 

so  folgt: 

woraus  nun  durch  Integration  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  folgt : 

Nun  ist 

?=p1fS7F=pT^     [nach  Gleichung  35)] 
immer  kleiner  als  1  und  kann  höchstens,  in  besonderen  Fällen,  gleich  1 
werden ;  ferner  ist ,  welches  wir  kürzer  mit  X  bezeichnen  wollen,  stets 

X 

positiv  und  kleiner  als  1,  da  x  immer  grösser  als  1  ist:  es  kann  also  die 
Potenz  (l  —  ^)     mittelst  der  Binomialformel  in  eine  convergeute  Reihe 

verwandelt   werden.     Thut   man    dies   und    multiplicirt  gleichzeitig  mit 

fP\l 

so  wird : 


0' 
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oder  integrirt: 


38) 


i(p.-p)  +  (ffp. 


1    /pV-*     l  (p\^    1(1-1)    {p\*-^   A(l-l)(2-X)/j.\«-* 

i-i\y>/      2-i\i>/      i.2(3-i)A/'y      i.2.3.(4-i)\i>/    •" 

i  r  1  (PoV-^  i  {p»Y-^  Jt(i-it)  /p.\»-*  i(i-x)(2-t)/p,y->  -|( 

[     Ll-iW         2-Ap/         1.2(3-i)*\i>/         1.2.3.(4-i)W     *"JJ 
wo  die  Convergenz  der  durch  Integration  erhaltenen  Reihen  erst  nachsn- 
weisen  ist. 

Um  diesen  Beweia  in  ftthnn,  nehmeo  wir  inerat  «a,  ^  od«r  ^  bleibe 

kleiner  als  ein  gewisser  angebbarer  ächter  Brach  «.    Das  VarhXltniM 
sweier  aufeinander  folgender  Glieder  in  obigen  Beihen  ist: 

>-H-i_(»—  1  — ^)  (»— ^)  P 
r,  n(»  +  l— i)      P' 

folglich 

»•■+1  ^n  —  l  —  l  p 

-7z<-~~ir-p' 

Nan  nSbert  sich  mit  wachsendem  n  der  Bruch der  Einheit,  and 


da  ^  <a  bleibt,  so  ist 


also  ist  das  Yerhältniss  zweier  anfeinander  folgender  Glieder  kleiner ,  als 
ein  angebbarer  ächter  Brach ,  d.  h.  die  Reihe  eine  convergente. 

Für  gewisse  specielle  Fälle  kann  aber  -5  =  1  werden.     Dann  wird 

die  zweite  der  obigen  Reihen : 

na.    « L.  ^  ^1-^)         A(1~A)(2-A) 

Die  Samme    der  Glieder  dieser  Reihe,  vom  (n  +  2)ten  an,  ist,  absolat 

genommen, 

^       _,1~A  2— X  3  — A        n  —  l       1  1         _l  1  ^  —  ^  ^  — ^ 

^'^'— *"T"'"^"•"T"•••";r•M^•«+2-A"*"*"1^•"T"••• 
yt+l— A  _J 1 
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^>^N^^>^l^^^< 


Es  üt  daher ,  da  ja  I<  1  ist: 

Die  Reihe  in  der  Klammer  ist  der  Rest  der  Reihe 

vom  (n  +  l)ten  Gliede  an  genommen,  und  da  diese  Reihe  nachgewiesen 
convergent  ist,  so  verschwindet  dieser  Rest  mit  wachsendem  n;  dasselbe 
gilt  folglich  auch  für  %t^y  dem  Reste  der  mit  S  bezeichneten  Reihe, 
welche  sonach  convergent  ist. 

Um  eine  obere  Grenze  für  den  Rest  der  Reihe  S  zn  erhalten,  weiss 
man,  dass  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

gleich  ~-  ist.     Bezeichnet  man  daher  mit  6«  die  Summe  der  n  Glieder 

1»+ 2«+ 3« +  •••+„.. 
80  ist  diese  obere  Grenze  des  Restes  der  Reihe  S 

Für  die  obere  Grenze  dos  Restes  9l'n+2  der  Reihen  in  Gleichung  38) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  ~  oder  ^  kleiner  als  1  ist,  erhält  man  nun 

leicht: 

-i 


..,  i»-^<(^r-\(^e.). 


Aber  die  Reihe  S  in  Gleichung  39)  convergirt  nur  äusserst  langsam. 
Für  die  Summe  der  20  ersten  Glieder  erhält  man  für  »  £=  1,41  und  folglich 
A  =  0,291,  entsprechend  der  atmosphärischen  Luft,  noch  ein  Restglied  fft^tf 
dessen  obere  Grenze  0,0159  ist.  Wenn  also  die  Summe  jener  Reihe  für 
einen  gewissen  Werth  von  X  numerisch  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Stel- 
len zn  berechnen  ist ,  so  lässt  sich  das  auf  directem  Wege  kaum  durch- 
führen. Als  ein  indirecter  Weg  bietet  sich  leicht  folgender  dar :  Der  Werth 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  S  (Gleichung  39)  ist,  wie  leicht  zu  seheh, 
gleich  dem  Werthe  des  bestimmten  Integrals 

0 
wenn  man  nur  immer  im  Auge  hat,  dass  k<l  ist.     Dass  dieses  Integral 
.einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  obgleich  der  Werth  der  Function 
unter  dem  Integralzeichen  für  die  untere  Grenze  unendlich  wird,  lässt 
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sich  nicht  schwer  nachweisen.    Betrachtet  man  nänlich  das  obige  Inte- 
gral als 

8 

für  ein  nach  Nnll  convergirendes  £,  und  bezeichnet  A:  einen  Bruch  nahe 
an  s  aber  grösser  als  i ,  so  hat  man 


Um  I  )L.^dx 


0  A  0 


^  dx. 


Der  Werth  der  Function  unter  dem  ersten  Integralzeichen  auf  der  rechten 
Seite  bleibt  zwischen  1  und  k  endlich  und  stetig ;  das  erste  lixtegral  ist  also 
eine  endliche  Grösse.  Was  das  zweite  betrifft ,  so  ist  der  grösste  Werth 
Ypn  (1 — x)^  offenbar  der  für  x^^^O^  also  1,  und  der  kleinste  Werth  dieses 
Ausdruckes  der  für  a;=:A:|  also  (l — k)K  Man  bat  daher  zwbchen  den 
Grenzen  k  und  0 

xl     '^      xX      "^xi 
und  folglich: 

»  t  » 

d.h. 

t 

Wenn  folglich  jetzt  i  gegen  0  convergirt,  so  ist,  da  immer  i^l  ist, 

ir=T*    <j    xl   ''^^i-ii- 

0 
Das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  der  Gleichung  43)  hat  also  ebenfalls 
einen  endlichen  Werth  und  daher  nun  auch  das  in  Gleichung  42)  mit  S  be- 
zeichnete. Der  Werth  dieses  Integrals  kann  folglich  auf  einem  der  be- 
kannten Näherungswege  für  irgend  einen  Werth  von  »  oder  I  berechnet 
werden. 

§.6. 

Wir  sind  zu  den  in  den  Gleichungen  33),  34)  und  36)  enthaltenen  Re- 
sultaten für  das  specifische  Volumen ,  den  Druck  und  die  Temperatur  im 
Einströmungsgefäss  anf  einem  Wege  gelangt,  welcher  so  zu  sagen  dem 
Vorgange  in  seiner  Entwickelung  gefolgt  ist  Diese  Resultate  können  aber 
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aach,  nachdem  man,  wie  in  S»  4  geschehen,  diejenigen  für  das  Attflströ- 
mangsgefltss  gefanden  hat,  anf  folgendem  Wege  erhalten  werden. 

Da  die  Lnftmasse  in  beiden  Gefässen  constant  bleibt,  so  hat  man  die 
Gleichung: 

welche  in  jedem  Augenblick  während  des  Vorganges  erfüllt  sein  mnss. 

Der  ganzen  in  beiden  Gefässen  enthaltenen  Lnftmasse  wird  weder 
Wirme  sogeftthrt,  noch  solche  entzogen;  da  nun  dieselbe  nach  Aussen 
hin  auch  keinerlei  Arbeit  leistet  oder  solche  ron  Aussen  aufnimmt ,  so  ist 
klar,  dass  die  (von  Kirchhoff*)  so  genannte)  Wirkungsfunction 
der  ganzen  Masse  immer  die  nKmliche  bleiben  muss.  Nun  ist  nach  den 
Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  Wirkungsfunction  U  einer 
Lnftmasse  m  von  der  Temperatur  / 

wenn  U^  diese  Function  bei  der  Temperatur  i^  und  c^  wie  bisher  die  speci- 
fische  Wärme  bei  constantem  Volumen  bezeichnet. 

Nennen  wir  daher  u^  die  Wirkungsfunction  der  Gewichtseinheit  un- 
seres Gases  bei  der  Temperatur  des  absoluten  Nullpunktes — 273^0.,  so 
muss  in  jedem  Augenblick  des  Vorganges  folgende  Relation  stattfinden: 

V  V  V'  V'  V  V 

V'  V' 

V  V 

welche  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  44)  übergeht  in : 

45)        ^(«+O+^'(«+O-7(«+0+5(«+O- 

Ans  dieser  Gleichung  endlich  erhält  man  mittelst  des  Mariotte-Gay-Lussac** 
sehen  Gesetzes: 

46)  rp,+  rp;=rp+rp. 

Die  hier  aufgestellten  drei  Gleichungen  44)  bis  40)  reichen  offenbar 
hin,  v\  t'  und  p'  zu  finden,  wenn  v^  t^p  bekannt  sind.  Wir  werden. diese 
Rechnung  nicht  ausführen,  da  wir  jene  Grössen  bereits  gefunden  haben. 
Aber  ans  den  Gleichungen  13)  und  32),  wo  dem  m  beidesmal  derselbe 
Werth  gegeben  werden  mnss,  sowie  aus  der  Gleichung  35)  und  aus  der 
Gleichung  37)  sieht  man  unmittelbar,  dass  die  von  uns  bereits  gefundenen 
Werthe  die  oben  aufgestellten  Gleichungen  erfüllen. 

§.7. 
Nachdem  wir  nun  im  Vorhergehenden  den  Zustand  der  Luft  in  beiden 
Geflissen  für  irgend  einen  Augenblick  kennen  gelernt  haben ,  dürfen  wir 


*)  Pogf  endorff*«  Annalen  Bd.  103,  S.  177. 
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nur  die  erhaltenen  Eesnltate  in  die  Formel  7)  oder  8)  für  die  Oesehwindig- 
keit  y  einsetasen,  um  aach  diese,  ausgedrückt  durch  die  his  anm  betrach- 
teten Moment  ausgeströmte  Gasmasse  m,  zu  erhalten.  Man  findet,  wie 
leicht  zu  sehen : 

welche  Formel  mit  Hilfe  der  Gleichungen  14)  und  34)  in  folgende  Obergeht : 


47  a) 


Hilfe  der  Gleichungen  14)  und  34)  in  folgende 

wo  p  und  p  jedesmal  aus  den  Gleichungen  14)  und  34)  zu  entnehmen  sind. 
Für  p  constant  =Po  und  p'  constant  =Po'  geht  obige  Formel  über  in 

176)  ,  =  /j,-i-p.,.|,_(^')T-'j 

welche  wie  natürlich  mit  der  für  irgend  einen  bestimmten  Moment  giltigen 
Gleichung  8a)  der  Form  nach  vollständig  übereinstimmt. 

Die  Differenz  zwischen  der  Formel  476)  oder  auch  8  a)  und  der  ge- 
wöhnlich gebrauchten  c)  S.  82  zeigt  folgende  kleine  Tabelle.  Dieselbe  ist 
für  atmosphärische  Luft  (sc  =1,41)  und  die  Temperatur  %  oder  fo=0^  mit 
Zugrundelegung  der  Werthe g^  =  9,8088™,  Ä=29,272  und  a  =  273  berechnet: 


Po 

r 

r 

Po 

aus  Form.  476) 

ao8  Form,  c) 

0,9 

165,45" 

125,22» 

0,7 

298,95 

216,88 

0,5 

406,89 

279,99 

0,3 

517,60 

331,28 

0,1 

665,29 

375,64 

Wir  haben  bisher  den  Zeitpunkt«  für  welchen  wir  den  Zustand  des 
Gases  in  unseren  beiden  Gefässen,  sowie  die  geleistete  und  aufgenommene 
Arbeit,  zuletzt  auch  noch  die  Geschwindigkeit  bestimmt  haben ,  dadurch 
fixirt,  dass  wir  uns  dachten,  es  sei  die  Gasmasse  m  aus-  oder  eingeströmt. 
Um  diesen  Zeitpunkt  durch  die  vom  Beginn  an  verflossene  Zeit  t  festzu- 
setzen, ist  es  nöthig,  die  Grösse  der  Ausflussöffnung  mit  in  Betracht  zu 
ziehen,  oder  eigentlich,  da  wir  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  daa  Gas 
durch  die  Ausflussöffnung  selbst  strömt,  gar  nicht  kennen,  die  Grösse  der 
Fläche  cd  (Fig.  2,  Taf.  II),  durch  welche  gleichzeitig  die  GasmolekOle  mit 
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der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  y  fliessen.  Diese  Fläche  aherist 
nicht  bekannt ;  sie  ist  sogar ,  wie  gezeigt  werden  wird ,  mit  der  Ansflnss* 
geschwindigkeit  and  mit  der  Natur  des  Gases  veränderlich.  Wie  man  nun 
sieht,  war  es  oben  schon  dieser  Umstände  wegen  viel  vortheilhafter,  den 
betrachteten  Zeitpunkt  durch  die  aus-  und  eingeströmte  Gasmasse  m,  an- 
statt durch  die  seit  dem  Beginn  verstrichene  Zeit,  festzusetzen. 

Bezeichnen  wir  einstweilen  mit  o  einen  mittleren  Werth  der  Grösse 
der  Fläche  cd\  es  allenfallsigen  späteren  Versuchen  überlassend,  diese 
Grösse  näher  zu  bestimmen,  so  hängen,  wie  leichtersichtlich,  die  Grössen 
«I  und  T  durch  die  Differentialgleichung 

dm^^j-TiO .  ydr 
(v) 

zusammen ,  welche  mit  Hilfe  von  Gleichung  1)  und  8)  tibergeht  in 

«)      '"  =  T(0"^-^^'(«+'){'-(f')"^'|- 

Da  man  r,  p,  ^  und  p'  durch  m  ausgedrückt  gefunden  hat,  so  erhält 
man  die  einfache  Differentialgleichung 


dx=S'-flnt\dm 
0     ^    ' 


und  daher 


49)  T  =  -^  Cf(m)dm. 

0 

Dieses  Integral  kann  freilieh  auf  endlichem  Wq%^  nicht  mehr  herge- 
stellt werden.  Wenn  es  übrigens  für  bestimmte  Fälle  auf  irgend  eine  Art 
snagewerthet  wird,  so  liefert  es  ein  Mittel,  durch  Messung  von  t  und  m 
angleich  das  o  zu  bestimmen,  und  es  wird  dies  wohl  das  einzige  Mittel 
sein,  auf  dem  Wege  des  Versuchs  Aufschluss  über  die  Fläche  cd  (Fig.  2) 
an  erbalten« 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Druck  p  und  die  Temperatur  t  im 
Ausströmnngsgefäss  constant  gleich  p^  und  i^  bleiben ,  sowie  dass  der  Druck 
p'  ausserhalb  dieses  Gefässes  immer  die  nämliche  Grösse  p^  behalte,  wird 
die  Gleichung  48),  weil  dann  auch  v  constant  gleich >o  bleibt: 


dm 


=  7.(ä)-"^»'.-^«<"+«|-(tJ^t- 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Ausflussmenge  (in  Gewicht  ausgedrückt)  per 
Secunde 

während  die  gewöhnliche  Formel  c)  S.  82,  unter  a>  die  Grösse  der  Oeffnung 
selbst  und  unter  a  den  sogenannten  Ausflusscoefficienten  verstanden,  ergiebt 
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486)  <=«"^^2i?Ä(«  +  g(l-^'), 

da  ja  bei  jener  Formel  c)  vorausgesetzt  wird,  dass  das  Gas  mit  der  im 
Behälter  bestehenden  Dichtigkeit  aus  der  Oeffnung  trete. 

Die  Vergleichung  der  Gleichungen  48  a)  und  b)  giebt  uns  nun  einigen 
Anhaltspunkt  Über  die  Grösse  o  der  Fläche  cd  (Fig.  2).  Wenn  nämlich  a 
durch  Versuche  richtig  gefunden  ist ,  so  ist  m/  immerhin  düe  richtige  Aas- 
flussmenge, sodass  wir  m^  =^m^  zu  setzen  haben.  Thun  wir  dies,  so  folgt: 

48.)         .  =  ....feT»l/ü=i.     '~^ 


eine  Gleichung,  welche  zeigt,  dass  die  Grösse  o  der  Fläche  cd  (Fig.  2^ 

▼on  dem  Verhältniss  -^,  d«  h.  also  von  der  Ausflussgeschwindigkeit,  und 

Po 
von  K,  also  von  der  Natur  des  Gases,  abhängig  ist 
FUr  atmosphärische  Luft  z.  B.  (x  =  l,41)  und  fflr 

Po' 

^  =  0,9;  0,5;  0,1 

Po 
erhält  man 

0  =  1,057 oroo;    l,458ao>;  3,746ao>, 
oder  wenn  wir  mit  Weis  bach  (Ingenieur-  und  Maschinen  -  Mechanik 
I,  S.  811)  a=0,60  setzen,  so  folgt: 

0  =  0,634(19;  0,875  <o;   2,248  a>. 
Die  Fläche  cd  (Fig.  2)  ist  demnach  bei  geringeren  Ansflussgeschwindigi* 
keiten  kleiner,  bei  grösseren  dagegen  grösser  als  die  Oeffnung  o,  voraus* 
gesetzt,  dass  a  fUr  alle  diese  Geschwindigkeiten  dasselbe  ist,  was  mir 
freilich  sehr  unwahrscheinlich  scheint« 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  die  Consequenzen ,  welche  sich  hieraus  fttr 
die  Versuche  über  den  Ausfluss  der  Luft  ergeben,  weiter  sni  verfolgen. 
Vielleicht  bietet  sich  hierzu  eine  andere  Gelegenheit  dar. 

§.  8. 
Der  Vorgang  des  üeberströmens  des  Gases  von  einem  Gefässe  in  das 
andere  ist  offenbar  dann  zu  Ende,  wenn  der  Druck  in  beiden  Gefässen 
gleich,  wenn  also  p=p'  geworden  ist  Die  bis  dahin,  und  also  im  Ganzen 
durch  die  Oeffnung  geflossene  Gasmasse  M  wird  erhalten ,  wenn  man  die 
Werthe  von  p  und  p^  in  Gleichung  14)  und  34)  einander  gleichsetzt;  man 
erhält  so  die  Gleichung : 

/V—MvAn  ,_^      V  VfV—MvM 

Pq\ y J     —Po+Poy'—Poy^ y J     > 

woraus 
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50)  -..-__  }____| 

ond  daher 

Dnrch  Einsetzen  dieses  Wertbes  für  m  in  Gleichung  14)  oder  34)  erhält 
man  den  in  beiden  Geflüssen  gleich  gewordenen  Druck: 

52)  »> — y:^:Jr-, 

wie  aus  Gleichung  46)  auch  unmittelbar  für  p  =/i'=  jj  gefolgt  wäre. 

Um  die  specifischen  Volumen  D  und  t»',  sowie  die  Temperaturen  t 
und  t'  in  beiden  GefKssen  für  das  Ende  des  Vorganges  zu  erhalten ,  muss 
man  obigen  Werth  M  für  m  in  die  Gleichungen  13),  15),  33)  und  36)  setzen. 
Man  erhält  so : 

53)  ,  =  ,/P^t.Pin-7 

oder  mit  Benutzung  von  52) 

53«)  tt  =  ,^(i)-«, 

was  schon  aus  Gleichung  14a)  folgt.    Ferner  wird 

oder  wieder  mit  Benutzung  von  Gleichung  52) 

was  gleichfalls  schon  aus  Gleichung  15  a)  hervorgeht.    Für  das  Einströ- 
mungsgeföss  hat  man : 

55)  ö'=  '^  - 


r 

oder  kürzer  mit  Benutzung  von  Gleichung  53) 
*^«)  ^'=  y      V'       V 

wie  auch  unmittelbar  aus  Gleichung  44)  folgt.    Endlich  ist  nach  leichter 
Bednction  aus  Gleichung  36) 

56)     «+t'=(«+o "«vc^+n 
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Ans  der  Gleichung  45)  würde  folgen : 

56a)     a  +  t'  =  ^j^(«  +  <;)+^(«+0-^(«  +  t)|. 

wie  auch  ans  Gleichung  56)  mit  Benutzung  von  55) ,  54)  und  53)  nach  leich- 
ter, aber  etwas  weitläufiger  Reduction  hervorgeht. 

Die  gesammte,  vom  Gas  im  AusströmungsgefHsse  geleistete  Arbeit  £ 
oder  yielmehr  deren  Aequivalent  an  Wärme  erhält  man  durch  Einsetzen 
des  Werthes  M  für  m  in  Gleichung  17) 

57^  )*-V''^i'-po(F+r)> 

um  endlich  noch  die  gesammte,  vom  Gase  im  Einströmungsgefitese 
aufgenommene  Arbeit  S'  oder  deren  Aequivalent  an  Wärme  zu  erhalten, 
müssen  wir  in  Gleichung  38)  für  p  den  Werth  )>  in  Gleichung  52)  setzen. 
Dadurch  wird 

Po  —  p  =  (Po  — PoO  yr   I    ^M 

ferner 


P     r—V 

und  endlich  ist  noch  ausserdem 

Po  _        Po^ 
i^~Po^+Po'^" 
Wenn  wir  daher  der  Kürze  halber  die  constanten  Grössen 

7  =  c  und  ^J*„.jr.=P 


setzen,  so  folgt: 

2>^  ^y  Lr.  _„',  ^'  .^fyypor+p.T 


.(»-!) 


«(po— Po')  y+y^ir) 


l-A  2-i  1.2. (3-A)  1.2.3.(4— i)  *" 

(      Li— i  2-A  1.2. (3-A)'^  1.2.8.  (i-i)"^       •••J] 

oder  nach  leichter  Bednction ,  wenn  man  zugleioh  die  obigen  Reihen  in 
der  Klammer  mit  S„  and  Sß  bezeichnet: 

(Schluss  im  nächsten  Hefte.) 


V. 

Ein  neues  empiriBohes  Gesetz  fta  die  W&rmetrananüasion. 

Von  Dr.  Th.  Weiss, 

Lehrer  an  der  polytechnischen  Schule  in  Dresden. 


Für  die  Technik  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  Wärmemenge  berechnen 
sn  können,  welche  beim  Vor  überströmen  eines  heissen  Oases  oder  einer 
heissen  Flüssigkeit  vor  einer  Platte  oder  GefKsswand  von  dieser  Platte  in 
den  hinter  derselben  befindlichen  kalten  Körper  transmlttirt  wird. 

Bisher  hat  man,  gestützt  auf  das  Newton'sche  Abkühlungsgesetz,  an- 
genommen, diese  Wärmemenge  sei  der  Temperaturdifferenz  zwischen 
Heizgas  und  kaltem  Körper,  der  Oberfläche  der  Platte  und  einem  Coeffi- 
cienten  proportional ,  welcher  mit  der  Natur  des  Heizgases  und  des  kalten 
Körpers,  wie  mit  der  Materialbeschaffenheit  und  Dicke  der  Platte  wechselt, 
sonst  aber,  also  für  dasselbe  Heizgas,  für  denselben  kalten  Körper  und 
fttr  dieselbe  Platte  oder  Wand  unter  allen  Umständen  constant  ist.  Neuer- 
dings indessen  habe  ich  aus  Experimenten,  welche  in  Mühlhausen  und 
Wesserling  mit  Dampfgeneratoren  angestellt  wurden,  zu  finden  geglaubt, 
dass  jener  Coefficient  auch  mit  der  Grösse  des  Canalquerschnittes  variirt, 
durch  welchen  das  Heizgas  an  der  Platte  hingeführt  wird,  und  erlaube 
mir  hierauf  in  dieser  Zeitschrift  aufmerksam  zu  machen ,  um  dadurch  einer- 
seits eine  belehrende  und  läuternde  Kritik  meiner  Berechnungen  zu  ver- 
anlassen, wie  andererseits,  im  Falle  dieselben  als  einwurfsfrei  und  richtig 
sich  herausstellen ,  eine  Untersuchung  nach  den  Gründen  anzuregen ,  wel- 
che jene  empirisch  aufgefundene  Abhängigkeit  zwischen  Coefficient  und 
Canalquerschnitt  theoretisch  zu  interpretiren  geeignet  sind. 

Das  Bechnungsverfahren ,  welches  ich  einschlug  und  welches  ich  in 
einer  Schrift  technischen  Inhalts :  „Regeln  und  Formeln  zur  Construction 
und  Berechnung  der  Dampfgeneratoren,  Leipzig,  T.  0.  Weigel,  1862,*' 
umständlicher  bereits  aufgezeichnet  habe,  theile  ich  nachstehend  in  seinen 
Umrissen  mit,  glaube  aber  zur  Erzielung  eines  deutlicheren  Verständ- 
nisses folgende  Ableitung  der  dabei  verwendeten  Grund  formein ,  wie  sie 
übrigens  schon  von  anderen  Schriftstellern  ähnlich  gegeben  ist,  voran- 
fechicken  zu  müssen. 
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Unter  der  Annahme,  dass  der  beredete  Coefficient,  welcher  die 
Wärmequantitfit  angiebt,  die  bei  1  Grad  Temperatardifferenz  zwischen 
Heizgas  und  kaltem  Körper  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit 
der  Platte  dringt,  nicht  von  der  Grösse  des  Caualquerschnittes  abhängt 
oder  dass  der  Canalquerschnitt  überall  von  gleicher  Grösse  ist,  findet  sich 
bei  oben  bezeichneter  Abhängigkeit  zwischen  überströmender  Wärme- 
menge und  Temperaturdifferenz,  dass  durch  das  Flächenelement  df  der 
Platte  die  Wärmequantität 

t)  dWz=w{T—t)df 

in  den  kalten  Körper  von  der  Temperatur  i  übertritt,  sofern  Tdie  Tem- 
peratur des  heissen  Gases  und  w  den  Coefficienten  bedeutet. 

Wären  die  Temperaturen  T  und  t  an  allen  Orten  der  Platte  constant, 
so  würde  hiernach  die  gesammte ,  durch  die  ganze  Plattenfläche  oder  Heiz- 
fläche F  dringende  Wärmemenge  zu 

sich  berechnen.  Allein  jene  Temperaturen  verändern  sich  in  dem  Maasse, 
als  sich  das  in  den  Canälen  an  der  Platte  oder  Gefässwand  hinströmende 
Heizgas  durch  Abgabe  seiner  Wärme  abkühlt,  und  der  kalte  Körper  durch 
Aufnahme  dieser  Wärme  heisser  wird. 

Setzt  man  nun  voraus,  das  Heizgas  erneuere  sich  in  permanenter 
Aufeinanderfolge,  so  dass  in  allen  gleichgrossen  Zeittheilen  gleichgrosse 
Mengen  durch  jeden  Querschnitt  strömen,  und  dasselbe  sei  mit  dem  kalten 
Körper,  irgend  einer  tropfbaren  gasförmigen  Flüssigkeit,  der  Fall,  so 
unterliegt  die  Veränderung  jener  Temperaturen  einer  bestimmten  Gesetz- 
mässigkeit, so  können  dieselben  als  von  der  Grösse  der  Heizfläche  ab- 
hängende Variabeln  dargestellt  werden,  und  alsdann  ist  man  die  erste 
obiger  Gleichungen  zu  iiitegriren,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Wärme- 
menge W  zu  berechnen  im  Stande.  Unter  den  oben  gestellten  Voraus- 
setzungen wird  nämlich  nach  einer  gewissen  Zeitdauer ,  vom  Beginn  des 
Vorganges  an  gerechnet,  in  jedem  Querschnitt  sowohl  des  Heizcanales, 
als  des  kalten  Körpers  die  Temperatur  constant  bleiben  und  daher  jeder 
Querschnitt  fortwährend  dieselbe  Wärmemenge  hindurchströmen  lassen, 
und  da  nun  diese  Wärmemenge,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird, 
durch  Rechnung  ermittelt  werden  kann,  so  ist  man  auch  im  Stande,  unter 
vorausgesetzter  Kenntniss  der  Gas-  und  Flüssigkeitsquantität,  wie  der 
specifischen  Wärme  dieser  Körper,  die  Temperaturen  zu  berechnen,  oder 
direct  deren  Abhängigkeit  von  den  Einzelgrössen  der  Heizfläche  oder  der 
Canallänge  anzugeben. 

Versteht  man  zu  diesem  Ende  unter: 
Q  die  Heizgasquantität  in  Kilogrammen ,  welche  nach  Voraussetzung  in 
der  Zeiteinheit  (Stunde)  durch  jeden  Querschnitt  der  Canäle  fort- 
während strömt, 
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T^  die  Temperatur  (Celsins)  des  Heizgases  am  Anfange  des  Canallanfes 

oder  der  Heizfläche, 
7,  die  Temperatur  am  Ende  des  Canallanfes, 
7  die  Temperatur  an  einem  willkürlich  zn  denkenden  Orte  des  Canal« 

lanfes, 
9  die  specifische  W&rme  des  Heizgases» 
so  sind  nach  obigen  Aaseinandersetzangen  J^,  T^  and  J  fortwährend  con- 
stantj.so  dass  dnrch  den  Anfangsqnerschnitt  fortwährend  die  Wärmeqaan- 
tität  QoT^^  durch  den  Endqaerschnitt  fortwährend  die  Wärmeqnantität 
Q9T1  fliesst  und  demnach  die  Wärmemenge  Qo(T^ — T^  in  den  Canälen 
yerbleibt* 

Setzt  man  die  nicht  als  Heizfläche  fdnctionirenden  Wandungen  der 
Canäle  als  undurchdringlich  für  die  Wärme  voraus,  so  giebt  dieser  letzte 
Werth  die  ganze  Wärmequantität  in  Calorien  an  ( &  Cal.  =  1  Kilogramm 
Wasser  auf  1  Grad  Cels.) ,  welche  pro  Stunde  in  den  kalten  Körper  trans- 
mittirt  wird. 

Ebenso  ist  die  Wärmequantität  Wy  welche  bis  zu  dem  Orte  der  Heiz- 
fläche, an  welchem  die  Temperatur  T  herrscht,  aus  den  Gasen  verschwin- 
det, respective  an  den  kalten  Körper  übergeht: 

2)  W=Q0{T^—T) 

und  daraus  folgt,  dass  die  im  Längenelement  des  Canales  verschwindende 
Wärmemenge 

ist.  Diese  letzte  mnss  aber  offenbar  der  von  Gleichung  1)  bezeichneten 
doreh  da»  Element  der  Heizfläche  fliessenden  gleich  sein,  und  daher  er- 
giebt  sich  für  die  ganze  Heizfläche  und  für  das  ganze  dieser  Heizfläche 
entsprechende  Temperaturintervall 

Jx  I 


Bemerkt  man  nun  noch ,  dass ,  wenn : 
q  die  hinter  der  Heizfläche  pro  Stunde  vorttberströmende  Menge  der  zu 
erwärmenden  Flüssigkeit  oder  überhaupt  des  kalten  Körpers  in 
Kilogrammen, 
i^  die  Temperatur  des  kalten  Körpers  beim  Antritt  an  die  Heizfläche, 
fi  die  Temperatur  am  Ende  der  Heizfläche, 
I  die  Temperatur  an  irgend  einem  willkürlich  zn  denkenden,  aber  dem 

Punkte  7  gegenüber  gelegenen  Orte  der  Heizfläche  und 
$  die  specifische  Wärme  der  zu  erwärmenden  Flüssigkeit 
bedeutet,  und  wenn  der  kalte  Körper  nach  einer  Richtung  sich  bewegt, 
welche  derjenigen  des  Heizgasstromes  gerade  entgegenläuft, 

[(^'Ci— 0=^^(7;- 7,), 


^^  h'('i-0=0a(7„-.7) 

Z«itoehnft  f.  MathemaUk  a.  Physik.  Vül,  3.  8 
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und  demntcli 


t=U-^{To-T) 


ist»  80  stellt  sieh  dareh  EinfOhning  dieses  letaten  Werthes: 

r,  F  ■ 

herans,  und  da  w  fttr  die  ganze  Länge  der  Canäle,   also  für  die  ganze 
Heizfläche  constant  sein  soll, 


M  l — i — '^^ — i- \=mF. 


qs         \    .  \        q$J       qs    "" 
Ein  Vergleich  mit  Gleichung  3)  zeigt  aber,  dass 

ist,  und  daher  schreibt  sich  einfacher 


1— ^~ 

qs 


Die  ganze  ans  den  Oasen  verschwindende  und  dnrch  die  Heizfl&ohe 
dringende  Wärme  Wg  is  nach  Obigem 

man  kann  daher  die  letzte  Oleicfanng  mit  ROcksicht  anf  3)  anch*  schreiben : 


nnd  hierans  die  zn  Berechnung  von  W^  gesuchte  Formel  direct  ablesen. 

Zur  Bestimmung  des  Ooefficienten  tv^  worauf  es- mir  vornehmlich  an- 
kam, habe  ich  indessen  Formel  4)  benutzt,  da  die  in  derselben  erscheinen- 
den Grössen  durch  die  Resultate  der  Beobachtung  direct  gegeben  waren, 
bin  aber  dabei  von  der  Voraussetzung  ausgegangen ,  dass  in  den  behandel- 
ten Dampfgeneratoren  keine  Strömung  des  kalten  Körpers,  des  Wassers, 
wenigstens  nicht  in  einflussreichem  Grade  stattgefunden  habe,  dass  dem- 
nach die  Temperatur  an  allen  Orten  des  Innern  von  gleicher  Höhe  nnd 
zwar  überall  gleich  /,  gewesen  sei  und  dass  demzufolge  obige  Formel  in 
der  Umgestaltung 


»)  »='T'"'(tEj;) 


znr  Anwendung  gelangen  könne,  was  übrigens  noch  den  Vortheil  der  ein- 
facheren Behandlung  in  sich  schloss.  Zu  erwähnen  will  ich  dabei  nieht 
unterlassen ,  dass  ich  in  einigen  Fällen ,  in  denen  eine  Strömung  des  Was- 
sers in  der  bei  Ableitung  obiger  Formel  vorausgesetzten  Weise  un zweifei- 
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haft  oder  rnnthmasslich  stattgefanden  hatte,  diese  Formel  4)  ohne  Abftnde- 
ruDg  benatzt  and  dabei  gefanden  habe,  dass  die  Abweichungen  ihrer  Resul* 
täte  Yon  denen  der  Formel  5)  ein  beachtenswerthes  Maasa-niobt  erreichten. 
Es  ergab  flieh  nun  mit  fünf  sehr  verschieden  constmirten  und  anter 
ausserordentlich  wechselnden  Umständen  in  Function  gesetzten  Genera* 
toren  von  Eisenblech  folgende  Reihe  von  Werthen  für  n> 


27 

22 

16,62 

J4.41 

26 

20,5 

16.5 

14,31 

26 

20 

16.5 

14,0 

22.5 

20 

16.5 

13,72 

22.21 

18.5 

15.5 

12,64 

22 

17 

15.5 

12.5 

22 

17 

14,42 

12,01, 

femer  für  einen  Kessel  ans  Messingröhren 

10,14     8,40     8,15, 
für  einen  Kessel  theils  ans  Eisenblech  und  theils  aas  Messing 

20     10,5     19 
and  für  einen  Kessel  theils  aus  Eisenblech  und  theils  aus  Qusseisen  . 

10,0  bis  23,31. 

Fasst  man  zunächst  nur  die  Werthe ,  welche  sich  i^t  die  blechernen 
Kessel  ergeben  kaben,  ins  Auge,  so  bemerkt  man,  dass  dieselben  keines- 
wegs ,  wie  es  nach  den  bisherigen  Annahmen  der  Fall  sein  müsste ,  ein- 
ander gleich  sind,  sondern  vielmehr  innerhalb  der  sehr  weiten  Grenzen 
12  bis  27  variiren;  es  wirft  sich  daher  die  Frage  auf,  welches  die  Ursachen 
dieser  Variationen  gewesen  sein  mögen  oder  von  welchen  bisher  unberüok^ 
siehtigt  gelassenen  Umständen  der  Coefficient  w  noch  abhängt,  eine  Frage, 
deren  Beantwortung  umsomehr  als  wichtig  fär  die  Technik  erkannt  werden 
wird,  als  man  bei  Inspection  der  Formeln  4)  und  5)  wahrnimmt,  dass  die 
Heizfläche  oder  auch  die  Wärmemenge  Wg  unter  sonst  gleichen  Umstän^ 
den  ein  genau  Vielfaches  vom  Coefflcienten  w  ist  und  dass  daher,  wenn 
man  den  grössten  obiger  Werthe  als  richtig  annehmen  und  zur  Anwendung 
bringen  wollte,  die  Wärmemenge  Wg  fiber  doppelt  so  gross  als  bei  An» 
Wendung  des  kleinsten  jener  Werthe  sich  berechnen  würde« 

Die  Hypothesen  oder  Vermothungen,  welche  man  in  dieser  Beziehung 
hegen  kann,  sind  folgende: 

Erstens  kann  man  meinen ,  dass  der  Coefflcient  w  mit  der  absoluten 
Höhe  der  Temperatur  variire,  oder  dass  mit  anderen  Worten  die  vom. Heiz- 
gase in  das  Wasser  überströmende  Wärmemenge  nicht  blos  mit  der  Tem- 
peraturdifferenz zwischen  diesen  beiden  Körpern  proportional  sei ,  sondern 
mit  einer  Zunahme  der  Temperatur  des  Heizgases  einer  stärker  Wachsein 
den  oder  fallenden  Progression  unterworfen  werde.  Um  diese  Vermuthnng 
an  prüfen,  liefern  die  Experimente  .geeignetes  Material.  Wäre  sie  nämlich 
begründet,  so   müsste  bei  denjenigen  Versuchen,   bei  denen  die  mittlere 

8* 


116     Ein  neues  empirisches  Gesetz  f%Lr  die  Wärroetransmission. 


Temperatur  -^ oder  die  mittlere  Temperatardifferenz  — —  - — - 

höher  war,  unter  sonst  gleichen  Umstunden  ein  relativ  höherer  oder  nie- 
derer Betrag  für  den  Coefficienten  tv  in  der  Beehniing  zum  Vorschein  ge- 
kommen sein.  In  der  That  aber  findet  dieser  Umstand  keine  Bestätigung; 
es  gehört  der  grösste  obiger  Werthe  nicht  der  höchsten ,  d^  kleinste  nicht 
der  niedrigsten  Temperatur  oder  Temperatnrdiffereuz  an,  noch  zeigt  sich 
das  Umgekehrte,  und  daher  ist  man  anzunehmen  berechtigt,  dass  in  Ueber- 
einstimmuDg  mit  der  ursprünglichen  Voraussetzung  keine  Variationen  mit 
der  absoluten  Höhe  der  Temperatur  oder  doch  nur  in  so  geringem  Grade 
existiren ,  dass  sie  in  den  Fehlerquellen  der  Beobachtung  zerfliessen. 

Zweitens  kann  man  vermuthen,  dass  die  Form  der  Heizfläche,  d.  h. 
die  grössere  oder  geringere  Krümmung  des  Querschnittes  derselben  von 
Einfluss  gewesen  sei,  da  theoretischen  Rechnungen  über  den  Durchgang 
der  Wärme  durch  yerschieden  gestaltete  Platten  oder  Wände  zufolge ,  der 
Goefficient  w  in  dem  Falle,  wo  die  Heizfläche  auf  der  Innenseite  einer 
Röhre  liegt  und  das  Heizgas  durch  diese  Röhre  strömt,  grösser  als  in  dem 
Falle  ist,  wo  die  Heizfläche  eine  ebene  Wand  bildet,  und  in  diesem  letzten 
Falle  wieder  grösser  als  in  demjenigen,  wo  die  Heizfläche  auf  der  Aussen- 
Seite  einer  Röhre  sich  befindet  und  das  Heizgas  diese  Röhre  umströmt 

Rechnet  man  aber  mit  den  von  Fielet  gegebenen  experimentellen 
Unterlagen  den  Coefficienten  w  für  diese  drei  Fälle  aus  und  legt  dabei  be- 
züglich der  Form  der  Heizfläche  die  äussersten  Extreme  au  Grunde,  d.  h» 
vergleicht  mit  der  ebenen  Wand  eine  Röhre  von  nur  0,05  Meter  äusserens 
und  0,045  innerem  Durchmesser,  so  ergeben  sich  die  Werthe  respective 
3,10;  3,00  und  2,86,  nach  deren  sehr  geringer  Abweichung  von  einander 
man  anzunehmen  sich  genöthigt  finden  wird,  dass,  wenn  auch  die  Form 
der  Heizfläche  von  Einfluss  gewesen  ist,  derselbe  doch  nur  unübersehbar 
gering  und  nicht  entfernt  so  bedeutend  gewesen  sein  kann ,  nm  die  starken 
Differenzen  in  obigen  Werthen  verursacht  zu  haben* 

Drittens  ist  der  Grösse  des  Canalquerschnitts ,  durch  welchen  die 
Heizgase  strömen,  ein  beeinflussender  Charakter  beizumessen  und  zwar 
aus  mehreren  Gründen. 

tf.  Zunächst  werden  durch  Erweiterung  des  Canalquerschnitts  einige 
Gastheilchen  in  grössere  Entfernung  von  der  Heizfläche  gerückt  und  da- 
durch ihre  Wärme  abzugeben  verhindert,  da  die  Strahlung  mit  der  Ent- 
fernung und  zwar  in  quadratischem  Verhältnisse  abnimmt,  während  die 
Leitung  von  Theilchen  zu  Theilchen  nur  sehr  gering,  nach  den  neuesten 
Untersuchungen  von  August  ausser  beim  Wasserstoffgase  sogar  ver- 
schwindend klein  zu  nennen  ist. 

ß,  wird  durch  Erweiterung  des  Canalquerschnitts  die  innere  Begren- 
inngswand  weiter  von  der  Heizfläche  entfernt  und  dadurch  ebenfalls  die 
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Wärmeabgabe  geringer,  weil  die  BückstraUnng  dieser  Wand  sieb  ab- 
scbwächt. 

y.  Ferner  wird  darcb  Erweiterung  des  Canalquerscbnitts  die  Span< 
nnng  oder  Pressnng  der  Heisgaae  gesteigert,  da  die  Oescbwindigkeit  sieb 
vermindert  und  nach  dem  Omndsatze  von  der  Erhaltung  oder  dem  fort- 
währenden Constantbleiben  der  lebendigen  Kräfte  oder  der  mechanischen 
Wirknngsqnantität  in  umgekehrtem  Verbältnisse  zu  der  Geschwindigkeit 
steht. 

8.  Endlich  vergrössert  sich  durch  Erweiterung  des  Canalquerscbnitts 
die  Dauer  der  Berührungszeit  des  Heizgases  mit  der  ganzen  Heizfläche* 
da  dieselbe  in  umgekehrtem  Verhältnisse  zu  der  Geschwindigkeit  und 
diese  wieder  unter  sonst  gleichen  Umständen  in  umgekehrtem  Verhältnisse 
SU  dem  Querschnitte  steht. 

Diese  Umstände»  von  denen  a  und  ß  eine  Verminderung,  y  und  8  da- 
gegen eine  Vergrösserung  des  Coefficienten  w  bewirken,  können  aber  nur 
dann  in  der  hier  bezeichneten  Weise  zutreffen ,  wenn  in  allen  Fällen  die 
durchströmende  Gasmenge  unverändert  bleibt,  denn  wenn  man  den  Canal- 
qnerschnitt  beispielsweise  um  das  Doppelte  seiner  ursprünglichen  Grösse 
erweitert  und  gleichzeitig  auch  die  durchströmende  Gasmenge  um  das 
Doppelte  ihres  anfänglichen  Betrages  vermehrt,  so  bleiben  in  beiden  Fäl* 
len  Spannung  und  Berührungsdauer  dieselben  und  geben  daher  keinen 
Anlass  zu  einer  Veränderung  des  Coefficienten  w.  Denkt  man  sich  ebenso 
den  Canalquerscfanitt  fortwährend  von  gleicher  Grösse  und  die  durchströ« 
mende  Gasmenge  variabel,  so  sieht  man,  dass  bei  Vermehrung  dieser 
Quantität  eine  relativ  grössere  Anzahl  von  Gastheilchen  in  geringere  Ent- 
fernung von  der  Heizfläche  hingeführt  und  dass  dadurch  dem  Coefficien- 
ten IT  ein  grösserer  Betrag  ertheilt  wird,  ein  Bäsonnement,  welches  durch 
einen  Vergleich  der  Gasmengen  und  der  zugehörigen  Coefficienten  aller 
mit  ein  und  demselben  Apparate,  also  mit  derselben  Canalweite  vorge- 
nommenen Versuche  auch  vollkommene  Bestätigung  findet. 

Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  der  Coefficient  w  einmal  in  umge- 
kehrtem Verhältnisse  mit  dem  Canalquerschnitt  <»,  das  andere  Mal  in  ge« 
radem  Verhältnisse  mit  der  durchströmenden  Gasmenge  Qy  oder  zusammen- 

gefasst  in  geradem  Verhältnisse  mit  dem  Quotienten  —  variirt. 

Bei  Prüfung  dieser  Vermuthung  und  bei  Forschung  nach  der  Gesetz- 
mässigkeit jener  Variation  bin  ich  auf  die  Formel 


'-^n 


gekommen  und  habe  weiter  gefunden ;  dass  die  nur  mit  dem  Material  va- 
rihrende  Constantep  für  Eisenblech  1,2,  für  Messing  0,6  und  für  Gusseisen 
=  2  ist. 
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Nachstehende  Zaaammenstellung  legt  den  Orad  der  Uebereinstimmung 
der  aus  der  Beobachtung  abgeleiteten  und  von  der  Formel  berechneten 
Zahlen  vor  Augen. 


Goefficient  w                                1 

be- 

be^ 

be- 

be- 

be- 

be- 

obachtet 

rechnet 

obachtet 

rechnet 

obachtet 

rechnet 

27 

28,6 

19,5 

19,9 

14,41 

16,42 

26 

27,6 

19 

18,9 

14,31 

14.15 

26 

26,0 

19 

20,9 

14 

13,3 

22.6 

18,4 

18,5 

18,3 

13,72 

14,36 

22,21 

19,04 

17 

14,1 

13 

IM 

22 

20,8 

17 

15,8 

12,64 

16.02 

22 

18,2   ' 

16,62 

16,78 

12.5 

13.2 

22 

21,3 

16,5 

15,8 

12,01 

14,59 

20,5 

21,4 

16.5 

14,1 

10,14 

9,27 

20 

20,8 

15,5 

15.4 

8.40 

9,27 

20 

21 

15^ 

13,9 

8,15 

8,7 

20 

19 

14,42 

16,02 

Die  diesen  Zahlen  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungsdaten  sind  an 
sieben  ausserordentlich  verschieden  construirten  Generatoren  erhoben; 
die  Heisgasmenge  Q  variirte  dabei  innerhalb  der  weiten  Grenzen  von  756 
bis  2230  Kilogramm,  der  Canalquerschnitt  m  von  0,165  bis  0,66  D Meter; 
bedenkt  man  daher  noch ,  dass  bei  der  Complication  der  Versuefasapparate 
und  der  immerhin  nur  zu  Annäherungen  führenden  Versnchsmethoden  die 
Beobachtung  auf  mancherlei  Ungenauigkeiten  gestossen  und  dass  unter 
Anderem  der  Zustand  der  Heizfläche,  wie  überhaupt  des  ganzen  Apparates 
wegen  ungleicher  Euss-  und  Kesselsteinablagerung  nicht  immer  ein  ord- 
nnngsmässiger  gewesen  sein  wird ,  so  verdient  der  Grad  der  Ueberein- 
stimmung zwischen  beobachteten  und  berechneten  Ziffern  ein  zufrieden* 
stellender  genannt  zu  werden  und  scheint  mir  mindestens  genügend  an 
sein ,  um  mich  zu  Empfehlung  einer  weitergehenden  Prüfung  der  abgelei- 
teten Formel  oder  des  darin  ausgesprochenen,  durch  den  Lauf  einer 
oubischen  Parabel  graphisch  dargestellten  Gesetzes  zu  berechtigen. 

Dabei  will  ich  indessen  darauf  hinzuweisen  nicht  versäumen,  wie  man 
bisher  durch  Rechnung  zu  einer  Bestimmung  des  Coefficienten  w  zu  ge- 
langen suchte  und  wie  die  Voraussetzung,  derselbe  variire,  abgesehen  von 
der  Grösse  des  Canalquerschnitts  und  der  Quantität  der  vortiberströmen- 
den  Gase,  im  einfachen  Verhältnisse  mit  der  Temperatnrdifferenz,  eine 
nur  angenäherte  und  keineswegs  durchaus  mit  der  Wirklichkeit  harmoni- 
rende  ist. 

Der  Gesammtvorgang  des  Wärmeübertrittes  vom  Heizgase  in  den 
kalten  Körper  setzt  sich  aus  drei  Einzelvorgängen  zusammen,  nämlich  ans 
dem  Wnrmeübertritt  vom  Heizgase  in  die  äussere  Oberfläche  der  Platte 
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oder  Wand,  ans  der  Wärmeleitatig  in  dieser  Platte  and  aas  dem  Wärme- 
übertritt von  der  inneren  Oberfläche  der  Platte  in  den  kalten  Körper. 

Sind  die  Wärmemenf^n,  welehe  diesen  drei  Vorgängen  entsprechen^ 
welche  also  respective  in  die  äussere  Oberfläche  treten ,  geleitet  werden 
nnd  ans  der  inneren  Oberfläehe  in  den  kalten  Körper  übergehen,  es  fF|, 
fff  nnd  fFa  ^^^  beaeichnet  man  ferner  die  gesammte  übertretende  Wärm»* 
qoantität  mit  W^  so  gUt  für  den  Beharrungsanstand,  in  welchem  in  glei* 
ehen  Zeitrännien  gleiche  Wärmemengen  ans  dem  Heiagase  verechwindea 
nnd  von  dem  kalten  Körper  aufgenommen  werben ,  die  Gleichung 

Gs  würde  sich  daher,  um  W  au  ermitteln,  darum  handeln |  eine  von 
den  drei  übrigen  Wärmeqnantitäten  berechnen  zu  können. 

Diese  Berechnung  unterstellt  man  der  Voraussetauag,  dass  die  vom 
Oase  in  die  äussere  Oberfläche  übertretende  Wärmemenge  der  Temperatur« 
difierena  von  Gas  und  Oberfläche  und  der  Grösse  dieser  Oberfläche  pro* 
portional  sei,  dass  dasselbe  mit  der  von  der  inneren  Oberfläche  in  den. 
kalten  Körper  überatrömenden  Wärme  stattfinde  und  dass  die  geleitete 
Wärmemenge  ebenfalls  in  directer  Proportionalität  zu  der  Temperatur- 
diffsrenz  der  beiden  Oberflächen,  wie  in  indirecter  zu  der  Plattendioke 
stehe,  ao  dass  also,  wenn 

T  die  Temperatur  des  heissen  Gases, 

i   die  Temperatur  des  kalten  Körpers, 

V  die  Temperatur  der  äusseren  Oberfläche, 

ß  die  Temperatur  der  inneren  Oberfläche, 

i  die  Dicke  der  Platte  oder  Wand, 

F  die  Oberflächengrösse  der  Platte  und 

^1  f  ^t  >  ^9  Erfahrungscoefficienten 
liedeuten,  welehe  die  pro  Temperaturdifferenz -Einheit,  pro  Zeiteinheit 
nnd  pro  Flächeneinheit  respective  übertretenden  und  geleiteten  Wärme« 
mengen  angefben ,  die  Gleichungen 

6)  W,=zw,{T—'i)F, 

7)  ^.  =  ;,.(l=^^, 

8)  W^  =  w^{ß—t)F 

entstehen.    Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  erhält  man 

-+-  +  - 

fVi        tV^        Wg 

nnd  indem  man 


^^  1    ö    1 

Wt  fVm  fV» 


schreibt : 
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eine  Gleichung,  welche  mit  derjenigen  übereinstimmt,  Ton  der  ich  im  An- 
fange dieses  Aufsatzes  ausging  und  in  welcher  w  den  besprochenen  Wftrme- 
überführungs-  Coefficienten  bedeutet. 

Hiernach  würde  also  wirklich,  wie  angenommen  wird,  die  Wärme- 
menge W  einfach  proportional  mit  der  Temperaturdifferens  zwischen 
heissem  Gase  und  kaltem  Körper,  oder  der  Goefficient  i9,  abgesehen  vom 
Canalquerschnitt  und  der  vortiberströmenden  Gasmenge ,  für  dieselbe  Platte 
unter  allen  Umständen  constant  sein.  Allein  die  obigen  Voraussetzungen 
und  die  daraus  fliessenden  Formeln  6) ,  7)  und  8)  sind  keineswegs  mit  der 
Wirklichkeit  genau  harmonirende ;  es  hat  sich  vielmehr  aus  den  umfang- 
reichen Experimenten  G.  Bischoff 's  und  C.  W.  Böckmann*s  ergeben, 
dass  die  Wärmeleitung  durch  ein  gänzlich  anderes  (besetz  namentlich  beim 
Holze,  wenn  auch  weniger  bei  Metallen  geregelt  wird,  es  sprechen  sich 
ebenfalls  die  in  der  jyTheorie  math^maiique  de  la  chalew^^  veröffentlichten, 
rein  speculativen  Untersuchungen  Poisson's  in  widerstreitendem  Sinne 
ans;  man  hat  ferner  Grund  anzunehmen,  dass  der  Wärmeübergang  von 
der  inneren  Oberfläche  in  den  kalten  Körper  weit  eher  dem  complicirteren 
Petit -Dulong'schen  Abktthlungsgesetze  oder  der  auf  dieses  Gesetz  ge- 
stützten ,  durch  P  ^  c  1  e  t  experimentell  ermittelten  Formel  sich  unterwirft, 
und  muss  endlich  auch  der  Analogie  mit  jenem  Wärmeübergange  wegen 
vermnthen,  dass  der  Wärmeübertritt  von  der  inneren  Oberfläche  in  den 
kalten  Körper  auf  eine  andere  als  auf  die  von  obiger  Voraussetzung  invol- 
virte  Basis  sich  stützt« 

Fasst  man  alles  Dieses  mit  den  Erörterungen  zusammen,  welche  über 
die  Abhängigkeit  von  der  Canalweite  und  dem  durchströmenden  Gas- 
quantum angestellt  wurden ,  so  thürmen  sich  die  Schwierigkeiten ,  welche 
der  Lösung  der  beregten  Aufgabe  entgegentreten,  um  so  massenhafter  auf, 
um  so  interessanter  ist  daher  aber  eine  dahin  abzielende  Untersuchung, 
und  gleichzeitig  ist  sie,  wie  ich  bereits  im.  Anfange  hervorhob ,  von  weit* 
tragendem  Nutzen  für  die  Technik« 
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DL  Veber  wnlttfftnaige  Fläohen.  —  Da  es,  abgesehen  von  Cylinder^ 
und  Rotationsflttchen ,  wenige  Flächen  giebt ,  deren  Complanation  anf  ein- 
fache Formeln  führt,  so  ist  die  nachstehende  Mittheilnng  vielleicht  solchen 
Lehrern  willkommen,  die  auf  elegante  Beispiele  etwas  halten,  oder  häufig 
Aufgaben  zn  stellen  haben. 

In  der  Horizontalebene  xy  sei  eine  beliebige  Curve  AQB  gezeichnet 
und  dnrch  jeden  ihrer  Pankte ,  wie  z.  B.  jß ,  und  durch  die  z  -  Achse  eine 
Ebene  gelegt;  wird  nun  in  dieser  Ebene  über  OQ  als  Durchmesser  ein 
Kreis  construirt ,  so  entsteht  aus  der  stetigen  Folge  aller  derartigen  Kreise 
eine  Fläche  von  wulstförmiger  Oestalt.  £ehr  einfach  ist  die  Polargleichung 
einer  solchen  Fläche,  wobei  für  irgend  einen  ihrer  Punkte  (Fig.  4,  Taf.  11) 

OP  =  r,  LPOQ=^,   LXOQ  =  vi 
sein  möge ;  setzt  man  nämlich  00  =  It  und  denkt  sich  die  Polargleichung 
der  ebenen  Leitcurre  AQB  in  der  Form 

1)  Ä  =  i^(») 
gegeben ,  so  hat  man  augenblicklich  r=zR  cos  '^  oder 

2)  r  =  F{€a)  cos  iff. 

TTm  femer  dasjenige  Flächenstück  ABO  m  qnadriren,  welches  von 
der  Leitcurve  AB  und  den  beiden  über  OA  und  OB  construirten  Halb- 
kreisen begrenzt  wird,  setzen  wir  ABO^=Sy  LAOX^!=^ay  LBOJ[=zß 
und  wenden  die  bekannte  Formel 

auf  den  obigen  Fall  an ;  dies  giebt 

S  =J  frin)  y[F{n)7+[F''(mJY  cos^^dmdi^. 

a    0 
Die  Integration  nach  ^  lässt  sich  sofort  ausführen,  und  es  bleibt, 

wenn  zur  Abkürzung  /^(g>)  mit  R,  F\n)  mit  B^  bezeichnet  wird, 

/ , 

3)  S=^nJ  RyR*-^K*ä» 
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=  ]^njyR*+  (ÄiO*  da. 


oder,  was  manchmal  bequemer  ist, 

4)  S 

a 

Die  Einfachheit  dieser  Formeln  lässt  augenblicklich  erkennen,  dass 
es  unter  den  besprochenen  Flächen  nicht  wenige  geben  wird,  deren  Com- 
planation  mit  Leichtigkeit  ausgeführt  werden  kann.  Wir  wollen  einige 
Tälle  der  Art  angebeai 

a.  Das  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Kadical  erhält  seinen  ein- 
fachsten Werth,  wenn  als  Leitcurve  eine  Lemniscate  genommen  wird; 
ea  ist  dann 

Rzzsa'y Costa,     RyR*~+^  =  a\ 

5)  S=lna'{ß—a). 

Für  0  =  0,  /5s=5^w  giebt  diese  Formel  den  Flächeninhalt  eines  Oc- 
tanten;  die  Gesammtoberfiäche  des  Wulstes  ist  daher 

6)  W=l7ca\ 

b.  Nimmt  man  als  Leitlinie  eine  Conchoide,  so  hat  man 

ltz=za{i  +  cosoa)  =  2a  cos*^m, 
ß 

a 

d.  i. 

7)  S^2na^[sin\ß~sin^a  —  \{sui^^ß—9m^\a)]. 

Die  Werthe  a==0,  ß=n  geben  die  Qnadrantenfläche ,  mithin  ist  die 
Gesammtoberfiäche 

8)  W—^^na\ 

c.  Die  Leitlinie  sei  die  Fusspnnktcarve  der  Ellipse»  mithin 

iJ»  s=  a*  coi^G}  +  b^  «t/i*«; 
die  Formel  4)  giebt  dann 


'=i«/^ 


Ya*  cos* » -f-  **  m*  adm. 
a 

Ist  in  der  Figur  5  (Taf.  II)  OA  =  a,  OB=:b,  ^^  =  <?  =  j/?+^ 
0(7  senkrecht  auf  AB^  endlich  JC^=a\  BC=b%  so  hat  man  n^^^iac^ 
b*  c=  2»'c,  mithin 


9)  S^=^lnc  j  j/a^  cos^(q  +  b'^ßin^a  dm. 


a 
Das  Integral  bedeutet  hier  denjenigen  Bogen  einer  ans  den  Halb- 
achsen a  und  b'  construirten  Ellipse,  welcher  swischen  den  beiden«  durch 
die  Amplituden  a  und  ß  bestimmten  Punkten  liegt.    Für  a  =  0,  ß^=^n 
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geht  dieser  Bogen  in  den  EUipsenquadranten  über,  den  wir  mit  E  bezeich- 
nen wollen ;  fttr  die  Gesammtoberfläche  ist  dann 

10)  W=2ncE. 

d.    Nimmt  man  als  Leitlinie  eine  Gerade,  welche  auf  der  o;- Achse 
die  Strecke  n,  auf  der  ^-  Achse  das  Stück  b  abschneidet,  so  hat  man 

1 


Ä  = 


cos  CO       sin  00 ' 


oder,  wenn  J^ö*  +  6*  =  c  nnd  der  zwischen  c  nnd  a  enthaltene  Winkel 
=  y  gesetzt  wird, 

ah 


R  = 


Daraas  ergiebt  sich 


oder 


c  sin  (»  +  y) ' 
n    a*6«   r        dm 


«in'(»+  y) 


in    Ä=ü   g'^M  cos{a  +  y)        cos{ß+y)  ,   ./^wj  (i?  + y)\  ) 
^  8'  c*    ^sin*{tt  +  y)       sin^{ß+y)^    \ian^{a+y)Jr 

Für  a  =  0,  ßs=\n  nnd  durch  Mnltiplication  mit  8  erhält  man  die  Ober- 
fläche des  ganzen  rhomboidalen  Wulstes,  nämlich 

c*    isin^y      cos^y^    \      ian\y      J) 
oder  y  wenn  Alles  durch  n,  6,  c  ausgedrückt  wird, 

,2)        s=«j^-i'+f:*r/C«-t4±-1|. 

»      c  c^      \a  +  h  —  c/' 

f •  Wählt  man  zur  Directrix  eine  Ellipse ,  so  kommt  man  auf  ellip- 
tische Integrale  dritter  Gattung,  welche  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die 
Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  gesucht  wird ,  zu  vollständigen  Integralen 
dieser  Art  werden  und  dann  durch  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  ausdrückbar  sind.  Die  Formeln  werden  jedoch  etwas  complicirt 
UQd  dürften  daher  nicht  viel  Interesse  darbieten.  Schlömilch. 


Z.   Integration  der  Oleichnng 

1)  «y'+Cr  +  ö'a?)^ -f(j»+ war-f  ma:«)l/=0, 

in  welcher  «,  r,  ^,  p,  n,  m  eonttante  Zahlen  bedeuten.    Von  Prof.  Simon 
Spitzer. 

Liouville  hat  im  Journal  de  Vecole  polyL^  tom,  XI JI,  eah,  XXI  zuerst 
Gleichungen  der  Form  1)  integrirt,  dann  haben  Petzval  und  Weiler, 
im  Wesentlichen  den  Gang  von  Liouville  folgend,  sich  mit  der  obigen 
Gleichung  beschäftigt. 
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Auch-  ich  habe  mich  wiederholt  mit  Gleichungen  der  Form  l)  befasst« 
und  bin  zu  zwei  Integrationsmethoden  gekommen ,  welche  sich  wesentlich 
▼on  den  Methoden  unterscheiden,  die  man  bisher  für  Gleichungen  der 
Form  i)  anwandte,     Sie  hier  vorzoführen ,  ist  der  Zweck  dieser  Note. 

1.  Methode*    Ich  setze  y  in  folgender  Form  voraus: 

2)  y=  j  ^^-^^fFdu, 

woselbst  V  und  W  einstweilen  noch  unbekannte  Functionen  von  u  bedeu- 
ten, t/| ,  u,  aber  unbekannte  constante  Zahlen  sind. 
Aus  2)  folgt: 

y"=  /  ««*•+•*  [(2iia:  +  »)*  +  2M]  fr  du 
und  substituirt  man  diese  Werthe  in  1),  so  erhält  man ,  gleich  ordnend : 

ei^+9»wia?{4itfs  +  2uq  +  m)  +  x{^uvs  +  2ur  +  qv  +  n) 

«i  I 

+  {t^9  +  2us  +  vr+p)ldu  =  0. 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

IAtf$  +  2uq  +  fns=Ly 
Auvs  +  2ur  +  qv  +  nz=:zMy 
v*s  +  2us  +  vr  +  p=:N^ 
so  ist 

4)  j  ^^+^'W{Lx'  +  Mx  + N)  du  z=:0. 

Berücksichtigt  man  nun ,  dass  die  Gleichung 

La^  +  Mx+N^L{a^  +  vx)+x{M—Lv)  +  N, 

woselbst  9'  =  ---  bedeutet,  identisch  stattfindet,  und  wfthlt  man  v  so,  dass 
du 

5)  M—Lv=0 

wird,  so  erhält  man  statt  der  Gleichung  4)  die  Gleichung 

6)  /  ««*•+•"  W[Lix'  +  vx)  +  N]du  =  0. 
Nun  ist  aber 


/ 
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^*+^WL(x'  +  vx)du=J  WL-^— — Idu, 

ttnd  dies  Integrale  giebt,  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens 
behandelt 

?•    tit 
Es  geht  somit  das  Besultat  der  Sabstitution  von  2)  in  die  vorgelegte 
Gleichung  über  in 

und  dieser  genügt  für  solche  fF,  welche  der  Gleichung 

7)  ^^_l(fA)=o 
'  du 

genügen,  nud  für  solche  constante  Zahlen  t/|,  t/«,  welche  die  Gleichung 

8)  ^X^«**+»*  =  0 
identisch  machen. 

Die  Gleichung  5)  kann  so  geschrieben  werden : 

(^u*s  +  2uq  +  m)v  ==z  {4us  +  q)v  +  2ur  +n 
und  ist,  wie  man  sieht,  linear  und  von  der  ersten  Ordnung;   ihr  Inte- 
grale ist 

nq  —  2rm  ,   ^    2ns — rq      ^   >— 
4ms  —  q*  4ms — q^         '^      * 

vorausgesetzt,  dass  4ms — q^  nicht  gleich  Null  ist.  Setzt  man  die  willkür- 
liche Constante  der  Integration ,  d.  L  C  der  Einfachheit  halber  gleich  Null, 
so  ist 

'  4ms— q^  ^       4ms — q*  ' 

und  die  Gleichung  7)  giebt  integrirt 

10)  W=^eJ—. 

Setzt  man 

X=4*(w— a)(u— /J) 

und  zerlegt  man  sodann  —  in  Partialbrüche ,  so  dass 

Xr 

£*  +  «-«  +  «-/» 
wird,  80  ist  das  Integrale  der  vorgelegten  DiflPerentialgleichang  l) 


,=J>H- 


»»+*•  («  -  «)-<-»  (k— /»)*-•  du. 
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vorausgesetzt,  dass  Ä  und  B  positive  Zahlen  sind,  oder  solche  imagin&ro 
Zahlen ,  deren  reeller  Bestandtheil  positiv  ist. 

2.  Methode.     Ich  setze  y  in  folgender  Form  voraas: 


11)  y={^['^+'"^4 


woselbst  V  und  W  wieder  einstweilen  noch  unbekannte  Fanctionen  von  u 
bedeuten,  h  eine  ganze  positive  Zahl  ist  und  a  diejenige  constante  Zahl 
bezeichnet,  welche  nach  vorgenommener  A maliger  Differentiation  des 
Ausdruckes 

statt  u  gesetzt  werden  muss. 
Aus  11)  folgt: 

und  setzt  man  diese  Werthe  in  l),  so  erhält  man,  gleich  ordnend  und  die 
in  3)  gewählten  Bezeichnungen  annehmend : 

Damit  aber  der  Ausdruck  12)  identisch  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  der 
Ausdruck 

in  die  Form 

gebracht  werden  könne ,  folglich  soll  sein : 

13)  e«^+«"^,(Z;a:«+iifa:  +  iV)  =  (ti— «)|5!^  — Äg,. 

Damit  ferner  diese  Oleichung  stattfinden  könne,  muss  offenbar  fp  die 
Form  haben 

14)  y  =  c«*'+»*z, 

woselbst  z  eine  Function  von  u  ist.  Setzt  man  nun  g)  in  der  Form  14) 
wirklich  voraus,  so  hat  man,  gleich  e«**4-«'«  wegdividirend, 

fFj  {Ls?  +  ;|f  a;  +  AT)  =  (ti—  «)  r|i  +  (a:«  +  vx)  z\—hz. 

Diese  eine  Oleichung  zerfällt  in  folgende  drei  Gleichungen : 

W^  M=i  \u  —  «)  »t, 

FiJ^=(t/  — a)|^  — Ar. 
*  du 
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Ans  diesen  ersten  zwei  von  ihnen  felgt ; 
nnd  ans  der  ersten  and  leisten  ei^iebt  sich 

...  r»+^"]'^'=Ä<-.). 

folglich  bat  9  den  in  9)  anfgestellten  Werth ,  und  für  W^  ergiebt  sich 
es  ist  somit : 

das  Integrale  der  Gleichung  1). 

Das  eben  gefiindene  y  ist  aber  im  Allgemeinen  gleich  Null,  weil  jeder 
Ausdruck  die  Form 

Amal  differenzirt,  im  Allgemeinen  für  i/=:a  verschwindet.  —  Aber  anders 
ist  es  in  dem  speciellen  Falle,  wo  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0  ist. 
Setzen  wir  voraus ,  dass  L  die  Form  habe : 

X  =  4*(tt  — «)(m  — j5) 

und  dass  durch  Zerlegen  von  -j  in  Partialbrüche  folgender  Ausdruck  er- 

scheine 


L  ^u  —  a^u  —  ß' 

so  hat  man  • 

y  =  jÄ  [(«-«)*+''  («-«'+'  «•«•+•'+*-][ . 

Dies  vereinfacht  sich  für 

und  giebt  sodann  für  y  folgenden  Ausdruck : 

^5)  * = I Ä  [(«-«'-•  «•«•+«+*-]  ( , 

a 
welclier  besonders  zweckmässig  anwendbar  ist,  in  dem  Falle,  wenn  A 
Null  ist,  oder  ganz  nnd  negativ. 


XL  Veber  gleichieitige  Dilatationen  einei  isotropen  Kftxpera  nach 
Tarsehiedenen  Biehtnngen.    Von  G.  Zehpuss. 

Wenn  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Krftfte,  welche  auf  eine  jede 
Flächeneinheit  senkrecht  in  der  Richtung  («,  ^,  /)  mit  der  Stärke  P  wir- 
kend einen  etwa  unendlich  gross  gedachten  isotropen  Körper  ausdehnen, 
so  werden  sie  die  Längeneinheit  in  der  Richtung  (a,  j?,  /)  um  ICP  ver- 
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grössern ,  zugleich  aber  in  der  darauf  senkrechten  Richtung  der  erwähnten 
auf  (a,  ßy  y)  senkrechten  Ebene  eine  lineare  Quercontraction  J^'P  für  jede 
Längeneinheit  hervorrufen.  Es  seien  nur  x,  y,  z  die  von  einem  als  relativ 
ruhend  gedachten  Molekül  0  aus  gezählten  auf  rechtwinklige  in  0  mün- 
dende Achsen  bezogene  Coordinaten  eines  beliebigen  Molektils  m,  und  r 
dessen  Entfernung  von  0,  welche  mit  den  Achsen  die  Winkel  (a,  fr,  c)  bil- 
den möge.  Erfolgt  nun  der  Zug  P  parallel  der  Richtung  (a,  ß,  y\  so  wird 
sich  m  in  eben  dieser  Richtung  um  PICr  cosw^  zugleich  aber  auch  inner- 
halb der  durch  zwei  parallel  zu  (or,  /9,  y)^  (^y  ^i  ^)  im  Ursprung  sich  schnei- 
denden Geraden  gelegten  Ebene  um  PATV  sin  w  nach  der  Geraden  (a,  ß^  y) 
senkrecht  hinneigen ,  wo  w  den ,  durch  die  in  0  sich  schneidenden  parallel 
(a,  /),  y)y  (a,  6,  c)  gehenden  Geraden,  gebildeten  Winkel  bezeichnet  Die 
auf  die  Achsen  bezogenen  Richtungen  der  Quercontraction  seien  durch  die 
Winkel  {a\  ^,  /)  angedeutet,  für  welche,  wenn  sie  von  der  Linie  (a,  |),  y) 
abwärts  gerichtet  als  positiv  gerechnet  werden ,  die  Gleichungen  gelten 

cosa^cosacosw  ^      cosb — cosßcosw 

cos a  SS : ,   cosß^= : — , 

smw  smw 

,      cosc  —  cos  y  cos  w 

cosy  = : * • 

'  stn  w 

Nachdem  der  Zug  P  gewirkt  hat,  werden  die  Verschiebungen  £,  v,  f 
des  Punktes  m  hiernach  sein 

{  r=  r  cosw ,  PICcosa  —  rsinw .  K'Pcosa\ 
d.h. 

i=sr  P[K  costv  cosa  —  K'  {cosa  —  cosacosw)]^ 
and  ebenso 

V  z=zrP[K cosw  cosß  —  E' {cosb  —  oosß  cos w)], 
i  CSS  r P  [K cosw  cosy  —  IC' {cos c  —  cosy  cos w)]» 
Lassen  wir  daher  gleichzeitig  mehrere  Kräfte  P,  P| ,  P,  •  •  •  in  belie- 
bigen Richtungen  (a,  /^i  /)i   («i»  A >  T't)  •  •  •  wirken,  so  müssen  wir  ein 
Summeuzeichen  S  einführen ;  und  wenn  wir  dann  zugleich  berücksichtigen, 
dass  rcosas=zSy  rcosb=^yy  rcosc=Zj  so  entsteht 

g =a?  [{ir+  IT)  SP  cos^  a  -  E'SP]  +y .  {K+E')  SP  cos  a  cos  ß 

+  t.{£^IC'jSP cosa  cosy, 
.  v=x.{E+r)SPcosacosß+y[{E+K')SPcos'ß—K'SP] 
^       ]  +z.{K+K')SP cosß  cosy, 

-i=zx. {A'+E')  SP  cosa  cosy+y.(R'+K')SP  cosß  cosy 

+  z  [{E+  K')  SP  co^y  —  E'SP]. 
Die  durch  die  letzten  Formeln  ausgedrückten  Verschiebungen  werden 
nun  im  Allgemeinen  nicht  in  der  Richtung  des  Radius  r  erfolgen ;  wenn 
dies  aber  geschieht ^ so  wollen  wir  diese  Verschiebungsrichtungen  Haupt- 
dilatationsachsen nennen.  Dieselben  müssen  offenbar  so  beschaffen 
sein ,  dass 

X        y        «  * 
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Beseichnen  wir  diese  drei  Brüche  durch  X,  so  haben  wir,  wenn  der 
Kürze  halber  gesetzt  wird 

A={K+£')  SPcos^u  -  JSr'5/>,    B  =  (^E+E')SPcos*ß^  K'SP, 

C  =  {IC+K')  SP  cos*  Y  —  ^'SP, 
D  =  (ir+ir')  SP cosß  cosy,  E  =  (AT+IT')  SP cosa  cosy, 

F=  (IC+£')SPcosacosß, 
die  Gleichungen  1)  in  der  Form 

ii  =  Ax  +  Fy  +  Ez, 
2)  )v  =  Fx  +  By  +  I>z, 

I  i  =  Ex  +  Dy^Cz. 
Dieselben  geben,  da  für  die  Hauptdilatationsachsen  die  Gleichungen 
1«)  sUttfinden: 

I{^Ä^l)x  +  Fy  +  Ez  =  (^, 
Fx  +  {B—X)y  +  Dz  =  (i, 
Ex  +  Dy  +  {C—X)z  =  0, 
woraus  sich  nach  Elimination  von  x,  y,  z  zur  Bestimmung  der  Grösse  X  die 
cubische  Gleichung  ergiebt 

{A  —  X)      F  E 

F       (B—X)      D 
E  D        {C-X) 

deren  Wurzeln,  wie  Cauchj,  Kummer,  Borchardt,  Sylvester 
verschiedentlich  bewiesen  haben,  immer  reell  sind.  Hiernach  giebt  es 
im  Allgemeinen  drei  Hauptdilatationsachsen  für  jedes  Kräfte- 
sjstem  -P,  P, ,  P, . . . 

Die  Bichtnngen  dieser  Achsen  anlangend,  so  sind  dieselben,  nachdem 
die  Wurzeln  A« ,  It » >^t  durch  4)  bestimmt  sind ,  durch  die  sich  aus  3)  er- 
gebenden Verhältnisse  von  x,  y^  z  oder  cosa,  cosb,  cosc  gegeben.  Aus 
der  Form  der  Gleichungen  3)  ergiebt  sich  aber,  dass  die  fraglichen 
Richtungen  drei  auf  einander  rechtwinkeligen  Geraden  ent- 
sprechen, da  die  Gleichungen  3)  genau  u:it  denjenigen  übereinstimmen, 
welche  sich  für  die  Richtungen  der  Hauptachsen  der  Mittelpunktsfläche 
zweiten  Grades 

5)    fp  =  Ax*  +  By^'\^Cz^  +  2Dyz-\'2Exz  +  2Fxy—G=^0 
ergeben.  *) 


4) 


=  0, 


*)  Um  die  Bedeutung  von  Z,  |,  v,  £  im  Zusammeuhange  mit  den  Gleichungen  8) 
ins  Klare  su  setzen,  wollen  wir  nns  erlauben,  die  mehrfach  von  Cauchj,  Jacobi 
u.  .8.  w.  behandelte  Frage  nach  Grösse  und  Richtung  der  Hauptachsen  der  Fläche  5) 
kurz  zu  erledigen.  Da  der  Radius  r  an  den  Endpunkten  der  Hauptachsen  der  Fläche 
aaf  derselben  senkrecht  steht,  so  muss  daselbst  dr  verschwinden,  d.  h.  es  muss 

5a)  2«  <fa;  +  2y  <fy  +  2z«rz  =  0 

sein.     Da  aber  hierin  dx,  dy,  dz  nicht  unabhängig  sind,  sondern  der  Bedingung  5) 
oder  d  9  =  0,  d.  h. 

ZciUchrift  r.  Mathematik  a.  Physik.  VIU,  2.  9 


130  Kleinere  Mittheilungen. 


Was  die  Richtung  der  durch  |,  v,  £  bestimmten  Verschiebungen  an- 
langt, so  ergiebt  sich  aus  2),  dass  für  alle  Punkte  der  Oberfläche 

y  ,     ^  *. d^   2g>    d^ 

und  da  bekanntlich  die  drei  letzten  Grössen  sich  verhalten ,  wie  die  Cosi- 
nus der  Winkel,  welche  die  Normale  der  Fläche  <p=0  mit  den  Achsen 
bildet,  so  müssen  die  Verschiebungen  stets  senkrecht  auf  der 
durch  den  Punkt  (x,  ^,  z)  gelegten  Fläche  5)  stehen. 

Durch  eine  Transformation  der  Coordinatenachsen  kann  man  die 
Hauptdilatationsachsen  stets  mit  den  Hauptachsen  der  Fläche  5)  zu- 
sammenfallen lassen ,  d.  h.  man  kann  stets  solche  Coordinatenachsen  wäh- 
len, dass  D=E=:F=0,  d.  h. 

6a)     SPcosacosß  =  Oj    SPcosaco8y  =  0j    5Pco5/Jco5y  =  0. 

Die  Verschiebungen  sind  alsdann,  wenn  wieder 
6)   {K+IC')SPcos*a  —  K'SP=:A,    (K+K')SPcos*ß'' K'SP=  B, 

(Ä^-f-  K')  SP  cos^y  —  K'SP  =  C 
gesetzt  wird: 

7)  5  =  -<a?,    v  =  ^y,    i=Cz 

und  die  Gleichung  der  Dilatationsfläche  ist 

7a)  uia:*-f-^y«  +  C2*  =  C. 

Sind  die  Kräfte  P  theils  dehnende,  theils  drückende,  d.  h.  einige  po- 
sitiv, andere  negativ,  so  können  A^  B^  C  mehrerlei  Vorzeichen  haben.  Stellt 
*  die  Gleichung  7*)  ein  EUipsoid  vor ,  so  kann  durch  allmählige  Aenderung 
von  G  der  ganze  Raum  in  eine  Schaar  consecutiver  ähnlicher  concentri- 
scher  Fllipsoide  zerlegt  werden.  Wenn  aber  7')  ein  Hyperboloid  darstellt, 
so  lässt  sich,  indem  G  von  +  oo  bis  — oo  variirt,  der  Raum  in  zwei  Schaa- 
ren  conjugirter  einmanteliger  und  zweimanteliger  Hyperboloide  eintheilen, 
welchen  der  sich  für  G=-0  ergebende  gemeinschaftliche  asymptotische 
Kegel  zukommt. 

Aus  den  Gleichungen  6)  folgt,  dass  jedes  System  von  Zug- 
kräften, Pj  Pf,  Pf,.,  durch  drei  rechtwinkelige,  in  seinen 
Hauptdilatatipnsachsen  wirksame  Zugkräfte  P^^,  P^j  Pg  er- 
setzt werden  könne;  man  hat,  es  zu  beweisen,  nur  nöthig,  P,^  P^y  P^ 
aus  den  drei  Gleichungen,  in  welchen  K^ K'=iH  gesetzt  ist, 


unterworfen  sind,  so  muss  behufs  Elimination  des  Abhftng^^en  Differentiale«  die  Glei- 
chang  5  a) ,  mit  einem  unbestimmten  constanten  Factor  X  mnltiplicirt,  von  5  b)  subtra- 
hirt  werden.  Die  Annullirung'  der  Coefücienten  von  dx,  dy^  cfz  in  der  so  entstehen- 
den Gleichung  g^ebt  dann  g^eradezu  die  GleicbuDgen  3),  woraus  hervorgeht,  dass  in 
denselben  x,  y,  z  die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  Hauptachsen  yorstellen.  Die 
Grösse  derselben  anlangend ,  so  multipliciren  wir  die  Gleichungen  3)  resp.  mit  x,  y^  % 
uod  addiren,  wonach  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  5)  l'olgt 

Die  Grössen  X  sind  hiemach  den  Quadraten  der  Hauptachsen  der  Fläche  5)  yerkehrt 
proportional. 


,  +  j>y  +  i>,=    J   j;,   ,    also   i>,= 
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A==:HP^—r(P^  +  Py  +  P,),   B=rHP,—r.iP^  +  P,  +  P^), 
C  =  HP,—K'{P^  +  Py+P,) 
sn  bestimmen ,  welche 

A  +  B  +  C  _A{K-^r)  +  {B+C)K' 

K-2K'  '  **''''  ^'~  {K  +  K'){K  —  2K')  ' 
und  analoge  Aasdrücke  fürP^  und  /^^  ergeben.  Der  Fall  K^=2K\  wo  das 
Volumen  constant  bleibt ,  scheint  von  Natur  ausgeschlossen  werden  zu  müs- 
sen. Da  aber  alsdann,  in  Folge  der  Gleichungen  6),  ^  +  ^  +  (7=0  ist, 
welcher  Ausdruck  für  A^=2JSr'  ein  Factor  des  letzten  Bruches  wird,  so 
haben  wir  einen  leicht  bestimmbaren  Werth  ^, 

Sollen  zwei  Systeme  von  Kräften  P,  i>,  ,/>,... ;  P\  P,',  P,' . . .  iden- 
tisch dieselben  Molecularverschiebungen  heryorrufen ,  so  müssen  für  beide 
die  Flächen  q>  dieselben  sein,  d.  h.  es  muss  A-=:j(^B^=^B\  C=C\  D=^D\ 
E^=Efy  F=F'  sein,  d.  h.  wenn  JC':  {IC+K')  =  ^  gesetzt  wird: 

ISPcosacosß^ss^SP'cosacosß^^  SPcosacosYs=^etCn  8PcosßcosY=eie, 
SPco8^a—eSPr=zSP'cos^a—eSP' 
SPcos^ß-^^SP^SP'cos^p^  —  ^SP' 
SPcos*y  —  '»SP=SP'co8*y  —  ^SP\ 

Ans  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt  auch  durch  Addition 
(l  — 3^)Si>=(l— 3^)SP', 
d.  h.  SP=  8P\  so  lange  nicht  1  =  3d,  d.  h.  JT  =  2A",  in  welch  letzterem 
Falle  statt  sechs  Bedingungsgleichungen  8)  nur  die  fünf  ersten  nöthig  sind, 
weil  dann  die  sechste  von  selbst  erfüllt  wird. 

Will  man  ausdrücken ,  dass  die  durch  zwei  Kräftesjsteme  hervorge- 
brachten Verschiebungen,  ohne  zusammenzufallen,  doch  nur  insofern  ver- 
schieden sind,  als  die  Molecule  des  einen  durch  eine  passende  Drehung 
des  ganzen  Körpers  mit  den  gleichverschobenen  Moleculen  des  anderen 
Systems  zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  können,  so  müssen  die  ent- 
sprechenden Flächen  ^y,  ip\  ohne  zusammenzufallen,  dieselben  Haupt- 
achsen haben;  sonach  muss,  da  in  der  Gleichung  4)  A*  den  Coefficienten 
1  hat, 

A+B+Cz=zA'+B'+C' 

D*  +  J&« -h  F«  =  i>'» -f.  ^'«  +  jP'» 

ZABC-^  AD*—  BE*  ^CF*  =  ZA'B^C  —  A'D'*  —  BE'*—  CF'* 
sein.  —  Zu  den  Gleichungen  8)  bemerken  wir  noch ,  dass  ihnen  zufolge 
ein  gegebenes  System  von  Zugkräften ,  oder  selbst  eine  einzelne  solche 
Kraft  Py  nicht  durch  drei  nach  willkürlichen  rechtwinkeligen  Achsen, 
etwa  den  Coordinatenachsen ,  gerichtete  Componeuten  ersetzt  werden 
könne,  schon  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  mit  drei  Componenten  Ä^  F,  Z 
nicht  jenen  sechs  Gleichungen  zu  genügen  ist.  Ausgenommen  ist  nur  der 
Fall,  wo  fragliche  rectanguläre  Achsen  mit  den  Hauptdilatationsachsen 
zusammenfallen,  indem  nach  (6,a)  alsdann  die  drei  ersten  der  Gleichun- 
gen 8)  von  selbst  erfüllt  sind. 

^':  .    --^ 
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Obwohl  die  Oleichnngen  7)  die  Grösse  der  Verschiebnngeii  vollstän- 
dig bestimmen,  während  ihre  Richtungen  der  Normale  der  Dilatations- 
fläche parallel  laufen,  so  können  wir  doch  noch  über  die  Ge sammt  Ver- 
schiebung v=+ ^5*+ v*+t*  einen  Satz  aufstellen.  Dieselbe  ist  näm- 
lich nach  7) 

V  =  +  yA^x^  +  B^y^  +  C^z". 
Andererseits  ist  aber  das  vom  Ursprung  auf  die  in  (or,  y,  z)  berührende 
Tangentialebene  der  Fläche  (7  a)  gefällte  Perpendikel  ^  bestimmt  durch 

G 

mithin  die  gesammte  Normalverschiebnng 

d.  h.  in  den  verschiedenen  Punkten  einer  und  derselben  Di- 
latationsfläche verhalten  sich  die  Normalverschiebungen 
verkehrt  wie  die  vom  Centrum  auf  die  Tangentialebene  ge- 
fällten Perpendikel.  Denken  wir  uns  nun  weiter  zum  Semidiameter 
r,  parallel  zur  Tangentialebene  die  conjugirte  Diametralebene  gelegt,  und 
in  derselben  zwei  conjugirte  Semidiameter  r ,  r'  gezogen,  so  ist  bekannt- 
lich das  Volumen  des  der  Dilatationsfläche  (la)  umschriebenen  Parallel- 
epipedes,  dessen  Kanten  parallel  r,  /,  /'  laufen ,  constant  gleich  dem  Pro- 
ducte  der  Hauptachsen  s=zj/G^:ABC.  Das  Parallelogramm  rr\  als  Grund- 
fläche des  Parallelepipedes ,  ist  seinerseits  wieder  dem  Rechtecke  gleich, 
welches  dem  conjugirten  Diametralschnitte  umschrieben  ist,  und  letzteres 
ist,  so  oft  der  conjugirte  Diametralschnitt  eine  Ellipse  sein  wird,  der  mit 

—  multiplicirten  Fläche  Q  dieses  Schnittes  gleich.     Da  letzterer,  mit  dem 

Perpendikel  q  multiplicirt,  das  mit  n  vervielfachte  Parallelepiped  rrr* 
ergiebt,  so  haben  wir 

nGj/G    _ 

]/ABC 
wonach 


nj/G 
d.  h.:  In  den  verschiedenen  Punkten  einer  und  derselben 
Dilatationsfl&cfae  verhalten  sich  die  Normalverschiebun- 
gen am  Endpunkte  der  Radien  r  direct  wie  die  Flächen  der 
diesen  Radien  conjugirten  Diametralschnitte.  Es  wurde  hier- 
bei stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  der  conjugirte  Diametralschnitt 
eine  Ellipse  sei,  was  immer  zutrifft,  wenn  die  Fläche  (7a)  ein  Ellipsoid 
vorstellt.    Bei  den  Hjperboloiden ,   wo  der  conjugirte  Schnitt  keine  ge- 
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schlossene  Figur  bildet,  hat  man  dem  Producte  r  r"  den  geschlossenen  con- 
jugirten  Diametralschnitt  des  sogenannten  conjngirten  Hyperboloi- 
de s  zu  substituiren.  So  werden  also  zu  r  begrenzte  conjugirte  Diametral- 
schnitte entstehen ,  wenn  man  gleichzeitig  die  beiden  Hyperboloide 

betrachtet,  d.  h.  der  aus  0)  abgeleitete  Satz  ist  allgemein  giltig. 

Ein  gewisses  Interesse  hat  auch  die  in  der  Richtung  des  Badiusvector 
geschätzte ,  d.  h.  auf  ihn  projicirte  Ausdehnung.  Um  die  auf  die  Bichtung 
des  Radius  projicirte  Verschiebung  zu  finden,  hat  man  nämlich  offenbar 
nnr  die  Gleichungen  7) ,  entsprechend  mit  den  Cosinus 

..      «     y    £^ 

*.  '  IT'  - 
r      r      r 

mnltiplicirt,  zu  addiren,  wodurch,  wenn  die  Ausdehnung  längs  r  durch  ^ 

bezeichnet  wird, 

^  = =  7 

entsteht,  d.  h.  die  nach  der  Richtung  des  Radius  geschätzten 
Dilatationen  sind  diesem  verkehrt  proportional  für  alle 
Punkte  derselben  Dilatationsfläche,  woraus  sich  noch  einfach 
ergiebt : 

Die  nach  der  Richtung  des  Radius  geschätzten,  auf  die 
Längeneinheit  bezogenen  Dilatationen  verhalten  sich  für 
Punkte  derselben  Dilatationsfläche  umgekehrt  wie  die  Qua- 
drate ihrer  Entfernungen  vom  Centrum. 


Xn.  Hene  Auflösung  der  quadratischen,  cubischen  und  biqnadra- 
tischen  Oleichungen.    Von  Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Jever. 

Die  allgemeine  Methode  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  besteht 
bekanntlich  darin,  eine  Hilfsgleichung  (Resolvente)  zu  finden,  deren 
Ordnungsexponent  um  eine  Einheit  niedriger  ist,  als  der  der  gegebenen. 
Es  soll  nun  gezeigt  werden ,  wie  sich  noch  andere  ausser  den  bis  jetzt  be- 
kannten herstellen  lassen. 

1.    Gegeben  sei  o;'  +  ^^  +  ^  =  0.     Man  setze  a;  =  y  4*  ^)  woraus 
y«  +  (2z  +  a)y+(t«  +  ö«  +  ft)  =  0, 
oder  kurz 

1)  y*  +  «y  +  i3  =  0. 

Damit  dies  Trinom  das  Quadrat  einer  linearen  Function  von  y  werde,  ist 
erforderlich,  dass 

«'*'"  «'-46  =  0 

sei. 
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Um  diese  Bedingung  zu   erfüllen,  bilde  man  die  Gleichung,    deren 
Wurzeln  die  Wurzelquadrate  der  gegebenen  Gleichung  1)  sind,  nämlich 

Sfi*— («•-2/5)yi  +  /»*  =  o, 

oder  kurz 

2)  yj«  — my,+«  =  0. 
Es  ist  also 

m  =  a*  —  2|3  =  22«  +  2az  +  (a*— 26) 
n=:=:ß*  =  {z*  +  az+by. 
Damit  das  Trinom  2)  das  Quadrat  der  linearen  Function  y^  —  A  werde,  ist 
erforderlich ,  dass  sie 

m«  — 4n  =  (a«— 46)2*+a(a«— 46)2  +  — («*— 4*)=0, 

4 

oder  wenn  man  mit  a'  —  46  multiplicirt  und  hierauf  radicirti 

3)  (a«-46)2  +  |-(ö*-46)  =  0, 

welcher  als  die  Resolvente  der  quadratischen  Gleichung  2)  angesehen 
werden  kann.    Sie  hat  nur  eine  Wurzel  —  -—;  für  a  =  0  geht  sie  über  in 

4)  2  =  0. 
Substituirt  man  den  Wurzelwerth  in  2),  so  ist 

m  =  4(a*— 46);    «  =  ^(a«— 46)«, 
also  yi  =  i(a*— 46);  y  =  >^i  =  +  l^a*  — 46; 


a:=2  +  y  =  — —  +  i/a*— 46. 

2 

2.    Gegeben  seiÄr*+aa:*  +  6a:  +  c  =  0.  Man  setze  ar  =  2  +  y,  woraus 
y'+(32  +  ö)y*+(32»+2a2  +  6)y  +  (2«  +  ö2«  +  62  +  c)=0, 
oder  kurz 

5)  y'  +  «y*  +  /Jy  +  y  =  o. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  zurückführen  auf  die  rein  cubische 

6)  {y,  +  Ay  —  B  =  0. 
Entwickelt  man  dieselbe ,  so  ist 

y,»  +  3^y,»+3^«y,  +  ^*— P  =  0. 
Die  Bedingungsgleichungen  sind 

3^  =  32  +  «;    3^*  =  32*  +  2a2  +  6, 
also  a*  — 36  =  0. 

Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen,  bilde  man  wiederum  die  Gleichung 
y,*-(«*~2^)yi'+(l5*-2«y)y,-y«=0, 
wo  yj  =y*  ist;  oder  kurz 

7)  yi*— »»yi*  +  nyi— />  =  o. 

Es  ist  folglich 

m=a*— 2/J  =  32*+ 2ö2+(a*— 26), 

n=/J*— 2ay  =  32*  +  4a2*  +  2a«2*  +  (2a6— 6c)2  +  6*  — 2ac, 

p  =  y*  =  (2*  +  02«  +  62  +  c)«. 
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Nun  sei 
m«_3n=0=(4a»— 12ft)2«+(4a*— 2a6  +  18c)2+(a*— 4a*6  +  &flC+6*), 
welche  Gleichung  die  Besolvente  der  cnbischen  Gleichungen  ist. 

Berechnet  man  hieraus  z ,  so  erhält  man  weiter 

also,  wenn  ij,  i}|,  17,  die  Wurzeln  der  Gleichung  0)  darstellen, 

[vt^  —  A+fj^A'+p. 
Es  ist  daher  irj  =3  «  +  y  =  «  +  ^, 

Bemerkenswerth  ist,  dass  die  Besolvente  für  o" — 36=30  in  eine  Olei- 
chnng  vom  ersten  Grade  übergeht.    Ist  a  =  0,  so  nimmt  sie  die  Form  an : 

9)  12bz*  —  18cz  —  &«  =  0. 

Setzt  man  z  =  -— ,  so  geht  9)  über  in 

10)  «•+9ctt  — 8M  =  0. 
Beispiel:  Die  Gleichung  or* — 3a:  +  2cs0  aufsnlösen. 
Die  Resolvente  ist 

abo  Z|  =  —  \\  «1  =  —  \,  Ferner  findet  man  m  =  6| ,  ^  =  2^ ,  y  =  ^J ; 
also  ^1  =  2^,  y==^y|=  +  I;  wobei  noch  über  das  Vorzeichen  zu  ent- 
scheiden ist  Dieses  lässt  sich  entweder  durch  Probiren ,  oder  durch  Sub- 
stitution des  anderen  Wurzelwerthes  von  z  thun.  Wählt  man  letzteres 
Mittel ,  so  ist  klar ,  dass  man  dieselben  Werthe  wieder  erhält.  Daher  sind 
hier  beide  Vorzeichen  giltig,  und  die  Gleichung  hat  zwei  gleiche  Wur- 
zeln.   £s  ist  nämlich 

a:  =  «+y  =  — i  +  i;   «i=l,   a:,  =  — 2,  ar,  =  l. 

Anderes  Beispiel:    Die  Gleichung  o:* — 24« — 48 ssO  aufzulösen. 

Die  Besolvente  ist 

«»— 3«  +  2  =  0; 
also  Z|  =  l,  ;,=2.    Für  2:1  =  1  bestimmen  sich 

m  =  51,    Ä=—\l,    y=  — 71;    y,  =  17  +  ^128  =  22,03968, 
y=  + 4,69464;    ir  =  y  +  Zj  =  + 4,69464 -^  1. 
lieber  das  Vorzeichen  entscheidet  Probe  oder  der  Wertfa  ar,,  wie  folgt: 


m  =  60,   irf  =  — 20,   y  =  — 88;  y,  =  20  +  J/— 2ö6  =  13,6504  und 
y  =  +  3,69464;    a:  =  y  +  z,  =  +  3,69464  +  2. 
Ifithin  bat  die  Gleichung  nur  eine  reelle,  zwei  comple:ce  Wurzeln: 
o:,  =  5,09464 ,    x^  '^^^  3?«  =  —  2,84732  +  0,532  . .  / — 1. 
3.    Gegeben  sei  «* +  aÄr*4-&«*  +  Cir+ d  =  0.    Man  setze  jt  =  t -|- y, 
woraus 
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+  [z^  +  a^  +  bz*  +  cz+d\=Oy 
oder  kürzer 

11)  K*  +  ay»  +  ^3f*  +  yy  +  Ä  =  0. 

Man  bilde  die  .Gleichung,   deren  Wurzeln   die  Wurzelqnadrate  der 
Gleichung  11)  sind,  also 

y/-(«'-2^)y,«  +  (^*~2«y  +  2Ä)y/-(y«-2^«)if,  +  **===0, 
oder  kurz 

12)  y/— »»yi*  +  ny*—pyi  +  ^  =  o. 

Diese  Gleichung  lädst  sich  auf  eine  quadratische  reduciren ,  wenn  sich 
die  Bedingung 

13)  m»— 4mn  +  8p  =  0 
erfüllen  lässt.    Setzt  man  nämlich 

y/— myi»+  ^2^  +  ^^  y,«  — m^yi +  ^  +  P  =  0. 

nie  Bedingungsgleichangen  ^er  Identität  mit  12)  sind 

,  .  m*  ^       ,         ^       4n  —  m*       p 

n  =  2-<^+— ,  p^=:mA,   also   .4  =  — =  — 

4  S  m 

oder 

m* — 4mn  +  Sp  =  0. 
Die  gesuchten  Wurzeln  sind  alsdann  aus  den  Werthen  von  ^i  zu  be- 
rechnen : 


so  ist 


y.=j±f/t-^±V^^^^ 


Nun  ist 
m  =  a«— 2/J  =  42«  +  2a«  +  (a*  — 26), 

n  =j3«— 2ay  +  2Ä=6**+6az'+(3a«  — 26)«*+(2aft— 6c)«+(6«— 2ac  +  2rf), 
p  =  y*— 2/3Ä  =  4z»  +6a2»+(3a*  +  26)2*  +  (4aft— 4c)«»  +  (26*  — 12<i)«* 
+  (2&c  — 6ad)z  +  (c*  — 26(i), 

^=i(4n— w*)  =  t*+az*+62»— 4(a»— 4a6  +  6c)z— i(a*— 4«*6+8«c— 8i0. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  13)  ein ,  so  erhält  man  die  Resolvente  der 
biquadratischen  Gleichung,  nämlich 

14)     (8o»— 32a&  +  64c)2*+(l2a*  — 56a«6  +  80ac  +  32ft*— 128rf)«« 
+  [6a*—  32a«6  +  40a' c  +  32a  (6«--2d)  —  32ftc]  z 
+  [a«:-öa*ft+8a»c+8a*(ft«— rf)  — 16a6c  +  8c«]  =  0, 
welche  mit  der  Schlömilch^schen  und  der  yerallgemeinerten  Euler^schen 
Resolrente  in  dem  Coefficienten  des  ersten  Gliedes  übereinstimmt.     Auch 
hier  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  von  den  Grössen  a,  fr,  c  die  Bedingung  13) 
erfüllt  wird,  die  Kesolvente  vom  zweiten  Grade  wird.     Ist  a  =  0,  so  ver- 
einfacht sich  die  Gleichung  sehr;  sie  wird 
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16)  8c««  +  (4ft«  — 16d)z»— 462  +  c*  =  0, 

und  wenn  man  z  = setzt,  geht  sie  in  die  Ealer'sche  Resolvente  Über 

tt»  +  26tt«+(ft*— 4rf)w  — c*  =  0. 
Setzt  mau  z^  statt  Zy  so  ist  die  Wurzel  der  gegebeueu  Gleichung 

16) 

worin  das  erste  +  unentschieden  ist. 

Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung  x* — 22  ir* — 24  a;  +  45  =  0. 
Die  Resolvente  ist 

3t"  — 19z« +  332— 9==  0. 
Die  Wurzeln  sind 

21=3;     Z8  =  3;     J:,  =  f 
Nimmt  man  Zj=:3,  so  bestimmen  sich 

wi  =  80,    ^  =  144,    fi'  =  (— 144)*,    und  ^1  =  20  +  16. 
Folglich  erhält  man 

^=:d6,   1^1=4,    sowiey  =  +  6,   y"=  +  2- 
Durch  Substitution  des  Werthes  Zt  =  t  i'^^^ltiren 


m  =  44|,  ^  =  6615-,   g,=  (34jf)«,    und  y,  =  ll|  +  ^^i«  +  »*«. 
Es  folgen  hieraus  die  Wurzeln 

,h=ll^,  ,.  =  21J,  ,,=J,  sowie  y"=+v,  y""=±V,  y""'=±S. 
Da  nun  d?  =  z  +  y  ist ,  so  würde  man  folgende  Werthe  für  x  erhalten : 

1)  ar^  =  3  +  6     oder   9    und  —  3; 
^t  =  3  +  2     oder    5    und  1 ; 

2)  a^t  =  i  +  y  oder  y  und  —  3; 
.T4  =  J  +  ^f  oder   5    und  —  ^  ; 
Xj  =  J  +  I    oder  1    und  —  |. 

Da  jeder  Werth  von  z  alle  Auflösungen  geben  muss,  so  sind  die  wie- 
derholten Werthe  von  x  wahre  Wurzelwerthe  der  gegebenen  Gleichung, 
mithin  «^  =  —  3,  ar,  =  5,  a:,  =  1 ,  worunter  eine  Wurzel  zwei  Mal  vor- 
kommen muss.    Man  findet  sie  aus  der  Bedingung 

:r^  =  3  +  5  +  l  =  0,    x^  =  ^Z. 

Statt  den  zweiten  Werth  von  z  zuzuziehen,  sehe  man  zu,  welche  der 
vier  Werthe  die  Gleichung  zu  Null  machen : 

1)  Coefficienten :     1  0     —22     —  24     +45 

a;  =  9,       1     +9     +59     +507     (4Ö08), 
also  ist  nicht  9,  sondern  — 3  eine  Wurzel. 

2)  Coefficienten:     1  0     — 22—24+45 

a:=5,        l      +5     +3     —  9     (0), 
also  sind  5  und  1  beide  Wurzeln. 

4.    Zur  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  kann  man  auch  noch 
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einen  anderen  Weg  einschlagen:  Gegeben  8ei^  +  aa:*+6ar  +  c=:0.  Man 
setze  wiederum  j?  =  y4"*»  so  wird 

kürzer : 

y'  +  ciy^  +  ßy  +  Y^o. 

Man  führe  diese  Gleichung  auf  folgende  rein  cubische  zurück: 

17)  (y+m)»  =  «V. 

Entwickelt  man  dieselbe ,  so  wird 

Setzt  man  diese  Gleichung  der  obigen  transformirten  gleich ,  so  erhält  man 
die  Bedingung  ß*  —  3ay  =  0,  oder 

19)  (3z«  +  2az  +  by  =  3(32  +  o)  (t»  +  az^  +  bz+  c), 
woraus  die  Resolvente  erhalten  wird,  nämlich 

20)  («•— 36)t«+(aft— 9c)2  +  (6*  — 3ac)  =  0, 
welche  für  a  =  0  übergeht  in 

21)  Zbz*+9cz—b^  =  0, 

oder  jvenn  z  = gesetzt  wird, 

22)  M*  +  9CM  — 3ft»  =  0 
in  Uebereinstimmung  mit  10). 

Um  X  zu  berechnen,  hat  man  weiter 

ß  _Zz^  +  2az  +  b 


1*/!       3^       -iV  ö*  — 3ft 


und 


mm  m 


5.   Auf  demselben  Princip  gründet  sich  folgende  Auflösung   b  i  q  u « - 
dr atischer  Gleichungen.    Gegeben  sei  a:*  +  aÄr*  +  6a:*  +  c«  +  rf  =  0. 
Setzt  man  x  =  y  +  z^  also 

y*  +  (42  +  a)y»  +  (4z*  +  3at  +  6)y*+(42»  +  3a2«  +  2ftt+c)y 
+  (z^  +  az*  +  bz*  +  cz  +  d)=^0, 
oder  kürzer 

y*  +  ay*  +  /5y'  +  yy  +  Ä  =  o, 

80  lässt  sich  diese  transformirte  Gleichung  auf  die  quadratische 

23)  (y'  +  my  +  n)«  =  pV 
zurückführen.     Entwickelt  man  dieselbe  in 

24)  y*  +  2my»  +  (m*+2«— p»)y»  +  2wwy+n*  =  0, 
so  ist  die  Bedingung  der  Identität,  dass  y* — a^d-=0  sei,  oder 

25)   (4z*+  9az*+2bz  +  cy  =  (4«  +  «)•  (z*  +  «*•  +  6z«+  c*  +  d), 
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woraus  eine  Besolvente  erhalten  wird,  welche  mit  der  Schlömilch'schen 

übereinstimmt,  nämlich: 

26)  (o»— 4a*  +  8c)2»+(a*ö  +  2ac  — 46«  +  16d)z«  +  (a*c+8«rf— 46c)z 

+  (o*d— c«)=0. 
Für  a=0  geht  sie  über  in 

27)  8C2»— 4(6«— 4rf)2*  — 46c2  — c*  =  0 

und  wenn  man  z  =  —  setzt, 
2u 

tt»  +  26M«+(6*— 4rf)tt  — c*  =  0. 

Wenn  man  z  bestimmt  hat,  so  berechne  man  weiter  m,  n,  p 

.    a 
«  =  22  +  -; 

n  =  j/2*  +  a2»  +  62*  +  cz  +  rf; 

p= +^— 2z«  — fl2  +  i(a«  — 46)+2^2*  +  a2»  +  &z«  +  C2  +  rf. 
Alsdann  ist 

a?  =  «+y  =  2  —  i  ('»±p)  ±  I  /('«±p)*— 4«. 

Beispiel:  Gegeben  sei  a:*  — 25a?« +  60« — 36  =  0. 
Die  Eesolvente  ist 

120z»— 769  z«  +  1500z  —  900  =  0 
nnd  ihre  Warzeln : 

Hieraus  berechnet  sich 


m: 


=  y,    «=V.  P  =  ±8, 


also 


^=V-i(V±8)±4m''±3)*-4-V. 

6.  Eine  dritte  Methode  der  Auflösung  cubischer  und  biquadratischer 
Gleichungen  endlich  ergiebt  sich ,  wenn  man  aus  den  gegebenen  Gleichun- 
gen zwei  Glieder  wegschafft.  Gegeben  8ei:r«+air«  +  ftj?  +  c  =  0;  unter- 
stellen wir  ferner  den  Grössen  ^)  ^^  Vi ,  a,  /9,  y,  m,  n,  p  dieselbe  Bedeutung 
wie  sub  2,  so  ist  die  Bedingung,  dass  a  und  ß  gleich  Null  werden  in  den 
Gleichungen 

z  =  — — ,     a« — 36  =  0, 
3 

enthalten»    Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen ,  setze  man  weiter 

yi  =  yji  +  2j    und  Zi  =  ---,  sowie  m«  —  3n  =  0. 
•  3 

Auf  die  oben  angegebene  Art  (cf.  2)  findet  man  z ,  und  sie  mittelst  m ,  n 

und  p.    Die  Gleichiftig 
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reducirt  sich  auf  die  rein  cubische 
woraus  wiederum 


'•=T-m-' 


gefunden  wird  in  Uebereinstimmung  mit  der  in  8)  aufgestellten  Formeln. 

Gegeben  sei  a^  + ax^  +  ba[^  + cx+  d=zO.  Man  suche  eine  Gleichung 
zu  erhalten ,  worin  das  zweite  und  vierte  Glied  fehlt.  Damit  a  und  /  gleich 
Null  werde ,  ist  Bedingung 

2  = ,    a'— 4fl6  +  8c  =  0. 

4 

Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen ,  setze  man  y,  =.  y,  +  z, ,  ferner  z,  =  -- 

und  m* — 4mn  +  8/>  =  0,  woraus  z  gef^inden  wird,  und  mittelst  dieser 
Grösse  w,  n,  p  und  q»  Hierdurch  wird  die  gegebene  Gleichung  auf  die 
quadratische 

reducirt  oder  weil  r,  =  — , 
4 

y,*—  ^^(6m*— 16n)  y,*—  jjy  (3m*  —  16m»«  +  64m/>  —2560')  =  ^ 

und  wegen  m' — 4mn  +  8p  =  0 

y,  =  ±  ^j/dm*  —  Sn  ±  }/{2m^—8ny  —  256jr. 

Man  findet  alsdann  durch  Einführung  der  ursprünglichen  Unbekannten 
wieder 


Ueber  das  von  den  beiden  Vorzeichen  +  giltige  ist  dann  noch  eine 
weitere  Prüfung  anzustellen. 

Zahlenbeispiel:  a?*  —  22aj*  —  24a:  +  45  =  0  (siöhe  oben);  z  =  3, 
m=s80,   n  =  18888,   ^  =  (— 144)»;  y,=  +  16,  y,  =  20  +  16  u.  8.  w. 


Xm  Eine  neue  Auflösung  der  biquadratiichen  Oleichnngen.  Von 
Dr.  Ludwig  Matthibssen  in  Jever. 

Bekanntlich  wurde  zuerst  von  Ludovico  Ferrari  in  Bologna  (geb. 
1522,  gest.  1565)  eine  Lösung  der  Gleichungen  vierten  Grades  gefunden, 
indem  derselbe  sie  auf  die  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  zurück- 
führte, von  welcher  die  sogenannte  Euler'sche  Resolvente  nur  eine  Um- 
formung ist.  Die  von  Euler  gegebene  Auflösung  («  =  ^/^+ ^^i  +  K^) 
tibertrifft  alle  bisher  gefundenen  durch  ihre  Eleganz,  iftdessen  dürfte  wohl 
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die  AnflöfiiiDg,  welche  ich  hier  geben  werde,  jener  an  Einfachheit  gleich 
kommen« 

Sei  gegeben 

a:*  +  mar'  +  njr'  +  pa:  +  g  =  0. 
Man  transformire  diese  Gleichung  so,  dass  das  Absolutglied  =  +  1  werde, 

welches  sehr  leicht  geschieht ,  indem  man  o:  =  a:,  yq  setzt.    Man  erhält  so 
eine  Gleichung  von  der  Form 

a^ — ax^  +  bx* — cx  +  1=0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  a:^,  a:,,  o:,,  x^  und 

1 

y« 
,1 

1 

yo 

Diese  sechs  Werthe  von  y  gehören  nun  offenbar  einer  reciproken  Glei- 
ehang  vom  sechsten  Grade  an,  also  etwa 

y^—Ai^  +  Bi/'--'Cy'+ßy*—^y  + 1=0. 
Nun  ist 

2{y)=b  =  A, 

S{t/')  =  b*  —  2ac  +  2=zA^—2B, 

woraus  folgt: 

A=zb,     B  =  ac  -  1,     C  =  a^  +  c*  —  2b 
und  weiter 

y*  — fry'  +  Cac— l)y*-(a«+c«— 26)i^»+(ac— l)y*— &y+l=0. 

Setzt  man  für  y  +       den  Buchstaben  z ,    so  verwandelt  die  Resolvente 

y 

sich  in 

t»  — ftz*  +  (öc  — 4)2  — (a«  +  c«  — 46)  =  0, 
vermittelst  welcher  sich  die  Werthe  von  y  berechnen  lassen. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  a;*— aa:*  +  6a:' — ca?  +  l  =  0  sind  alsdann 

^o  =  /yoyiyt,  ^i=Vyoy$y4i  ^«  =  /yiy8y5,  ^i  =  Vyi^y^' 

Als  Beispiel  diene  die  Gleichung 

x*—Zx*—^4^x*  +  ix+l=zO. 
Die  Resolvente  ist  alsdann 

y*  +  4iy»-3iy*-J8^y*  — 3iy«  +  4iy+i=0 
oder 

2*  +  4i2*  — ei«— 16lV  =  Ö. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

«o  =  H»    «i  =  — 2i»    «t  =  — 4i. 

Mithin  ist 
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yyoytyt 


also 


x,  =  — ^--^=  =  — J,  a:j=r— ^— 

Obige  Auflösung  steht  in  einer  merkwürdigen  Beziehung  zur  Euler*- 
schen ,  lindem  in  dieser  der  Werth  von^^y  das  arithmetische  Mittel  je 
zweier  Werthe  von  x ,  in  jener  das  geometrische  Mittel  derselben  darstellt, 
also 

j/^==?f>±fi  und  yv.^yi^,. 


XIV.  Complanation  der  konischeiL  Keilfläche.  —  Vom  Coordinaten- 
anfang  0  aus  sei  auf  der  x  -  Achse  die  Strecke  OA^^a^  auf  der  y  -  Achse 
die  Strecke  OB=b  abgeschnitten,  ferner  ^C parallel  und  =  0A,  und  CD 
ein  mit  dem  Radius  a  um  den  Mittelpunkt  B  beschriebener  Kreis ,  dessen 
Ebene  vertical  stehen  möge  (siehe  Fig.  6,  Taf.  II);  bewegt  sich  nun.  eine 
Gerade  so,  dass  sie  der  Ebene  0 BD  (oder  yz)  parallel  bleibt  und  zugleich 
die  o;- Achse  und  den  Kreis  schneidet,  so  beschreibt  sie  eine  sogenannte 
konische  Keilfläche,  deren  Gleichung  ist 

^~  b  • 
Diese  Fläche  denken  wir  unB  von  einem  geraden  verticalen  Kreis- 
cylinder  geschnitten,  welcher  mit  dem  Radius  a  um  die  z- Achse  beschrie- 
ben ist,  und  suchen  den  innerhalb  des  Cjlinders  liegenden  Theil  der  Keil- 
fläche zu  quadriren.  Nennen  wir  S  das  Flächensttick  OAFj  dessen  Hori- 
zontalprojection  der  Kreisquadrant  ist,  so  haben  wir 


-fjy 


0 


■+(M)'+(i^)'-'. 


0    0  ^  ^ 

Durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  t  mittelst  der  Substitution 

wird  hieraus 

a    1 

1)  S  =  I   ffVi''* -  ^)  («•  +  ft*  —  a:*  +  «*/•)  dxdl, 

0    0 


Kleinere  Mittheilnngen.  143 

wobei  zur  Abkürzung 

2)  ö«  +  6«  =  r« 

sein  möge.  Es  macht  nnn  zwar  keine  Mühe,  die  anf  i  bezügliche  Integra- 
tion aasznführen,  aber  man  behält  dann  ein  einfaches  Integral  übrig, 
nümlich 

0  ^  ' 

dessen    weitere    Behandlung    ziemlich    unbequem    sein    würde.       Dieser 
Schwierigkeit  entgeht  man  dadurch ,  dass  man  in  der  Gleichung  1)  oder 
a  1 

0  0 

▼on  der  Formel 

0  0 

Gebrauch  macht,  deren  Richtigkeit  durch  Ausführung  der  beiderseitigen 
Integrationen  leicht  zu  prüfen  ist.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 
1  'rt 

0  ^0 

0   0  -* 

Kehrt  man  in  dem  noch  übrigen  Doppelintegrale  die  Reihenfolge  der 
Integrationen  um  und  setzt 

o:  =  a  5in  CO ,     —  =  y. 


so  gelangt  man  zu  der  Formel 
und  darin  ist  identisch 

/( 1  —  v'  sin  *  tek\  ms  •  «v 

da 


4* 
y  (1  —  y'  sin  *  co)  cos  •  co 

J        1 — /t/'sm*» 


>■, 
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=j^«{-2+(2+y')«;+2(i-«*)/i"^=y^t 

mithin  nach  dem  Vorigen 

0  ' 

Die  noeh  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen,  z.  B.  mittelst  der 
Substitution 

1  — /l  — /«* 

^ '- —  =  r, 


woraus 


2         V  ,  2       1— y* 


folgt;  setzt  man  hierbei  zur  Abkürzung 

Y 

so  erhält  man 

1 


0 

l 

0 
=:4yarctan  k  —  2yk  —  \y^l  +  iy^k\ 
Dies  giebt 

oder ,  wenn  man  einen  Hilfswinkel  ^  mittelst  der  Formel 


a 


4)  sin&  =  y---=y^^,,     {e=^LBOC) 

einführt  und  beachtet,  dass  demgemäss  k=sian^d^  ist, 

Der  Vergleich  zwischen  den  Formeln  3)  und  5)  führt  noch  zur  Eennt- 
niss  eines  bestimmten  Integrales,  wobei  x^^asinq)  sein  möge;  es  er- 
giebt  sich 
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fc 


0 


1 — y*sin*qf)cos*q>     /l  +  y  sin  y\ 
mg)  \1  —  y  «in  g>J 


worin,  wie  Yorhio ,  md  ==  y  ist.  Sohlömilch. 


XT.  Dynamisdia  Votii.  —  Wird  ein  schwerer  Punkt  unter  dem 
Winkel  «  schief  in  die  Höhe  geworfen,  so  ist  bekanntlich  nach  iSecon- 
den  seine  horisontale  Entfernung  Yom  .Aiisgangspunkte 

1)  s=ci  cosa 

und  seine  yerticale  Erhebung  über  die  Horizontalebene  des  Ausgangs- 
punktes 

2)  y^seisina  —  ^gt\ 
Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  /,  so  resultirt 

IC* 

Der  Punkt  erreicht  nach  der  Zeit  /  ss die  Horizontalebene  des  Aus- 

9 

gangspunktes  in  der  Entfernung  —  m 2a  wieder,  seine  grösste  yerticale 

9 

«n «  «  ..1  1   c**« «  «         «.  <»  ,  «  c*sin*a.      ,r,,.„ 

Erhebung  findet  nach oecunden  statt  und  beträgt  4 •    Will 

9  9 

man  den  Coordinatenanfang  in  den  Scheitel  der  Parabel  verlegen ,  so  hat 
man  in  3)  einzusetzen : 

,  €^sin*a 

y-^—g — y- 

X  s=s  --  stna  cos  a  +  Xi. 
9 


Man  erhält  dadurch : 


Vi  — 


i^cos*a' 
2  . 


9 
Daher  ist  der  Halbparameter  der  Parabel : 

€^cos*a 

Es  ist  demnach  die  Erhebung  der  Leitlinie  der  Parabel   über  der  Hori- 
zontalebene des  Ausgangspunktes : 

(^  sin^ a         €^  cos* a «^  c*    ^ 

Z«iUchHft  f&r  Malh«iMttk  a.  Physik.  VUI.  1.  10 
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Nimmt  man  nun  an,  der  schwere  Funkt  habe  seine  Anfangsgeschwindig- 
keit c  erlangt,  indem  er  auf  einer  Curve  um  die  Höhe  fi  herabgefallen  ist, 
so  w&re 

c*z=2gh 
und  daher  die  Terticale  Erhebung  der  Leitlinie  über  der  Horizontalebene 
des  Ausgangspunktes  h\  d.  h.  gleitet  ein  schwerer  Punkt  auf  einer  Curve 
um  die  Höhe  h  herab  und  bewegt  sich  vom  Endpunkte  der  Curve  an  ver- 
möge seiner  Endgeschwindigkeit  in  einer  Parabel  wieder  aufwärts,  so  liegt 
die  Leitlinie  der  Parabel  ebenso  hoch ,  als  der  Ausgangsort  des  Punktes 
auf  der  Curve. 

Wenn  die  Gurre,  auf  welcher  der  Punkt  herabgleitet,  an  ihrem  un- 
teren Ende  eine  schiefe  Ebene  tangirt,  so  wird  der  Punkt  yerm^fge  seiner 
auf  der  Curve  erlangten  Endgeschwindigkeit  eine  Parabel  auf  der  schiefen 
Ebene  beschreiben.  Ist  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit des  Punktes  auf  der  schiefen  Ebene  mit  dem  Durchschnitt 
der  schiefen  Ebene  mit  einer  Horizontalebene  bildet,  a  und  die  Neigung 
der  schiefen  Ebene  selbst  s,  so  hat  man  in  allen  vorhergehenden  Gleichun- 
gen g  sin  9  statt  g  einzusetzen  und  erhält  somit  für  die  auf  der  schiefen 
Ebene  gemessene  Erhebung  der  Leitlinie  der  Parabel  über  die  in  der 
schiefen  Ebene  liegende  Horizontallinie  des  Ausgangspunktes 

^ g sine      sin  e ' 
es  ist  demnach  die  absolute  Erhebung  der  Leitlinie  über  die  Horizontal- 
ebene des  Ausgangspunktes  wieder  h.  Dr.  Kahl. 


XYI  XTeber  die  angleiche  Erwärmung  der  Elektroden  beim  Indttettons- 
funken.  Von  Dr.  Edmund  Reitlinoeb,  Privatdocent  der  Physik  an  der 
Wiener  Universität.  —  Es  ist  bekannt,  dass  ein  eigenthürolicher  Unter- 
schied zwischen  den  Wärmeerscheiunugen  des  Volta  Bogens  und  der  In- 
ductionsfunkens  stattfindet.  Bei  dem  ersteren  ist  nämlich ,  nach  allgemei- 
ner Angabe  der  positive  Pol  der  wärmere  ,  während  beim  letzteren  der 
negative  Pol  bedeutend  heisser  wird.  Dieser  Umstand  hat  die  Aufmerk- 
samkeit mehrerer  Physiker  auf  den  Wärmeunterschied  zwischen  den  bei- 
den Polen  eines  Inductionsfunkens  gelenkt.  Poggeudorff  wies  densel- 
ben durch  das  Thermometer  nach,  indem  er  die  Temperaturerhöhung  be- 
obachtete, die  das  Thermometer  an  den  Polen  binnen  1  Minute  erfuhr.*) 
Auch  im  partiellen  Vacuo  wies  Poggeudorff  nach  dieser  Methode  die 
Temperaturungleichheit   der  Pole   nach**)    und   theilte   in   einer  feme- 


*)  Pogg.  Annal.  9CIV.  p.  634. 
♦*)  1.  c.  p.  68Ö. 
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ren  Mittbeilnng  inehrerea  Interesaante  bösttglich  der  Beobaohtongen  im 
Vacno  mit.*) 

Der  Verfasser  dieser  Note  beobachtete  statt  der  Steigerang  der  Tem- 
peratur in  1  Minute  das  Maximum  der  Temperatur,  welches  das  Thermo- 
meter an  den  Elektroden  durch  den  regelmässig  fortgesetzten  Inductions- 
strom  erweist.  Natürlich  können  hier  nur  Beobachtungen  bei  gleich 
schnellem  Gange  des  Hammers  mit  einander  verglichen  werden.  Die  Ther- 
mometer befanden  sich  in  Metallhtilsen  ,  an  denen  die  Elektroden  ange- 
bracht waren.  Das  wahrgenommene  Maximum  ist  offenbar  jene  Terapera- 
tor,  bei  welchem  die  durch  den  Inductionsstrom  an  der  Elektrode  zuge- 
fübrte  Wärmemenge  der  durch  Wärmeausströmung  an  die  Umgebung  ver- 
loren gehenden  gleich  ist.  Der  Verfasser  machte  nach  dieser  Methode 
mehrere  hundert  Beobachtungen,  indem  er  die  umgebende  Luft  verdünnte, 
die  Luft  mit  anderen  Oasen  vertauschte ,  und  die  Entfernung  der  Elektro- 
den veränderte.  Ausser  einem  für  diese  Veränderungen  besonders  vorge- 
richteten Apparat  schaltete  er  noch  eine  zweite  Unterbrechungsstelle  ein, 
wo  er  bei  veränderten  Umständen  und  gleichen  Temperaturmaximis  auf  die 
gleiche  Stromstärke  sohloss,  auf  welche  er  alle  seine  Versuche  entweder 
direkt  zu  bringen  oder  durch  Rechnung  mindestens  zu  beziehen  suchte. 
Er  erhielt  in  dieser  Weise  folgende  Resultate ; 

1)  Bei  allen  Graden  der  Verdünnung  bei  säramtlichen  von  ihm  beob- 
achteten Gasen:  Luft,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Kohlensäure,  Kohlf^noxyd 
und  bei  beliebig  veränderter  Entfernung  der  Elektroden  beobachtete  der 
Verfasser  stets  ein  viel  höheres  Maximum  am  negativen  als  am  positiven 
Pole.  Nimmt  man  den  Unterschied  des  Maximums  gegen  die  ursprüngliche 
Temperatur,  so  fand  der  Verfasser  denselben  bei  vielen  Beobachtungen 
mehr  als  viermal  so  gross  am  negativen  als  am  positiven  Pole.  Doch  ver- 
hält sich  das  Maximum  am  positiven  Pole  weniger  constant  und  gesetz- 
mässig  als  am  negativen  Pole,  daher  der  Verfasser  bis  jetzt  nur  Gesetze 
der  negativen  Maxima  aufsuchte. 

2)  Bei  Luftv^erdünnung  an  der  einen  Unterbrechungsstelle  stieg  das 
Maximum  an  beiden  Unterbrechungsstellen.  Wurde  aber  durch  eine  dritte 
Luflstelle  oder  eine  eingeschaltete  Wassersäule  das  frühere  Maximum  an 
der  äusseren  Unterbrechungsstelle  hergestellt,  so  wurden  die  mittleren  Un- 
terschiede an  der  verdünnten  Stelle  so  gering,  dass  der  Verfasser  wahr- 
scheinlich findet,  dass  sie  von  veränderter  Lage  des  Funkens  gegen  das 
Thermometer  durch  den  Einfluss  der  Verdünnung  und  von  der  durch  eben 
diesen  Einfluss  veränderten  Wärmeausströmung  herrühren  und  dass  die 
vom  Funken  an  die  negative  Elektrode  übertragene  Wärmemenge  bei 
gleicher   Stärke   des  Inductionsstromes   trotz  der  Verschiedenheit   in  der 


*)  Monatsber.  der  berliner  Akademie  1861  p.  354. 
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äussern  Erscheinung  des  Funkens  bei   allen  Oraden  der  VerdttnnnDg  die 
gleiche  bleibt. 

3)  Wurde  Luft  durch  Kohlensäure,  Sauerstoff,  Kohlenoxid  ersetet,  so 
blieb  die  Veränderung  des  Maximums,  nach  Ausgleichung  der  Stromstärke 
unter  der  äussersten  Fehlergrenze ,  weiche  man  bei  den  Beobachtungen  in 
Luft  unter  gleichen  Umständen  ermittelt  hatte*  Bei  Kohlenoxyd  war  auch 
der  Unterschied  so  gering ,  dass  man  von  ihm  abseben  konnte.  In  Sauer- 
stoff und  Kohlensäure  waren  aber  die  Mittel  der  Maxima  so  deutlich  höher, 
dass  man  es  berücksichtigen  musste.  Oerade  so  musste  es  aber  sein, 
wenn  der  Funke  die  gleiche  Wärmemenge  zugeführt  hatte^  da  die  Wärme- 
ausströmung in  diesen  Gasen  geringer  ist*  Eine  bedeutende  Erniedrigung 
des  mittlereren  Maximums  nahm  man  im  Wasserstoff  wahr.  Verglich  man 
aber  diese  Erniedrigung  mit  der  Erhöhung  in  Kohlensäure  und  zog  die 
beiderseitige  Veränderung  der  Wärmeausströmung  in  Betracht,  so  war  die 
Beobachtung  völlig  im  Einklänge  mit  der  Annahme  einer  stets  gleich 
grossen  zugefahrten  Wärmemenge. 

4)  Da  die  Entfernung  der  Elektroden,  soweit  der  Verfasser  beobach- 
tete, keinen  Einflnss  zu  üben  scheint,  so  wäre  wohl  als  eigentlicher  Sita 
der  Wärmezufuhr,  die  das  besagte  Maximum  misst,  die  negative  Elektrode 
selbst  zu  betrachten. 

Es  scheint  demnach  folgender  Satz  sehr  wahrscheinlich:  Die  von 
einem  Inductionsfunken  an  die  negative  Elektrode  abgegebene  Wärme- 
menge ist  unabhängig  von  der  Dichtigkeit  und  chemischen  Beschaffenheit 
des  Mediums,  in  welchem  der  Funke  entsteht,  femer  von  der  Entfernung 
der  Elektroden  und  ist  bei  gleicher  Stromstärke  und  gleicher  metallischer 
Beschaffenheit  der  Elektroden  unter  Veränderung  obiger  Umstände  stets 
dieselbe.  Bei  gleichem  Metalle  der  Elektroden  und  gleich  schnellem 
Gange  des  Unterbrechers  würde  daher  diese  Wärmemenge  einzig  und 
allein  eine  Function  der  Stromstärke  sein.  In  Ermanglung  eines  Galvano- 
meters mit  isolirten  Dräthen  suchte  der  Verfasser  durch  Stromtheilung 
diese  Function  fisu  ermitteln,  indem  er  mehrere  gleiche  Apparate  obiger  Art 
verwandte.  Die  Versuchsreihen  stimmten  so  vortrefflich,  dass  es  bereits 
als  sehr  wahrscheinlich  bezeichnet  werden  muss ,  dass  die  an  der  negati- 
ven Elektrode  abgegebene  Wärmemenge  der  Stromstärke  direct  propor- 
tional ist. 

Der  Verfasser  behält  sich  vor,  den  eben  ausgesprochenen  Satz  noch 
'  einer  strengen  Prüfung  durch  ein  Galvanometer  mit  isolirten  Dräthen  zu 
unterwerfen.  Er  wird  dann  auch  untersuchen ,  ob  das  gleiche  Gesetz  bei 
dem  Peltier'schen  Phänomene,  dass  nämlich  Wärme  proportional  der 
Stromstärke  ist ,  auf  eine  Zusammengehörigkeit  hindeutet ,  oder  ob  man 
sogar  durch  passende  Hypothesen  dieses  Gesetz  mit  dem  der  Erwärmung 
von  Dräthen  proportional  dem  Quadrate  der  Stromstärke  in  Zusammen- 
hang bringen  kann.     Ebenso  hofft  der  Verfasser  später  auch  nachweisen 
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bh  können ,  dass  nicht  nur  hier  eine  allgemeine  Analogie  mit  elektrolyti- 
schen  Grandgesetze  Faraday*s  vorliegt ,  sondern  dass  die  mechanische 
W&rmetheoiie  durch  eine  mechanische  Elektricitätstheorie  ergänzt  eine 
gemeinschaftliche  Ableitung  gestattet.  In  dieser  Hinsicht  erlaubt  sich  der 
Verfasser  vorläufig  nur  auf  seine  Bemerkungen  bezüglich  des  elektrolyti- 
schen Grundgesetzes  in  einer  kürzlich  erschienenen  von  ihm  verfassten 
Abhandlung  zu  verweisen.*) 

Nur  noch  auf  einen  Funkt  will  der  Verfasser  aufmerksam  machen. 
Bei  einer  Stärke  des  Inductionsstromes  bei  der  man  im  Luftthermometer 
noch  gar  keine  Anzeigen  erhält ,  beim  Voltameter  noch  kaum  messbare 
Zersetzungsspuren  findet  und  bei  einem  kostspieligen  Galvanometer  mit 
isolirten  Dräthen  nur  sehr  schwache  Ablenkungen  wahrnimmt ,  zeigt  das 
Thermometer  am  negativen  Pole  Unterschiede  von  30 — 4tf*.  Wenn  fernere 
Beobachtungen  die  Unabhängigkeit  vom  Barometerstand  und  von  der  Be- 
schaffenheit der  äusserenLuft  und  die  so  einfache  Abhängigkeit  der  Wärme 
von  der  Stromstärke  bestätigen,  wie  es  nach  den  bisherigen  Versuchen  sehr 
wahrscheinlich  ist,  so  wird  sich  auch  gewiss  eine  passende  Form  finden, 
auf  die  Erwärmung  der  negativen  Elektroden  ein  speciell  für  Inductions- 
apparate  geeignete^  wenig  kostspieliges  und  sehr  empfindliches  Messin- 
strument zu  gründen.  Bei  der  Anwendung  der  Inductionsapparate  zu  me- 
dizinischen Zwecken  dürfte  ein  solches  Instrument  in  Bälde  zu  praktischer 
Bedeutung  gelangen. 

JLVJU.  Die  innereii  TJraachen  der  magnetii chen  nnd  diamagnetischen 
Srsc]iei]nuige&. 

Wilhelm  Weber  hatte  bekanntlich  bereits  früher  Betrachtungen 
über  diesen  Gegenstand  angestellt  und  in  den  Abhandlungen  der  mathe- 
matisch-physikalischen. Gl  asse  der  königl.  sächsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften,  1852,  S.  487  ff.  mitgetheilt.  Er  unterscheidet  folgende  vier 
mögliche  Ursachen : 

1)  Die  Existenz  zweier  magnetischen  Fluida,  welche  innerhalb  der 
Molecüle  beweglich  sind  (Poisson  und  Neumann). 

2)  Drehbare  Molecularmagnete;  der  Magnetismus  ist  in  den  Molecülen 
bleibend  geschieden,  die  Molecüle  sind  um  ihren  Schwerpunkt  drehbar. 

3)  Beharrliche  Molecularströme,  welche  mit  den  Molecülen  drehbar 
sind  (Amp&re). 

4)  Zwei  bewegliche  elektrische  Fluida,  welche  in  sich  zurücklaufen- 
den, die  Molecüle  umgebenden  Canälen  beweglich  sind. 

Diese  vier  möglichen  Annahmen  lassen  sich  auf  folgende  zwei  zurück- 
führen : 


*)  Beitllnger,  über  Tone  undBewegungserscheinungen  im  Schliessungsbogen 
d«s  galvanischen  Stromes.    Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wissenscb.  XLV.  p.  478. 
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1)  Zwei  seheidbare  oder  geschiedene  magnetische  Flaida  in  den  Mo'- 
lecfilen. 

2)  Die  beiden  elektrischen  Flaida  sind  in  geschlossenen ,  die  Molecfile 
umgebenden  Canäien  beweglich. 

Welche  von  beiden  Ansichten  man  znr  Erklttrnng  annehmen  will,  ist 
gleichgiltig;  hat  man  aber  die  eine  gewählt,  so  kann  die  andere  als  über- 
flüssig wegfallen.  W.  Weber  hat  nun  a.  a.  0.  gezeigt,  dass  der  Vorstel- 
Inng  der  Molecnlarströme  Realität  zukommt,  da  sich  die  Erscheinungen 
des  Diamagnetismus  und  des  Magnetismus  zugleich  nur  durch  diese  ge- 
nügend erklären  lassen.  Bei  diamagnetischen  Körpern  muss  man  in  sich 
geschlossene  feste  Canäle  annehmen,  in  denen  das  elektrische  Fluidum, 
durch  Induction  in  Bewegung  gesetzt,  sich  ohne  Widerstand  bewegt;  die 
magnetischen  Körper  enthalten  in  sich  geschlossene,  mit  den  Molekülen 
drehbare  Canl^le ,  in  denen  der  Molecularstrom  des  elektrischen  Flnidums 
ohne  Widerstand  stattfindet.  Obwohl  nun  die  Annahme  von  Molecular- 
strömen  zur  Erklärung  der  zwei  Glassen  magnetischer  und  diamagnetischer 
Erscheinungen  nothwendig  ist,  so  kann  doch  die  Annahme  magnetischer 
Fluida  immer  noch  als  eine  in  vielen  Fällen  brauchbare  ideale  Vorstellung 
gelten. 

Ob  man  in  den  Molecülen  scheidbares  oder  schon  geschiedenes  mag- 
netisches Fluidum  anzunehmen  habe,  hat  W.  Weber  a.  a.  0.  bekanntlich 
auf  folgende  Weise  entschieden.  Nimmt  man  mit  Coulomb,  Poisson 
und  Neumann  in  den  Molekülen  neutrales  magnetisches  Fluidum  an,  so 
folgt  hieraus,  dass  bei  Einwirkung  einer  scheidenden  Kraft  auf  Eisen  das 
Verhältniss  der  Scheidungskraft  zum  Momente,  welches  sie  ertheilt,  vor 
der  gänzlichen  Trennung  des  magnetischen  Flnidums  in  den  Molekülen 
einem  ganz  anderen  Gesetze  folgen  muss ,  als  nachher.  Dieses  Verhältniss 
muss  vor  der  totalen  Trennung  constant ,  nach  der  Trennung  im  schnellen 
Abnehmen  begriffen  sein.  Aus  der  Annahme  drehbarer  Molecularmagnete 
folgt  aber,  dass  das  Verhältniss  der  Scheidungskraft  zum  magnetischen 
Momente,  welches  sie  ertheilt,  vom  Anfang  an  stetig  abnimmt  und  dass 
das  magnetische  Moment  einen  Orenzwerth  erreichen  muss.  Die  Versuche, 
welche  Weber  mit  einem  dünnen  und  langen  Eisenstabe  (in  einer  Strom- 
spirale eingeschlossen)  machte,  entschieden  bekanntlich  bestimmt  für  die 
Richtigkeit  der  Annahme  drehbarer  Molecularmagnete. 

Weber's  Versuche  stimmten  sehr  gut  mit  den  früheren  Versuchen 
von  Joule  und  Müller  tiberein;  Plücker  (Pogg.  Ann.,  Bd.  91,  S.  1)  er- 
klärte jedoch  das  Resultat  aus  der  Annahme  scheidbarer  magnetischer 
Fluida  in  den  Molekülen  durch  die  Hilfsannahme  eines  Widerstandes,  wel- 
cher bei  fortschreitender  Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  den  Mole- 
külen wachsen  sollte. 

Wenn  die  Erscheinungen  einer  Classe  nicht  hinreichen ,  um  sich  mit 
Bentimmtheit  für  die   eine   oder   andere   der  Hypothesen   entscheiden  zu 
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können,  welche  znr  Erklärung  der  Erscheinungen  dienen  können ,  dann 
sind  neue  Thatsachen  sehr  willkommen.  Dergleichen  Thatsachen  bieten 
folgende  Mittheilungen  dar: 

W.  Beetz  (Pogg,  Ann.,  Bd.  111,  S.  107)  Hess  auf  elektrolytischem 
Wege  Eiseuniederschlftge  swischen  den  Polen  eines  Hufeisenmagneten 
entstehen  und  versuchte  diese  galvanoplastischen  Niederschläge  noch  stär- 
ker zu  magnetisiren ,  indem  er  sie  nach  dem  Ablösen  von  der  Katliode  in 
eine  Magneti»irungsspirale  einschob*  Wurden  galvanoplastische  Nieder- 
aeblXge  von  bedeutenderen  Dimensionen  zwischen  den  Polen  des  Hufeisen- 
magneten gebildet,  so  zeigen  sich  dieselben  nach  der  Ablagerung  nur 
achwach  magnetisch ,  vermuthlich ,  weil  auf  die  Richtung  der  später  abge- 
lagerten Molecularmagnete  die  Richtkraft  des  Hufeisenmagneten  und  die 
Richtkraft  der  bereits  abgelagerten  benachbarten  Molecularmagnete  zu- 
gleich einwirkte,  wovon  letztere  verhindern  mussten,  dass  die  Achsen  der 
später  abgelagerten  Molecularmagnete  mit  den  Achsen  der  zuerst  abge- 
lagerten Molecnlarmagneten  parallel  wurden.  Starke  Ablagorungsmagnete 
Hessen  sich  nur  erzielen ,  sobald  man  durch  kurze  Daner  und  durch  die 
Gestalt  der  Kathode  eine  Ablagerung  in  Form  eines  dünnen  Drathes  her- 
vorbrachte; eine  voluminöse  Ablagerung  fUllt  stets  wegen  Einwirkung  der 
bereits  vorhandenen  Molecularmagnete  schwach  magnetisch  aus.  Beetz 
konnte  den  dünnen  drathförmigen  Ablagerungsmagneten  durch  die  Mag- 
netisirongsspirale  oder  durch  einen  Streichmagneten  keinen  stärkeren 
Magnetismus  beibringen,  ein  Verhalten,  welches  sich  nur  durch  Annahme 
drehbarer  Molecnlarmagneten,  nicht  aber  durch  die  Annahme  der  Schei- 
dnag des  Magnetismus  in  den  Molekülen  erklären  lässt. 

6.  Wiedemann  (Pogg.  Ann.,  Bd.  100,  8.  235)  theilt  unter  anderen 
Erfahrungen  folgende  mit,  welche  für  die  Annahme  drehbarer  Molecnlar- 
magneten sprechen.  Weiche  Stahlstäbe  erhalten  durch  Magnetisirungs- 
Spiralen  erst  dann  einen  Magnetismus ,  dessen  Moment  in  regelmässiger 
Weise  mit  der  Scheidungskraft  der  Spiralen  zusammenhängt,  wenn  sie 
durch  einen  Strom  bis  zur  Sättigung  magnetisirt  und  dann  durch  einen 
Gegenstrom  wieder  entmagnetisirt  worden  sind;  es  scheinen  nach  Wiede- 
mann die  Moleküle  des  Stahles  durch  das  Magnetisiren  und  Entmagneti- 
airen  erst  eine  gewisse  Beweglichkeit  erlangen  zu  müssen,  ehe  eine  gesetz- 
mässige  Abhängigkeit  des  Magnetismus  von  der  Scheidungskraft  eintreten 
kann.  Magnetisirt  man  einen  Stahl  durch  einen  Strom  und  entmagnetisirt 
mjin  ihn  hierauf  durch  einen  Gegenstrom,  so  ist  letzterer  immer  viel 
schwächer,  als  ersterer.  Der  letztere  oder  ein  schwächerer  Strom  noch 
einmal  angewandt,  ertheilen  dem  Stabe  keinen  Magnetismus  in  dem  der 
ersten  Magnetisirung  entgegengesetzten  Sinne ,  was  unmöglich  aus  der  An- 
nahme der  Scheidung  der  Magnetismen  in  den  Molekülen  erklärt  werden 
kann.  Stösse,  Schläge,  überhaupt  Erschütterungen  eines  Stabes  während 
oder  nach  dem  Magnetisiren  verändern  seinen  Magnetismus. 
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Es  existiren  noch  eine  Reihe  von  Erfahmngen ,  welche  vielleicht  bei 
sehr  genauer  Discussion  im  Stande  sind,  in  günstiger  Weise  ein  Licht  ailf 
die  Hypothese  drehbarer  Molecalarmagneten  zn  werfen ;  sie  sind  enthalten 
in  folgenden  Abhandlungen : 

Ueber  die  magnetischen  Wirkungen  der  Torsion  von  Wertheim 
(Pogg.  Ann.,  Bd.  96,  S.  171). 

Ueber  die  Beziehungen  zwischen  Magnetismus ,  Wärme  und  Torsion 
▼on  O.  Wiedemann  (Pogg.  Ann.,  Bd.  103,  8.  563). 

Ueber  die  Torsion  und  die  Beziehungen  derselben  zum  Magnetismus 
von  6.  Wiedemann  (Pogg.  Ann.,  Bd.  100,  S.  161). 

Magnetische  Untersuchungen  von  O.  Wiedemann  (Pogg.  Annalen, 
Bd.  117,  S.  194). 

In  der  letzten  Abhandlung  theilt  Herr  Wiedemann  Versuche  mit 
über  das  Verhältniss  des  temporären  Elektromagnetismus  zur  Scheidnngs- 
kraft  und  giebt  sodann  neue  Resultate  von  Torsionsversuchen  magnetisirter 
Stäbe  und  ihre  Erklärungen  unter  Zugrundelegung  der  Annahme  drehbarer 
Molecularmagneten  an.  Insofern  die  sehr  zahlreichen  Versuche  Wiede- 
mann's  über  Beziehungen  von  Torsion  und  Magnetismus  sich  ungezwun- 
gen durch  die  Annahme  drehbarer  Molecularmagneten  erklären  lassen, 
sprechen  sie  für  die  letztere  Hypothese;  sehr  interessant  wäre  es  jeden- 
falls, wenn  die  von  Wiedemann  sehr  ins  Detail  verfolgten  Beziehungen 
von  Wärme  und  Magnetismus  näher  ins  Auge  gefasst  und  aus  ihnen  ein 
Gewinn  für  die  theoretischen  Vorstellungen  über  den  Magnetisirungsvor- 
gang  zu  ziehen  versucht  würde. 

Von  den  Resultaten  Wiedemann's  über  Torsionsbeziehungen  hebe 
ich  einige  wenige  hervor,  die  besonders  ins  Auge  fallen. 

Wird  ein  schwach  tordirter  Drath  durch  einen  Magnetisirungsstrom 
magnetisift,  so  nimmt  seine  Torsion  zu  oder  ab. 

Tordirt  man  einen  Drath  während  oder  nach  dem  Hindurchleiten  eines 
galvanischen  Stromes  in  Richtung  seiner  Achse ,  so  wird  er  magnetisch. 

Leitet  man  einen  galvanischen  Strom  durch  einen  Magneten  in  Rich- 
tung seiner  Achse,  so  tordirt  er  sich. 

Diese  wenigen  Beispiele  dürften  schon  die  möglichen  Beziehungen 
der  ausserordentlich  umfönglichen  Versuche  Wiedemann's  zeigen;  die 
nähere  Einsicht  in  Wiedemann's  Arbeiten  liefert  überreiches  Material 
zu  Discussionen  über  den  Gegenstand  der  Ueberschrift. 

Dr.  Kahl. 


VI. 

Theorie  des  Ausströmens  yoUkommener  Oase  aus  einem 
Gefibue  und  ihres  Einströmens  in  ein  solches. 

Von  JoH.  Bauschingee, 

Lehrer  an  der  kfinigL  Gewerbe»  und  Handelsechule  in  Fürth. 
(SehlussO 


§.  9. 

Wir  wenden  uns  nun  dazu,  aus  den  bisher  aufgestellten  allgemeinen 
Besnltaten  die  für  specielle  Fälle  giltigen  abzuleiten  und  we4.'den  dabei 
besonders  aaf  bereits  angestellte  oder  erst  noch  ansznfUbrende  Versuche, 
die  zur  Bestätigung  unserer  Theorie  dienen  können,  Bücksicht  neifknen. 
Wir  begnügen  nns  mit  drei  Fällen : 

Erster  specieller  Fall:  Das  Gas,  oder  wie  wir  gleich  annehmen 
wollen,  atmosphärische  Luft  ströme  aus  einem  Oefässe  F,  in  welchem  sie 
eomprimirt  ist,  ins  Freie.  Wir  haben  somit  r'=oo  zu  setzen;  die 
Anfangstemperaturen  in  und  ausser  dem  Oefäss,  t^  und  t^^  werden  wir,  wo 
dies  von  Einflnss  ist,  als  gleich  yoraussetzen. 

Die  Formeln  18)  bis  17)  für  das  specifische  Volumen,  den  Druck,  die  ' 
Temperatur  und  die  geleistete  Arbeit  im  Ausströmungsgefäss  zu  irgend 
einem  Zeitpunkt  während  des  Vorganges  bleiben  durch  unsere  Annahme 
ganz  nngeändert,  da  sie  V'  gar  nicht  enthalten.    Wir  setzen  sie  jedoch 
der  besseren  Ueberslcht  halber  nochmals  hierher : 

59)  p^v.       ^ 


HO"- 

61)  a+^=(«+o(^zn;^j 


II 
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•')  -4F'.['-(.^r>fc.-)- 

Die  Formeln  33)  bis  36)  liefern  für  das  specifische  Volamen,  den  Druck 
und  die  Temperatur  im  EinströmungsfUsse ,  d.  h.  hier  in  der  freien  Luft, 
wie  ganz  natürlich 

63)  v^=Vq\ 

64)  P=Po\ 

65)  a+i'=a  +  t,'=a  +  i,, 

d.  h.  constant  von  der  Grösse,  wie  sie  anfangs  waren. 

Uta.  die  von  der  Luft  ausser  dem  Gefässe  aufgenommene  Arbeit  L'  für 
irgend  einen  Zeitpunkt  wShrend  des  Vorganges  ans  der  allgemeinen  For- 
mel 38)  abzuleiten,  hat  man  vor  Allem  zu  bedenken,  dass  fQr  F'=  oo 

auch  P5=:-2 —2 —  unendlich  gross  wird;   in  den  beiden  unendlichen 

Reihen  dürfen  daher  alle  Glieder  gegen  das  erste  Ternachlässigt  werden, 
sodass  man  erh&lt: 

oder  r'  =  00  und  für  l  seinen  Werth gesetzt : 

66)  L'=~[i.P>-P)'-pr^{p.^-P^)\   . 

Die  bis  zum  Ende  des  Vorganges,  also  im  Ganzen,  ausgeflossene  Luft- 
masse M  ergiebt  sich  aus  Formel  51)  oder  direct  durch  Gleiehsetzung  der 
Werthe  für  p  und  p  in  Gleichung  60)  uqd  64)  als 


"-^-m- 


Der  Drack,  das  specifische  Tolnmen  and  die  Temperatar  sind  en  Ende 
des  Vorganges  im  Ansströmungsgef&ss  nach  Formel  &2)  bis  54)  oder  direct 
durch  Einsetzen  des  Werthes  von  M  in  67)  in  die  Gleichungen  M)  bis  Ol) : 

68)  »>=W, 

69)  •='.(^'^^^^ 

70)        «+t=(«+g(^y^. 

also  von  der  Grösse  des  Gefllsses  onabh&ngig. 

Die  gesammte  von  der  Luft  im  AusstrümungsgefUsse  geleistete  Arbeit 
ist  nach  Formel  57)  oder  62) 

AV 

71)  8  =  — (fl.-/».'). 
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^^W^rf'VW"»^ 


und  die  geBammte  von  der  äusseren  Luft  aufgenommene  Arbeit  ist  ans 
Gleichung  58)  oder  66) 

it-^i        1  1 

72)  2'=~[(P.-P.')-P,''^(p.^-/'.»)]. 

Die  Ansfiussgeschwindigkeit  für  irgend  einen  Zeitpunkt  des  Vor- 
ganges findet  sieb  für  nnseren  Fall  am  besten  aus  Gleichung  7)  mit  Be- 
nutzung von  Formel  60),  61)  und  64)  als: 


Ä-1  /       .v«-U 


=!<•+«  fö)^-©"^] 


Als  Beispiel  habe  ich  folgenden  Fall  angenommen  und  nach  obigen 
Formeln  berechnet :  In  einem  Oefässe  vom  Inhalt  r=  1  Cubikmeter  befinde 
sich  atmosphärische  Luft  von  dem  anfänglichen  Drucke  p^^sb  Atmosphären, 
der  Temperatur  ^^^=13®  C.  und  folglich  dem  specifischen  Volumen  Voc=0,1620 
Cubikmeter;  das  Gefäss  enthalte  also  die  Luftmasse  von  6,172  Kilogramm. 
Der  Druck  der  äusseren  Luft  betrage  Pq=^  1  Atmosphäre  =  10334  Kilo- 
gramm auf  den  Quadratmeter-,  und  ihre  Temperatur  t^'  sei  ebenfalls  IS''  C, 
ihr  specifisches  Volamen  Vq  also  gleich  0,8102  Cubikmeter»  Bei  der  Be- 
rechnung legte  ich  folgende  Werthe  der  Constanten  zu  Grunde : 
»=M1;  A  =  ^\^;   c  =  0,2377;  Ä  =  29,272;   a  =  273;  ^  =  9,8088  Meter. 

Die  Ausflussgeschwindigkeit  beträgt  am  Anfang  459,8  Meter  und  wird 
immer  geringer,  bis  sie  am  Ende  des  Vorganges,  wo  der  Druck  im  Gefässe 
ebenfalls  1  Atmosphäre  geworden  ist,  Null  wird.  Die  bis  dahin  ausge- 
strömte Luftmasse  M  beträgt  4,200^,  so  dass  nur  noch  1,972^  im  Gefässe 
▼erbleiben ,  die  ein  specifisches  Volumen  )>  =  0,5072  Cubikmeter  und  eine 
Temperatur  t  =  —  93,9^  C.  haben.  Die  gesammte  von  der  Luft  im  Gefässe 
geleistete  Arbeit  (hier  die  Arbeit  selbst,  nicht  ihr  Wärmeäquivalent  ver- 
standen) ist  gleich  29316  Kilogrammeter  und  die  von  der  äusseren  Luft  auf- 
genommene 47133^".  Nachdem  erst  die  Luftmasse  m  =  ^^=  2,100^  aus- 
geflossen ist,  beträgt  der  Druck  der  Luft  im  Gefässe  noch  2,781  Atmo- 
sphären; ihr  specifisches  Volumen  v  ist  gleich  0,2456°*^  und  ihre  Tempera- 
tur 1  =  —  31,8®  C.  Die  bis  zu  diesem  Zeitpunkt  innen  geleisteten  und 
aussen  aufgenommenen  Arbeitsgrössen  betragen  bezüglich  16263  und 
29087^",  und  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Moment  ist  350,3'"  per  Sekunde. 

Fig.  1  (Taf.  III)  stellt  den  Gang  der  Werthe  für  den  Druck,  das  spe- 
cifische  Volumen  und  die  Temperatur  im  Ausströmungsgefässe ,  femer  für 
die  im  Gefässe  geleistete,  sowie  die  aussen  aufgenommene  Arbeit  und  end- 
lich für  die  Geschwindigkeit  durch  Curven  dar,  die  für  Werthe  von  m  be- 
rechnet sind ,  welche  von  0  an  von  y^  M  zn^M  bis  M  wachsen.  Die  ganze 
Abscisse  ab  ist  also  gleich  Jlf  =:=  4,200^  und  in  10  Theile  getheilt.  Die  Ein- 
heit der  Ordinaten,  ac,  beträgt  für  die  Curve  des  Drucks  ^  Atmosphäre, 

II* 
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für  die  des  specifiscben  Volnmens  ^\p  Cabikmeter,  für  die  Temperaturcnnr^ 
10^  C. ,  für  die  beiden  Arbeitscarven  öOOO*^"*  und  für  die  Geschwindigkeits- 
carve  100°^.  Sämmtlicbe  Ordinaten  sind  von  a6  an  aufwärts  gezählt,  mit 
Ausnahme  derer  für  die  Temperatur,  die  von  der  Linie  de  anfangen. 

Unter  den  hier  behandelten  Fall  stellen  sich  die  bekannten  Versuche, 
welche  von  Gay-Lussac  und  Weite r,  sowie  später  von  Weis- 
bach  angestellt  wurden,  und  zwar  zu  dem  Zweck,  um  den  Werth  von  %^ 
des  Verhältnisses  der  specifiscben  Wärme  bei  constantem  Druck  zu  der  bei 
constantem  Volumen,  für  atmosphärische  Luft  zu  bestimmen.  In  einem 
Gefösse,  das  mittelst  eines  Hahnes  verschlossen  war,  wurde  die  Luft  bis 
zum  D rucke /»o  comprimlrt  und  gewartet,  bis  die  Temperaturen  in  und  ausser 
dem  Gefässe  sich  ausgeglichen  hatten  ((ps/^').  Hierauf  wurde  der  Hahn 
geöffnet,  wodurch  der  Druck  im  Gefässe  auf  p  herabsank.  Dieser  Druck 
war  bei  Weis  bach  noch  über  den  der  äusseren  Luft  (Po)i  ^^i  Gaj- 
Lussac  und  Welt  er  aber,  die  bis  zum  Ende  des  Ausflusses  warteten, 
gleich  jenem.  Die  Drückungen  wurden  an  einem  Manometer,  das  am 
Gefässe  angebracht  war,  gemessen.  Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  man  in 
Gleichung  61a)  noch  t  (Weisbach)  oder  in  Gleichung  70)  t  j[Oay-Lussae 
und  Welter)  kennt,  x  daraus  gefunden  werden  kann.  Diese  Endtempera- 
turen wurden  aber  in  beiden  Fällen,  wie  am  natürlichsten,  dadurch  be- 
stimmt, dass  man  den  Hahn  sofort  wieder  schloss,  wartete,  bis  sich  die 
Temperatur  im  Gefässe  mit  der  äusseren  ausgeglichen  hatte  und  nun  den 
Druck  TT  der  Luft  im  Gefässe  am  Manometer  mass.  Da  der  letztere  Vor- 
gang bei  constantem  Volumen  stattfindet,  so  folgt  aus  dem  Mariotte  -  Gay* 
Lussac^schen  Gesetz ,  wenn  wir  nur  mit  dem  einen  der  beiden  Fälle  fort- 
rechnen : 

P  ^a  +  t 

woraus  in  Verbindung  mit  Gleichung  61a),  da  ^o'=  /o 

\— 

«  """"  \pj 
Hieraus  folgt,  unter  log  Brigg'sche  Logarithmen  verstanden, 

X  —  1 logp  —  logn 

%  logp— log  p^ 

und  folglich; 

74)  ^_^o9P—^ogPo 

log  7t  —  log  Po' 
Dies  ist  dieselbe  Formel,  nur  in  anderer  Bezeichnung,  wie  sie  schon 
Weisbach*)  angegeben  hat. 

Für  den  Fall,*  dassp, /i«  und  n  nur  wenig  verschieden  sind,  kann 


*)  Ingenieur-  und  Maschinen- Mechanik.  11.  Bd.,  8.  781.  (3.  AnfUge.) 
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logp-logp.==log^=log(l+^^)=^l,^'^^\ 
Po  ^  Po    y  Po 

logn  —  log  Po  z=log^  =  log  (  1  +  ^^^")  =  f*^^^% 
Po   .         \  Po     J  Po 

wo  fft  den  Modul  des  Brigg'schen  Systems  bedeutet,  gesetzt  werden,  wor- 
aus dann : 

74a)  «  =  ?^^? 

Po—^ 
folgt.    Dies  16t  die  Formel,  welche  Laplace*)  zur  Berechnung  der  Gay- 
Lussac  und  Welter'schen  Versuche  angewendet  hat. 

Bei  den  Gay  Lussac-  und  Welter'schen  Versuchen  ergab  sich,  wie 
Laplace  am  oben  citirten  Orte  angiebt,  in  unserer  Bezeichnung 

p„=  773,3644"";   p  =  757"";    w  =  761,4409"", 
woraus  nach  Formel  74)  folgt : 

%  =  1,376. 
Nach  den  Weisbach^schen  Versuchen  (siehe  den  oben  citirten  Ort)  ist 
Po  =  1452,2"";    p  =  1323,2"",    «  =  1359,2"", 
woraus  nach,  Formel  74) 

X  =  1,405. 
Die  Laplace'sche  Formel  74«)  würde  aus  den  Gajr- Lussac-  und  Wel- 
ter'schen  Versuchen 

%  ■=  1,372 
und  aus  den  Weisbach'scheu',  wo  die  Näherung  jedoch  sicher  nicht  mehr 
anwendbar  ist: 

X  —  1,387 
ergeben  haben. 

Aus  unseren  Formeln  ergiebt  sich  noch  ein  zweiter  Weg  zur  Bestim- 
mung des  Werthes  von  x.  Wenn  man  nämlich  durch  Abwiegen  des  Ge- 
fässes  vor  und  nach  dem  Versuche  die  ausgeströmte  Gasmenge  M  bestimmt, 
oder,  wenn  man  nicht  ganz  bis  zur  völligen  Ausgleichung  der  Drucke  war- 
tet, die  Gasmasse  m  und  zugleich  den  Enddruck  p,  so  findet  sich  aus  Glei- 
chung 67)  oder  60)  gleichfalls  x.  Doch  würden  hierbei  allerdings  an  die 
Stelle  der  zweiten  Hanometerbeobachtung  n.  zwei  viel  umständlichere  und 
zeitraubendere  Wägungen  gesetzt. 

§.  10. 
Zweiter  specieller  Fall:  In  ein  Gefäss  F',  in  welchem  sich  ver- 
dünnte atmosphärische  Luft  befindet ,  strömt  nach  Oeffnung  eines  Hahnes 
Luft  von  Aussen  ein.  Hier  ist  also  F  =  oo  zu  setzen.  Die  Anfangstem- 
peraturen /«  und  i^  ausser-  und  innerhalb  des  Gefässes  setzen  wir,  wo  es 
von  Einfluss  ist,  wieder  als  gleich  voraus. 

*;  Otwnes  F.  S.  151. 
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Für  das  specifische  Yolamen,  den  Druck  nnd  die  Temperatur  zu 
irgend  einem  Zeitpunkt  im  Aasströmnngsgefässe ,  hier  die  freie  Luft,  findet 
man  aus  den  Formeln  13)  bis  15)  wie  natürlich : 

75)  «^  =  «'o> 

76)  P=/>o. 

77)  a+t=:a  +  i,, 

also  constant.     Die  von  der  äusseren  Luft  geleistete  Arbeit  wird  nach 
Gleichung  17) 


-  =  T-[-(— -;)1. 


i 


oder,  nach  der  Binomialformel  entwickelt  und  wegen  F=  oo  alle  Glieder 
vom  dritten  an  gegen  die  beiden  ersten  vernachlässigt: 

78)         L  =  Amv^p^^=:ARm(a  +  i^)z=z{c—Ci)m{a  +  Q, 
welches  Besultat  sich  auch  von  selbst  versteht,  wenn  man  bedenkt,  dass 
mp«  das  eingeströmte  Gasvolumen  vom  specifischen  Volumen  v^  und  dem 
Drucke  p«  ist 

Für  das  specifische  Volumen  v'  im  EinströmungsgefHsse  bleibt  wie  in 
Gleichung  33) 

Für  den  Druck  p'  ergiebt  sich  aus  Gleichung  34) 

oder,  nach  der  Binomialformel  entwickelt  und  wegen  V=qo  die  Glieder 
vom  dritten  an  gegen  die  beiden  ersten  vernachlässigt : 

P~P%^P0y7—P0jP+P0jp*^yfy 

d.h. 

ft A^  n' ~  «  ' J.  «  ''•  ^«  m «  ' J*  .,  ^{^  +  Q  ^ 

W)  psssp^'f-n  -yr  »»  =Po  +  » p —  ^' 

Auf  demselben  Wege  findet  sich  aus  Gleichung  36) 

Die  von  dem  Einströmungsgefässe  bis  eu  irgend  einem  Moment  auf- 
genommene Arbeit  ist  aus  Gleichung  38)  nicht  wohl  abzuleiten ;  wir  müssen 
hier  auf  die  Differentialgleichung  31).  zurückgreifen  und  in  derselben  p^ 
für  p  und  für  p'  den  in  Gleichung  80)  erhaltenen  Werth  setzen.    So  wird : 

dL' =  c,  («  +  <i)  «f «  [«  -  (^' +  X  ^  «)~] 
und  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  integrirt : 
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oder^  weil 
BO  wird 

Das  Ende  des  Vorganges  bestimmt  sich ,  anstatt  aus  Gleichung  51)^ 
leichter  direct  dnrch  Gleichsetsung  der  Werthe  für  p  and  p  in  70)  und  80). 
Man  erhält  so : 

,.  M 

woraus: 

83)  M  ^  ^^o^^o')  ^'_  (;po— PoO  y 

Durch  Einset2en  dieses  Werthes  in  die  Gleichungen  79)  bis  81)  findet 
sich  für  den  Zustand  der  Luft  im  Einströmungsj^efässe  zu  Ende  des  Vor- 
ganges 

84)  t)'=Pp, 


85)  to'=p, 


»Po^i 


0 


86)  «  +  t  =  (a  +  0^4 zi^P^^—^'. 

-Po  Wo  +  CPt— Po)»o 
oder  mit  Berücksichtigung,  dass  ^==  V  ^^^  daher 

Po»o  =Po^9 

(»— i;Po+P« 

Die  gesammte,  von  der  äusseren  Luft  geleistete  Arbeit  ergiebt  sich 
aus  Gleichung  57)  oder  78) 

und  die  von  der  Luft  im  EinströmungsgefKss  aufgenommene  Gesammt- 
arbeit  findet  sich  endlich  aus  Gleichung  82) 

Dieses  Resultat  kann  nun  auch  aus  Gleichung  58) ,  wiewohl  erst  nach 
umständlichen  Beductionen  und  durch  Auswerthung  vorkommender  unbe- 
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stimmter  Formen,  oo  . 0  und  ^,  abgeleitet  werden ,  bestätigt  aber  dadurch 
die  Eichtigkeit  der  Gleichung  82). 

Für  die  OeschVindigkeit  folgt  aus  Gleichung  7)  mittelst  70);  77)  und  80) 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  der  Fall ,  vo  das  GefUss ,  in  wel- 
ches die  Luft  Ton  Aussen  einströmt,  ursprünglich  luftleer  ist.  Man  er- 
hftlt  die  hierauf  bezüglichen  Gleichungen  aus  den  vorhergehenden  No.  75 
bis  88  für  Po'=^  0  und  v^  =  oo.    Zusammengestellt  sind  sie: 

90)  t;  =  i7o, 

91)  P=P«, 

92)  a  +  <  =  «  +  /., 

93)  Lss^Amv^Poj 

95)  p'=x/»««'»^  =  Ä«(«  +  Op, 

96)  «  +  <'  =  «(a  +  g*), 

=Ä"-['-^.(f:)j] 

=  ..(.  +  «[,_-J_(£)"]. 


Für  das  Ende  des  Yorganges  ist 

: 

v 

98) 

Ä= 

'W 

99) 

1>'  = 

»/>«. 

100) 

»•  = 

«Po. 

101) 

«  +  t'  = 

«(«  +  a 

*)  Unmittelbar  mittelst  des  Mariotte-Gay^-LuBBae^schen  Gesetses  a-^t*s=i^^ 

R 
ans  den  Gleichungen  04)  und  05)  oder  auch  ans  Gleichung  81)  auf  folgendem  Wege : 

p'     y  i 

und  fär  Po'  =  0  und  v^'z^oo,  wenn  nur  m  nicht  sugleich  0  ist,  d.  h.  wenn  man  nur 
nicht  den  Anfang  dejs  Vorganges ,  wo  t'  noch  gleich  dem  unbesUmn^ton  t^  au  setzen 
wäre,  nimmt,  ist  in  det  That  auch 
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A^^^^>'^^<^>^>MMM^^^«^ 


102)  2  =— Ä, 


% 


AV 
103)  £'=2^^—^  Po. 

Für  die  Geschwindigkeit  ist 

>«")     ?,=j("+«['-(p")^']- 

Bei  der  Ableitung  dieser  Resultate  ist  besonders  bemerkenswerth, 
dass  sie  darcbgeführt  werden  kann ,  ohne  auf  die  Anfangstemperatur  i^  im 
InfUeeren  fiinströuiungsgefässe  irgendwelche  Kücksicht  zu  nehmen,  dass 
me  ganz  unabhängig  von  dieser  bleibt  und  folglich  über  die  „Temperatur 
des  Yaeuums"  keinerlei  Hypothese  gemacht  zu  werden  braucht,  selbst 
nicht  die,  dass  sie  gleich  derjenigen  der  Umgebung  ist.  Dies  zeigt  nament- 
lich die  Ableitung  der  Gleichung  .95) ,  wie  sie  in  der  Note  dortselbst  ge- 
geben ist ,  und  es  bt  dies  um  so  wichtiger ,  als  das  Mariotte  -  Gay  -  Lussac*- 
sche  Gesetz 

für  diesen  Fall,  d.  h.  für  Po'=^0  und  t7o'=  oo,  die  Temperatur  i^  eben 
aoeb  nnbestimmt  läset.  • 

Die  Gleichung  06)  zeigt  tLbrigens  auch  noch ,  dass  die  sogenannte  ab« 
solnte  Temperatur  a  +  ^'  iot  ursprünglich  luftleeren  EinstrÖmungsgefilsse 
bei  Beginn  des  Einströmens  sofort  gleich  «(a  +  O  ^^''^  ^^^  ^^^  diesem 
Funkte  während  des  ganzen'  Vorganges  unverrückt  stehen  bleibt.  Dass 
dieses  merkwürdige  und  sonderbare  Resultat  in  der  That  richtig  ist,  soll 
in  der  folgenden  „Anmerkung'*  noch  weiter  nachgewiesen  werden. 

Anmerkung. 

Die  soeben  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  den  speciellen  Fall 
abgeleiteten  Formeln,  dass  die  Einströmung  in  ein  ursprünglich  luftleeres 
Gefitoa  geschieht,  dürfen,  so  weit  sie  den  Znstand  des  Gases  im  Einstrü^ 
mungsgeflsse  betreffen ,  nicht  ohne  Weiteres  als  richtig  anerkannt  werden, 
da  jene  allgemeinen  Formeln  im  5*  5  unter  Voraussetzungen  abgeleitet  wur- 
den, die  wenigstens  für  den  Beginn  des  Vorganges  in  diesem  speciellen 
Falle  nicht  mehr  erfüllt  sind.  Es  ist  daher  nöthig,  diesen  Umstand  zu  be-> 
rücksichtigen  und  die  speciellen  Formeln ,  wenn  es  nothwendig  wird;  dar* 
nach  zn  modificiren. 

Wir  denken  uns  zu  diesem  Behufe,  dass  zu  allererst  eine  sehr,  kleine 
Gasmasse  ^  in  das  luftleere  Gefäss  V  einströmt,  sei  es  von  der  freien 
L«ft  her ,  sei  es  von  einem  anderen  Gefässe  F.  Diese  Luftmasse  fi  hat| 
nach  unserer  bisherigen  Bezeichnung ,  da^  Volumen  fi  v^ ,  den  Druck  p^  und 
die  Temperatur  /«•  Sie  dehnt  sich  in  dem  luftleeren  Gefässe  plötzlich  zum 
Volnmen  V  aus  und  erhalte  dadurch  den  Druck  {p) ,  die  Temperatur  {t^) 
und  das  specifisohe  Volumen  (v^) ,  entsprechend  den  folgenden  Formeln : 
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105)  (».')  =  •^', 

Diese  Laftmasse  [i  kommt  aber  mit  der  Oeschwindigkeit  yo  im  Ein- 
strömungsgeftsse  an,  welche  wir  ohne  Weiteres  aas  der  Oleichang  7)  für 
p'c=  0,  welche  Gleichung  ihrer  ganzen  Ableitung  an  Folge  auch  für  diesen 
Fall  richtig  bleibt ,  entnehmen  dürfen.    Es  wird  so: 

Die  im  EinströmungsgefUsse  ankommende  Laftmasse  ^  besitst  also 

die  lebendige  Potens  |  — yo*i  welcher  das  W&rmeftqnivalent 

108)  k^^r*'-=l^cia+(,) 

entspricht.  Wir  können  ans  nan  vorstellen,  dass  die  Laftmasse  pt  im  Gto* 
fKsse  V  mittelst  dieser  Wärmemenge  bei  constantem  Volumen  erwftrmt 
werde  und  dadurch  das  specifische  Volumen  v^\  den  Druck  p^  und  die 
Temperatur  t^'  erhalte,  für  welche  man  folgende  Relationen  bekommt: 

109)  v=(i,;)=^'. 

Ferner  für  die  Temperatur  nach  Gleichung  106): 

f'Ci{(«+0-[«+(0]j==^^(«  +  ^), 
woraus  nach  107) 

V-(«-i) 


a+t;  =  n{a  +  t.)  +  {a  +  Q(^J 


Da  aber  (i  als  eine  sehr  kleine  Grösse  angenommen  wurde,  so  kann 
das  Eweite  Glied  rechter  Hand  gegen  das  erste  endliche  vernaehllssigl 
werden,  und  wir  erhalten: 

HO)  «+V=«(«  +  0, 

d.  h.  also,  die  absolute  Temperatur  im  EinströmungsgefKsse  wird  sofort 
nach  Beginn  des  Einströmens  »(a-h'o)i  wie  schon  oben  die  Gleichung  06) 
leigte* 

Aus  100)  und  110)  folgt  endlich : 

111)  Po= -7 = p f*. 

In  Besug  auf  die  vom  EinströmungsgefMsse  aufgenommene  Arbeit,  die  von 
0  an  stetig  wächst,  können  die  in  $.  5  entwickelten  Formeln,  wie  ein  Bliek 
auf  ihre  Ableitung  zeigt ,  ohne  Weiteres  beibehalten  werden. 

Für  den  weiteren  Verlauf  des  Vorganges  im  Einströmungsgefässe  hat 
nun  die  Entwickelung  in  S.  5  ihre  volle  Giltigkeit,  wenn  man  nur  statt  dar 
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dort  angenominenen  Zahlen  p^y  lg',  v^  für  den  Anfangseastand  des  Gases 
im  Einströninngsgefässe  die  hier  in  109)  bis  111)  erhaltenen  nimmt.  Bei 
der  Integration  der  Gleichnngen  26)  nnd  26)  müssen  dann  aber  natürlich 
statt  der  Grenzen  m  nnd  0  die  Grenzen  m  und  ^  genommen  werden.  So 
wird  ans  Gleichung  26)  anf  fthnliehem  Wege  wie  in  $.  5: 

oder  mittelst  der  Gleichnng  109) 

m- 
worans 


— '■(v-f)=?-- 


V 


nnd  daher 

112)  .'=-!., 

m 

welches  genau  die  Gleichung  94)  und  die  weiter  unten  folgende  Gleichung 

120*),  bei  welch'  letzterer  F's=s  F  gesetzt  wurde ,  ist. 

Aus  Gleichung  28)  folgt: 

m 

oder,  da  |»  sehr  klein  isi  nnd  für  p^   zugleich  sein  Werth  ans  111)  gesetzt 
werden  kann, 


P  — 


r 


also: 


m  ,-=,.i,[.-(r=?-)"]. 


Für  r=  00  folgt  hieraus  nach  leichter  Seduction 

P  — -p-^i 
also  genau  die  obige  Gleichung  95) ,  und  für  Fss  V  kommt 

d.  h.  die  weiter  unten  folgende  Gleichung  121*). 

Mit  den  Gleichungen  94)  und  95)  [und  weiter  unten  120*)  und  121*)] 
ist  nun  auch  die  Gleichung  96)  [bezüglich  die  weiter  unten  folgende  122*)], 


) 
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welche  mittelst  des  Mariotte  -  Gay*-  Lnssac*schen  Gesetzes  aus  jenen  her- 
vorgeht, gerechtfertigt. 

Wir  haben  somit  erwiesen,  dass  die  obigen  speciellen  Gleichungen« 
welche  ans  den  allgemeinen  für  den  Fall  abgeleitet  wurden,  dass  die  Ein- 
Strömung  in  ein  luftleeres  Gefäss  vor  sich  geht,  ihre  volle  BichtigkeU 
haben.  Die  dabei  gegebene  Auseinandersetzung  liefert  uns  nun  aber  auch 
eine  Erklärung  des  auf  den  ersten  Anblick  sonderbar  erscheinenden  Phä- 
nomens ,  welches  in  der  Gleichung  96)  ausgedruckt  ist. 

Die  zuerst  in  das  luftleere  Gefäss  stürzende  kleine  Luftmasse  ^  er- 
leidet allerdings  durch  ihre  Ausdehnung  vom  Volumen  (iv^  bis  zum  Vo- 
lumen V'  eine  sehr  bedeutende  Erkältung;  sie  besitzt  aber  dabei  auch  eine 
sehr  bedeutende  Geschwindigkeit  nnd  also  eine  sehr  bedeutende  lebendige 
Potenz,  die  nicht  Mos  von  der  bei  ihrer  Ausdehnung  geleisteten,  sondern 
auch  von  derjenigen  Arbeit  herkommt,  welche  die  äussere  Luft  infolge  ihres 
Druckes  verrichtet.  Jene  Erkältung  wird  also  nicht  nur  aufgehoben ,  wozu 
schon  jener  erste  Theil  der  lebendigen  Potenz  hingoreicht  hätte,  sondern 
die  Temperatur  wird  in  Folge  des  zweiten  Theiles  der  lobendigen  Potenz 
noch  auf  «(a  +  O»  M^o  um  (»  — l)(a  +  /o)  erhöht.  Denn  au  dieser  Er- 
höhung ist  die  Wärmemenge  (x — ^)cifi{a  +  Q  gleich  (c  —  c,)n{a  +  i^) 
gleich  AR{a  + 1^)11  erforderlich,  welche  in  der  That  aus  der  Gleichung  4) 
für  p'=  0  hervorgeht.  Da  wir  aber  dte  Lnftmassen  immer  nur  im  Zustande 
der  Ruhe  betrachten,  so  ist  die  plötzliche  Annahme  der  Temperatur  x(a+/o) 
gerechtfertigt. 

Um  dann  noch  einzusehen,  dass  die  Temperatur  im  Einströmungsge- 
fässe  während  des  ganzen  Vorganges  wirklich  auf  K{a  +  Q  stehen  bleibt, 
kann  man  folgendermassen  schliessen.  Es  muss  in  diesem  Falle  in  jedem 
gegebenen  Augenblicke  die  Wärmemenge,  welche  durch  das  Zusammen- 
drücken der  im  Einströmungsgefässe  bereits  enthaltenen  Gasmasse  ent- 
steht und  in  Gleichung  22a)  enthalten  ist,  plus  der  Wärmem'enge,  welche 
aus  der  lebendigen  Potenz  der  mit  der  Geschwindigkeit  y  ankommenden 
Luftmenge  resultirt  und  in  Gleichung  29)  bestimmt  ist,  gleich  sein  der 
Wärmemenge,  welche  Ifothwendig  ist,  um  die  Luftmasse  dm^  die  mit  der 
Temperatur  (f)  [aus  Gleichung  2)]  im  EinströmungsgeHisse  ankommt,  bei 
constantem  Volumen  auf  die  Temperatur  x(a+0  ^^  bringen.  Es  muss 
also  die  folgende  Eelation  bestehen : 

=  c.dm{ic(a  +  0-[a  +  (0]|. 

Da  aber  für  unseren  Fall  i  constant  gleich  (^  und  p  constant  gleich  p^  ist, 
und  da  ausserdem  bekanntlich  ÄR=rC — C|,  so  geht  die  linke  Seite  obiger 
Relation  fiber  in : 
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und  mit  Hilfe  von  Gleichang  2)  in 

c,dm\K{a  +  Q-[a  +  {n]U 
welches  in  der  That  die  rechte  Seite  obiger  Relation  ist. 


Als  Zahlenbeispiel  für  die  Oleichangen  00)  bis  104)  wfthlte  ich  den 
Fall,  wo  in  ein  ursprünglich  luftleeres  OefiCss  vom  Inhalt  F'=:=i  Cubik* 
ineier  atmosphärische  Luft  von  Aussen,  vo  der  Druck  gleich  einer  Atmo- 
sphäre (po=i  10334*  auf  den  Quadratmeter)  und  die  Temperatur  t^=sl2^C»^ 
das  specifische  Volumen  Vg  also  .=£  0,6102'^*  ist ,  einstrOmt  Die  Constanten 
irnrden  als  die  nämlichen,  wie  bei  dem  Zahlehbeispiel  im  vorigen  Para- 
graph angenommen. 

Die  EinStrömungsgeschwindigkeit  beträgt  am  Anfang  752,0  Meter  und 
wird  immer  geringer,  bis  sie  am  Ende  des  Vorganges,  wo  der  Druck  im 
Einströmungsgefässe  ebenfalls  gleich  einer  Atmosphäre  geworden  ist,  Null 
wird.  Die  bis  dahin  und  also  im  Gänsen  eingeströmte  Luftmasse  beträgt 
Af  c::=  0,875^ ,  ihr  specifisches  Volumen  ist  1,142°*^  Die  Temperatur  erhebt 
•ich  sofort  nach  Beginn  des  Einströmens  auf  130^,3  C.  und  bleibt  während 
des  ganzen  Vorganges  auf  dieser  Höhe  stehen.  Die  gesammte,  von  der 
äusseren  Luft  geleistete  Arbeit  (die  Arbeit  selbst,  nicht  ihr  Aequivalent) 
beträgt  7329  Kilogrammeter  und  die  vom  Einströmungsgefösse  aufgenom- 
mene 11356^°'.  Nachdem  erst  die  Luftmasse  m=:  |ilf=  0,437^  eingeströmt 
ist,  beträgt  der  Drnck  der  Luft  im  Gefässe  eine  halbe  Atmosphäre,  ihr 
specifisches  Volumen  2,285"'^  und  ihre  Temperatur  130,3®  C.  Die  bis  zu 
diesem  Zeitpunkte  von  der  Luft  ausser  dem  Gefässe  geleisteten  und  von 
der  im  GeHisse  aufgenommenen  Arbeitsgrössen  sind  bezüglich  3664  und 
6043^"*,  und  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Moment  ist  noch  321,4  Meter  per 
Seeunde. 

Der  Vorgang  im  Einströmungsgefässe  wird  durch  die  Fig.  2  (Taf.  III) 
veranschaulicht,  welche  eine  ganz  ähnliche  Einrichtung  wie  Fig.  1  besitat. 
Nur  ist  hier  die  Temperaturcurve  ganz  weggelassen  und  für  die  übrigeni 
Curven  wurde  als  Einheit  der  Ordinaten  angenommen:  Bei  der  Curve  des 
Druckes  i\|  Atmosphäre,  bei  der  Corvo  für  das  specifische  Volumen 
1  Cubikmeter ,  bei  den  beiden  Arbeitscurven  1000  Kilogrammeter  und  be- 
der  Oeschwindigkeitscurve  100  Meter.  —  Die  ganze  Abscisse  ab  beträgt 
natürlich  hier  J»f=0,875^ 


Unter  den  im  gegenwärtigen  Paragraph  abgehandelten  speciellen  Fall 
stellen  sich  die  bekannten  Versuche  von  Clement  und  D^sormes***), 

*)  l.aplace,  Oeuvres  F,  S.  148. 
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welche  diese  anstellten,  um  den  Werth  »,  das  Verhftltnisa  der  specifischen 
Wärme  bei  constantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen,  für  atmo* 
sphärische  Luft  zu  bestimmen.  Die  Luft  wurde  in  einem  Ballon  yerdttnnt, 
bis  sie  den  Druck  Pg  besass,  der  an  einem  Manometer  abgelesen  werden 
konnte,  nachdem  mau  gewartet,  bis  sich  die  Temperaturen  in  und  ausser 
dem  Gefässe  wieder  ausgeglichen  hatten,  bis  also  C=/o  war.  Alsdann 
Hess  man  durch  einen  Hahn  die  Luft  so  lange  einströmen,  bis  der  Druck 
im  Gefässe  gleich  dem  der  äusseren  Luft,  also  p'^sp^^  geworden  war.  Es 
ist  klar,  dass,  wenn  dann  t',  die  Temperatur  innerhalb  des  Gefässes,  am 
Ende  des  Vorganges  bekannt  wäre ,  %  aus  Gleichung  86)  bestimmt  werden 
könnte.  Aus  dieser  Gleichung  findet  sich  nämlich ,  wie  eine  leiehte  Rech- 
nung und  die  Rücksichtnahme  auf  das  Mariotte  -  Gaj^  Lussac^sche  Oeseta 
aeigt:  P0—P9 

a  +  to  «  +  ^0     /* 


oder,  da  /o  =  <o' 
114) 


_      Po —Po' 


Um  aber  t'  bu  bestimmen,  wurde  bei  sofort  wieder  geschlossenem 
Hahn  gewartet,  bis  die  Luft  im  GefUsse  die  Temperatur  t^  der  äusseren 
Luft  angenommen  hatte,  und  hierauf  am  Manometer  der  Druck  is  im  Ballon 
gemessen.  In  Folge  dieses  letzten  Vorganges  hat  man ,  da  er  bei  constan- 
tem Volumen  geschieht: 

«  + 1'      Po 
und  dies  in  Gleichung  114)  eingesetzt,  giebt: 

115)  n^^^^^. 

n—pg 

Dies  ist  genau  die  Formel,  wie  sie  Laplace  am  oben  citirten  Orte  zur 

Berechnung  der  Clement-  und  Dösormes^sohen  Versuche  anwendet.  *)  (Vgl. 

aueh  Formel  74  a.) 

Clement  und  D^sormes  maassen 

p^—p;=  13,81"»»  und  Po— «  =  8,611~% 

woraus  folgt : 


*)  Diese  Formel,  iwelche  hier  als  streng  richtig  nachgewiesen  wurde,  ist  bei 
Laplace  nar  eine  Näherungsformel ,  da  er  bei  ihrer  Entwickelung  für  die  Differen- 
tiale dp  und  d^  des  Druckes  und  der  Dichtigkeit  die  endlichen  Unterschiede  dieser 
Grössen,  wie  sie  der  Versuch  ergiebt,  setzt.  Aber  Laplace  vernachlässigt  auch 
die  lebendige  Potenz,  welche  die  einströmende  Luft  mit  sich  bringt,  und  es  ist  wohl 
möglich,  ja  nach  unserer  Theorie  gewiss,  dass  der  eine  dieser  Fehler  den  anderen 
aufhebt.  Bei  einem  Gefässe,  aus  welchem  die  Luft  strömt  (vergl.  den  vorigen  Para- 
graph), kann  dies  nicht  mehr  der  Fall  sein ,  weshalb  auch  die  Formel  74  <i)  Näherungs- 
formel bleibt. 
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lS,8i 
10,109         ' 

Die  Gleichungen  81)  und  80)  in  Verbindung  leigen,  dass  der  Vorgang 
des  Einströmens  bis  zum  £nde  verlaufen  muss,  um  durch  Messung  yonp' 
und  n  +  ^v  bezüglich  a+t\  den  Werth  n  finden  zu  kdnuen.  Dagegen  ergiebt 
sieh  aus  Gleichung  83)  noch  ein  zweiter  Weg  zur  Bestimmung  von  x,  in- 
dem man  nftmlich  neben  p^ — p«'  das  M  durch  Abwiegen  des  Ballons  vor 
und  nach  dem  Versuche  bestimmt.  Wenn  man  hierbei  nicht  bis  zur  Be- 
endigung des  Einströmens  warten  wollte,  so  würde  man  x  aus  Gleichung 
80)  durch  Bestimmung  von  p\  p^  und  m  erhalten. 

Einen  hübschen  Satz  zeigt  die  Gleichung  100).     Nach  derselben  ist 

nSmlich  %  gleich   dem  VerhSltnisse  der  speoifischen  Volumina   der  Luft 

ausserhalb  des  GefÜsses  und  der  innerhalb  desselben,  unmittelbar  nach 

Beendigung  des  Einströmens,  vorausgesetzt,  dass  das  Gefäss  ursprünglich 

luftleer  ist.    Mittelst  dieses  Satzes  könnte  also  x  allein  durch  zwei  Wft- 

gungen,  durch  welche  xf  bestimmt  wird,  gefunden  werden,  angenommen 

natürlich,  dass  v^  bekannt  ist.    Will  man  das  letztere  nicht  voraussetzen, 

80  hftlt  man  sich  besser  an  die  Gleichung  06).    Nach  dieser  ist,  wenn  wir 

V 
mit  Jtf.  die  Lufitmenge  —  bezeichnen ,  welche  das  GefUss  V  beim  Drucke 

und  bei  der  Temperatur  der  Süsseren  Luft  zu  fassen  vermag: 

sodass  zur  Bestimmung  von  x  drei  Wiegungen  vollstfindig  hinreichen: 
Man  wiegt  1)  das  luftleere  GeHiss,  2)  das  mit  M  gefüllte  Gefäss,  den  Hahn 
unmittelbar  nach  Beendigung  des  Einströmens  geschlossen,  und  3)  das 
mit  M^  gefüllte  Oeßtos,  d.  h.  das  Gefäss  mit  schon  längere  Zeit  zuvor  ge- 
affiietem  Hahn. 

§.11. 

Dritter  speoieller  Fall.  Wir  nehmen  nun  den  Inhalt  der  bei- 
den GefÜsse  gleichgross ,  also  F  =  F'  an.  Wo  die  Anfangstemperatui^n 
i^  und  t^  wesentlich  in  Betracht  kommen,  sollen  sie  ebenfalls  als  gleich 
vorausgesetzt  werden. 

Die  Formeln  für  das  AusströmungsgefUss ,  No.  13  und  17),  bleiben 
durch  diese  Annahme  wieder  ganz  unberührt.  Wir  setzen  sie  jedoch,  der 
Uebersichtlichkeit  halber,  nochmals  hierher. 

11«)  *  =  ''»F-l^' 

V 


117«)  ^-(^\ 


— « 
t 
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\-(%-i) 


118)  .+,=  (.  +  ü(^41^J 

Für  das  EinströmungsgeflKss  folgt  aus  den  Formeln  33)  bis  38) 

•121)  y=p;+p._p.(__L_)-«. 

'oder,  mit  BenntzQng  von  Gleichung  117), 

121  a)  P=Po  +  Po—Py 

vrie  schon  aas  46)  unmittelbar  folgt. 

122)  a  +  <'=  (a  +  /,')  ^ _^.  [l  +  ^,-  ^,  f^-^)~*l 


123) 


r= 


^F 


«(x-l) 


«(P.— P)+(J»»+P.')- 


4l       .1 


1  /   p  Y^  '^  (^   P  Y^  M^-^) /  P  Wt(t-x)(a-A)/  p  Y » 

1-AVPo+P.7     »-A\p,+p,7      1.2.(»-i)\p,+p,7       1.2.«.(4-i)  WpoV '" 


)  fi/  p.  v*A/  p,  Y>  ^c-'^)/'  p.  Y*'^M)(2-x)/  p.  \*-» i( 
[  Li-iWpo7  2-iwPo/   i.2.{3-i)\p,+p;/  i.2.3.(*-i)\p,+p.'/ ■■■]'. 

Für  das  Ende  des  Vorganges  folgt  aus  Gleichung  51)  oder  aoa  deo  Glei» 
changen  117)  und  121) 


124) 

nnd  hierauf: 
125) 

126) 

127) 

128) 

•       129) 

130) 


«=7.[-(^)T 
»>  =  4(p.+p.'). 


»  = 


s=^(p.-p,'). 

»>'=4(/'.+p.'). 
f.' 


1  + 


a-(^)^] 
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oder  für  gleiche  Anfangsteniporatiiren : 
130«)  »'=  " 

Femer  wird 

131)  a  +  f  = 


1  +  •??  _  fPojifa\ 
Po         V     2/'«     / 


a+to' 


Po  +  PÖ 


'+s'[-e-s^>] 


-^1        2Po 


oder  wieder  für  gleiche  Anfangstemperaturen : 

a  +  tt 


131a) 


«  +  t'=r 


(Pb+Po\     % 


V     2jt»,     / 

-.-^.[<»>-'-c-:?7=;r]-^:(-Ä-,[(*)"-c-;^r]-0- 


.X— 1 


Für  die  Geschwindigkeit  endlich  erhält  man 

'")  ^=2(-+«[(-K-r-!'+,^-(^-)'p]- 

Besonderes  Interesse  gewinnen  diese  Formeln  wieder  für  den  Fall, 
dasa  das  EinströmangsgeHlss  ursprünglich  luftleer  ist,  dass  somit  Po'=:0 
nnd  Vo  =  00  vorausgesetzt  werden.  Wir  stellen  die  hierauf  bezüglichen, 
aus  116)  bis  133)  folgenden  Formeln  zusammen. 

Die  Gleichungen  116)  bis  119)  bleiben  ungeändert. 


120*) 


m  ' 


AV 


123») 


L'  = 


«(x— 1) 


*iP0—P)+P9- 


' _L  /£ Y~i  -L (t^'^L  Ki-^)  fp^-L k{i-k){2-x)  /p y-i 

'1— A\Po/         2— iVioJ         l,2(3-i)\V  l.2.3.(4^i)VPo/      ' 

(_ri A      t(i-^)    i(i-x)(2-i)     1 

b— A      a-i      1.2(3— A)      1.2.3.(4— A)  "'J 

124*)  ^=I[i-(i)r], 


125») 


f  =  iPo> 


Z«iUehrin  f.  Mathematik  u.  PhTflk.  Vtll,  3. 
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—  _L 
126*)  t>  =  »oU)    «, 

127*)  a  +  t  =  (fl  +  0(i)«> 

JV 
128»)  «  =  i7''"*) 

129«)  l>'=iP., 

130*)  »'= — ^, 

l-(4)« 

131»)  «  +  t'=(a  +  0 ^-. 

l-(i)« 

Bemerkenswerth  ist  auch  bei  diesen  Formeln  wieder,  dass  bei  ihrer 
Ableitung  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  die  Temperatur  i^  in  dem 
anfangs  luftleeren  Einströmungsgefeisse  ganz  unberücksichtigt  und  daher 
gleichgiltig  bleibt.  Im  Uebrigen  gilt  für  sie  ebenfalls,  was  in  der  An- 
merkung des  vorigen  Paragraphen  gesagt  wurde,  wie  denn  dort  schon  auf 
sie  Bezug  genommen  ist. 


Hierher  gehören  die  ersten  überhaupt  in  dieser  Beziehung  angestell- 
ten Versuche,  die  bekannten  Versuche  von  G  ay-Lussac**).  Dieser  nahm 
zwei  Ballons  von  je  12  Liter  Inhalt,  die  mittelst  Tubniaturen  und  einer 
kleineren  Röhre  mit  einander  in  Verbindung  standen  und  durch  zwei 
Hähne  beliebig  in  und  ausser  Communication  gesetzt  werden  konnten.  In 
jedem  der  beiden  Ballons  befand  sich  ein  Weingeist -Thermometer,  um 
die  Temperaturveränderungen  zu  messen.  Der  eine  Ballon,  No.  1,  enthielt 
anfangs  atmosphärische  Luft  oder  ein  anderes  Gas  vom  Drucke  einer 
Atmosphäre  =0,70"*  Quecksilber;  der  andere,  No.  2,  wurde  luftleer  ge* 


*)  Für  den  Ausflnss  der  Luft  aus  einem  Gewisse  F,  worin  sie  den  Druck  P  hat, 
in  ein  gleicbgrosses  luftleeres  findet  Koosen  ( PoggendorflPi  Annalen,  Bd.  80^ 
S.  451)  die  Gesammtarbeit,  geleistet  von  der  Luft  im  Ausströmungsgefässe ,  gleich 
PK(/<o^2  — 4)  =0,1931  Pf^,  während  aus  obiger  Formel  für  atmosphärische  L«ft, 

al80x=l,4l,  diese  Arbeit —  =  0,3546  PK  folgt.    Aher  Koosen  hat  bei  der  Ablei- 
tung seiner  Formel  nur  das  Mariotte'schc  Gesetz  angewandt  und  auf  die  Temperatur- 
ändernngen  keine  Rücksiebt  genommen. 
**)  Gilbert*«  Annalen,  Bd.  30,  S.  249. 
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pumpt.  Nach  dem  ersten  Versuche,  und  nachdem  man  Druck  und  Tempe- 
ratur durch  Ofifenstehenlassen  der  Huhne  sich  hatte  ausgleichen  lassen, 
durfte  nur  der  eine  wieder  ausgepumpt  werden,  um  Gas  vom  halben 
Drucke  wie  vorhin  und  derselben  Anfangstemperatur  (20°  C.)  vom  Ballon 
No.  1  in  den  luftleeren  überströmen  zu  lassen.  In  ähnlicher  Weise  konnte 
der  Anfangsdrnck  im  Ballon  No.  1  auf  j^,  ^  Atmosphäre  gebracht  werden. 

Das  erste  Resultat,  welches  Gaj-Lussac  aus  seinen  Versuchen  zieht, 
ist  das,  dass  die  Thermometeränderungen  in  beiden  Gefässen,  die  Ernie- 
drigung im  Ausströmungs  -  und  die  Erhöhung  im  Einströroungsgefasse, 
einander  gleich  sind;  das  zweite,  dass  diese  Thermometeränderungen  für 
dieselbe  Gasart  den  Veränderungen  der  Dichtigkeit,  welche  sie  erleidet, 
also  dem  Anfangsdruck  im  Ballon  No.  1  oder,  da  die  Anfangstemperaturen 
immer  gleich  20^0.  waren,  der  Dichtigkeit  in  demselben  proportional  sind; 
das  dritte,  dass  diese  Thermometerveränderungen  nicht  dieselben  sind  für 
alle  Gasarten;  dass  sie  desto  grösser  ausfallen,  je  kleiner  das  specifische 
Gewicht  der  Gasart  ist. 

Um  diese  Resultate  mit  denen  unserer  Theorie  zu  vergleichen,  ist  vor 
Allem  zu  beachten ,  dass  die  von  Gay-Lussac  beobachteten  Thermo- 
meter-Veränderungen, von  welchen  die  grösste  noch  keinen  Grad  Gels, 
beträgt,  nicht  mit  den  Temperatur -Veränderungen  der  Luft  in  den  Ge- 
fässen zu  verwechseln  sind.  Gay-Lussac  selbst  sagt  (S.  258):  „Um 
sieb  von  dieser  (von  der  Menge  des  verschluckten  oder  frei  gewordenen 
Wärmestoffs)  einen  richtigen  Begriff  zu  machen,  müsste  man  auf  die  Mas- 
sen der  Recipienten  und  der  Thermometer  sehen,  die  im  Vergleiche  mit 
der  Masse  der  Luft  sehr  bedeutend  sind.  Ein  Luftthermometer,  unter  die- 
selben Umstände  wie  das  Alkoholthermometer  versetzt,  zeigte  statt  (fifil 
Tolle  5',0  Temperaturveränderung." 

Unsere  Formel  No.  127*)  ergiebt  für  atmosphärische  Luft  (x  =  1,41) 
und  die  Anfangstemperatnr  to^=20^C.  eine  Temperaturerniedrigung  von 
53^,6  0.  im  Ausströmungsgefässe  und  die  Formel  131*)  eine  Temperatur- 
erhöhung von  84^2  im  Einströmungsgefässe ;  beide  Formeln  geben  über- 
dies.  diese  Temperaturänderungen  unabhängig  von  dem  ursprünglichen 
Drucke  im  Gefässe  No.  1,  also  unabhängig  von  der  Grösse  der  Gefässe 
und  hloB  abhängig  von  der  Anfangstemperatur  ig  und  von  x ,  d.  h.  von  der 
Natur  des  Gases.  —  In  den  Gay  -  Lussac^schen  Versuchen  beträgt  die 
grösste  Thermometerveränderung  noch  nicht  1  °  C.  Diese  Thermometer- 
ftnderungen  messen  also  vielmehr  die  im  Ausströmungsgefässe  verschwun- 
dene und  im  Einströmungsgefässe  aufgenommene  Wärmemenge,  anstatt 
die  Temperaturveränderungen,  oder  richtiger  gesagt,  sie  messen  die 
Wärmemenge,  welche  der  Luft  im  Ausströmungsgefässe  mitgetheilt  und 
der  im  Einströmungsgefässe  entzogen  werden  mnss,  um  sie  wieder  auf 
gleiche  und  zwar,  wie  wir  unter  Vernachlässigung  der  kleinen,  keinen 
ganzen  Grad  betragenden  Thermometeränderungen  sagen  können ,  auf  die 
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ursprüngliche  Temperatur  /^  des  AusstrÖmangsgefösses  zurückzubringen. 
Das  erste  Besultat  Gay-Lnssac^s  sagt  also  eigentlich,  dass  diese  Wärme- 
mengen in  beiden  Gefässen  gleichgross  sind.  Diese  WÄrmemengen  sind 
aber  nicht  blos  den  Temperatur -Erhöhungen  und  Erniedrigungen,  son- 
dern auch  den  in  beiden  Gefässen  am  Schlüsse  des  Versuchs  enthaltenen 
Luftmassen,  also  dem  Product  aus  beiden,  proportional,  und  das  erste 
Gay-Lussac'sche  Resultat,  in  unseren  Zeichen  ausgedrückt,  wäre  somit :^) 

^.[(«  +  0-(«  +  t)]  =  f  [(«  +  t')-(a  +  g. 

In  der  That,  setzt  man  hierin  die  Werthe  für  t},  a-f-t,  o',  o+t'  ans  den 
Formeln  126*),  127*),  130*),  131*),  so  kommt: 

(i) » [i  - (i)""^]  =  [i--(4) «]  [^^  - il 

oder 

{i)^-l  =  (4)^-4 

eine  identische  Gleichung. 

Dieses  Gay  -  Lussac'sche  Resultat  gilt  aber  nicht  blos  für  den  speciel- 
len  Fall  gleicher  Gefässe ,  von  denen  das  eine  luftleer  ist,  es  ist  vielmehr 
im  Sinne  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  selbst  verständlich  und  all- 
gemein gütig,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  es  in  folgender  Form 
ausdrückt: 

Wenn  zwei  Gefässe,  in  welchen  sich  Gas  von  verschie- 
denen Drückungen  Po  und  p^',  aber  gleichen  Temperaturen  t^ 
befindet,  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden,  und 
dadurch  in  dem  einen  die  Temperatur  erhöht,  in  dem  an- 
deren erniedrigt  wird,  und  man  führt,  nachdem  man  die  Ver- 
bindung zu  irgend  einem  Zeitpunkte,  also  nicht  blos  nach 
voller  Beendigung  desüeberströmens,  wieder  unterbrochen 
hat,  dem  einen  Gefässe  bei  constantcm  Volumen  wieder  so 
viel  Wärme  zu  und  entzieht  zugleich  dem  anderen  unter 
derselben  Bedingung  so  viel  Wärme,  dass  ihre  Tempera- 
turen wieder  die  ursprünglichen  gleichen  ^^  sind,  so  sind 
diese  beiden  Wärmemengen  gleichgross. 

In  der  That  muss  ja,  da  dem  Ganzen  während  des  Vorganges  des 
Ueberströmens  weder  Wärme  zugeführt,  noch  entzogen  wird,  alle  Wärme, 
die  in  dem  einen  Gefässe  mehr  enthalten  ist,  aus  dem  anderen  herstammen. 

Der  Satz  wird  denn  auch  in  dieser  seiner  Allgemeinheit  von  unseren 


i 


*)  Wir  nehmen  dabei  an,  dass  die  Wärme -Mittheilang  und  Entziehung  wenige 
stens  der  Hauptsache  nach  erst  nach  beendigtem  Ueberströmen  statltindct,  was  den 
Angaben  Gay-Lussac^s  zufolge,  nach  welchen  das  Ueberströmen  ll  Secunden,  der 
ganze  Vorgang  aber  2  Minuten  dauerte,  wohl  erlaubt  sein  wird. 
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allgemeinen  Formeln  bestätigt.    In  unserer  gewohnten  Bezeichnung  aus- 
gedrückt, giebt  er: 


c.7[(«  +  O-(a+0]  =  <^.f[(«  +  O -(«  +  '.)]. 


d.  h. 


{V       V'\  V  V' 

oder  nach  Gleichung  44) 

welches  nach  Gleichung  45),  in  dieser  /^^s/*^'  gesetzt,  in  der  That  eine 
richtige  Gleichung  ist. 

In  gleicher  Weise  stimmt  das  zweite  Besultat  Gay-Lussac^s  mit  unse- 
rer  Theorie  überein.  Nach  unserer  obigen  Auseinandersetzung  sind  die 
beiden  gleichen  Thermometerveränderungen  für  ein  und  dieselbe  Gasart 
proportional  der  Zahl 

f  [(«  +  '.) -(a  +  t)], 
oder  nach  Gleichung  126*)  und  127*)  der  Zahl 

134)  Fi±i«[(.)f_4]  =  ^»[(5)T_4], 

also  für  dieselbe  Gasart  proportional  dem  im  Ausatrömungsgefässe  ur- 
sprünglich vorhandenen  Drucke  p^  oder,  für  gleiche  Anfangstemperaturen  f^, 
proportional  den  Dichtigkeitsänderungen. 

Um  endlich  noch  die  Thermometerverändernngen  in  ihrer  Abhängig- 
keit von  der  Natur  des  Gases  zu  untersuchen,  muss  die  oben  in  No.  1^4) 
erhaltene  Zahl,  welcher  sie  proportional  sind,  noch  mit  der  specifischen 
Wärme  multiplicirt  werden,  ob  mit  der  bei  constantem  Volumen  oder  der 
bei  constantem  Drucke ,  hängt  von  den  Umständen  ab ,  unter  welchen  die 
Wärme  -  Mittheilung  und  Entziehung  in  beiden  Gefässen  stattfindet;  ge- 
achieht  sie  bei  sogleich  nach  Beendigung  des  Ueberströmens  wieder  unter- 
brochener Verbindung ,  so  ist  natürlich  die  Wärmecapacität  bei  constantem 
Volumen ,  <?f ,  zu  nehmen.  Nun  ist  es  zwar  in  der  Beschreibung  der  Gaj- 
Lussac'schen  Versuche  ( wenigstens  in  der  mir  allein  zu  Gebote  stehenden 
Uebersetzung  derselben  in  Gilbert^s  Annalen)  nicht  direct  gesagt,  aber 
Alles  lässt  vermuthen,  dass  die  Verbindungshähne  so  lange  offen  blieben, 
bis  der  ganze  Erfolg  der  Thermometeränderung  zu  Stande  kam;  in  diesem 
Falle  ist  aber,  wie  eine  leichte  Ueberlegung  zeigt,  viel  näher  die  speci- 
fische  Wärme  c  bei  constantem  Drucke,  als  die  bei  constantem  Volumen 
zu  setzen.  Thun  wir  dies,  so  ist  die  Zahl,  welcher  die  Thermometer- 
änderungen bei  verschiedenen  Gasarten  proportional  zu  setzen  sind : 

135)  c  ^  [(i)i  -i]  =  ^Fp. -^  [(4)Y  _  •] , 
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d.  b. :  Bei  verschiedenen  Oasen  sind  nnter  denselben  Umständen  (Fund 
Po)  die  Thermometeränderungen  der  Zahl 

136)  ^=;r=ri[^i^*-*] 

proportional,  also  nur  abhängig  von  der  Grösse  x  und,  direct  wenigstens, 
unabhängig  vom  specifischen  Gewicht.  Gay-Lussac  gründet  seinen 
oben  angegebenen  Schlnss  nur  auf  Beobachtungen  an  den  vier  Gasen : 
atmosphärische  Luft ,  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Kohlensäure ,  die  in  Be- 
zug auf  ihr  specifisches  Gewicht,  vom  geringeren  zum  grösseren  fortschrei- 
tend, die  Ordnung:  Wasserstoff,  atmosphärische  Luft,  Sauerstoff,  Kohlen- 
säure befolgen ,  und  In  derselben  Ordnung  stehen  allerdings  die  Thermo« 
meteränderungen ,  welche  Gaj-Lussac  bei  ihnen  beobachtet  hat,  wie 
folgende  Zusammenstellung  der  Zahlen  zeigt,  welche  derselbe  bei  einem 
Anfangsdruck  0,76°^  Quecksilber  erhielt: 

Wasser- 
stoff 

Kälteerzeugung  im  Ballon  No.  1      0^,02  C. 

Wärmeerzeugung  im  Ballon  No.  2  0^,71 

Der  oben  in  136)  enthaltene  Werth  9,  welchem  unserer  Theorie  zu« 
folge  die  Thermometerändeiungen  proportional  sein  sollen,  wächst,  wenig- 
stens in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Grenzen,  mit  »,  wie  folgende 
kleine  Tabelle  zeigt : 

K  =r  1,2  1,3  1,4  1,6 

97  =  0,367     0,376     0,383     0,390 
Die  Angaben  von  %  für  obige  Gase  sind  sehr  schwankend.    Dulong*) 
findet  es  für  die  Gase:  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  atmosphärische  Luft, 
fast  gleich  (1,41),  während  er  für  Kohlensäure  einen  entschieden  kleineren 
Werth  1,337 — 1,340  erhält.**)    Demnach  müssten  unserer  Theorie  zufolge 


atmosphä- 
rische Luft 

Sauer- 
stoff 

Kohlen- 
säure 

(ffil 

0,58 

0,56 

0^,58 

0,56 

0,50 

*)  Poggendorff*s  Annalen,  Bd.  16,  8.  454. 

**)  Es  sei  mir  bei  dieser  Gelegenheit  folgende  knrse  Bemerkung  gestattet:  Di« 
mechanische  Wärmetheorie  stellt  bekanntlich  für  Gase ,  soweit  sie  das  Mariotte-Gajr- 
Lussac^sche  Gesetz  befolgen,  die  Gleichung  auf: 

aus  dieser  folgt  nach  leichter  Bechnung : 


c-AR' 

sodass  also  x  ans  der  Wftrmecapacit&t  bei  constantem  Drucke  (für  gleiche  Gewichte) 
und  aus  dem  specifischen  Gewichte  eines  Gases ,  dem  R  bekanntlich  umgekehrt  pro- 
portional ist,  berechnet  werden  kann.  Bezeichnet  c  die  specifische  Wärme  bei  con- 
stantem Drucke  für  gleiche  Volumen,  so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn 
A«  den  Werth  29,272  Ton  R  für  atmosphärische  Luft  bezeichnet: 

c 

oder  für  A=i^^^ 
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die  Thermometervdrftnderongen  für  obige  drei  Oase  fast  gleich,  für 
Kohlensäure  kleiner  ausgefallen  sein,  was  nur  aum  Theil  mit  den  Gaj- 
Lussac'schen  Beobachtungen  Übereinstimmt.  Doch  ist  auf  diese  in  dieser 
Besiehung  kein  grosses  Gewicht  zu  legen.  Fürs  Erste  ist  die  Dauer  des 
Ueberströmens  bei  den  6aj-Lnssac*schen  Beobachtungen  ziemlich  bedeu- 
tend, 11  Secunden,  sodass  die  Voraussetzung,  die  wir  bei  unserer  Theorie 
machten,  dass  den  Gefässen  während  dieses  Vorganges  weder  Wärme  mit- 
getheilt,  noch  entzogen  wird,  nicht  eben  gut  erfüllt  ist;  fürs  Zweite  tritt, 
nach  Beendigung  des  Ueberströmens,  wenn  die  Verbindung  hergestellt 
bleibt,  immer  noch  Luft  aus  dem  ersten  Ballon  in  den  zweiten,  und  fürs 
Dritte  scheinen  die  Reibung  und  der  Verlust  an  lebendiger  Potenz  durch 
Schallerregung  bei  den  in  Bede  stehenden  Beobachtungen  ziemlichen  Ein- 
flnss  geübt  zu  haben. 


unter  den  in  diesem  Paragraphen  abgehandelten  Fall  scheinen  auch 
noch  gewisse  Versuche  von  Joule  zu  gehören,  die  ich  jedoch  nur  aus  der 
kurzen  Erwähnung  kenne,  die  Koosen  in  PoggondorfiTs  Annalen,  Bd.  89, 
S.  449  und  452  von  ihnen  macht:  „Joule  wandte  bei  seinen  Versuchen 
ein  134  Cubikzoll  (engl.?)  haltendes  Gefass  an,  welches  mit  Luft  von 
22  Atmosph»iren  Druck  gefüllt  wurde.  Nach  Ausgleichung  der  Drucke 
(zwischen  ihm  und  einem  gleichgrossen  luftleeren)  war  eine  Wärmemenge 
entwickelt  und  resp.  verschwunden,  welche  1  Pfund  Wasser  um  nahe  an 
3®  C.  zu  em'ärmen  vermochte.**  Nach  unseren  obigen  Auseinandersetzun- 
gen müsste  die   in   beiden   Gefässen   entwickelte,   resp.    verschwundene 


Für  die  einfachen  Gase :  Sanerstoff,  Stickstoff,  Wasserstoff  nnd  atmosphärische  Luft, 
deren  specifische  Wärme  für  gleiche  Volumen  nach  Begnault  ( Poggendorff^s  An- 
nalen, Bd.  89,  S.  347)  sehr  wenig  von  einander  abweichen,  ergiebt  sich  also  auch  n 
•ehr  nahe  glcichgross,  eine  Eigenschaft,  welche  bekanntlich  schon  Dulong  (Poggen- 
dorff*s  Annalen,  Bd.  16,  8.  454)  ans  seinen  Beobachtungen  geschlossen  hat.  Die  für 
jene  Gase  von  Dulong  beohachleten  Werthe  von  »  stimmen  überdies,  so  genau  als 
in  erwarten,  mit  dem  ans  obiger  Formel  berechneten  nnd  in  untenstehender  Tabelle 
enthaltenen.  Für  die  einfachen  Gase  Chlor  und  Brom ,  deren  specifische  Würme  für 
gleiche  Volumen  zwar  unter  sich  gleich,  aber  sehr  bedeutend  höher  sind,  als  die  für 
die  übrigen  einfachen  nnd  oben  angegebenen  Gase  (Regnault),  findet  sich  n  ebenfalls 
gleich ,  aber  bedeutend  kleiner  als  für  jene. 


Beinemiung  der  Gase. 


Spee.W,  bei 
const.  Dr.  f. 
^1.  Volamen 
n.  Ref  naolt. 


% 
Formel 


© 


Atmosphärische  Luft . 

Sauerstoff 

Stickstoff , 

Wasserstoff 

Chlor 

Brom 

Kohlensäure 


0.237 

0,2412 

0.2370 

0.2356 

0.2962 

0.2002 

0.3306 


1.41 
1.40 
I.4I 
1.41 
1.30 
1.30 
1.26 
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Wärmemenge,  vorausgesetzt,  dass  in  Gleichung  135)  statt  c  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Volumen  c^  zu  setzen  ist, 

c.-^'[{k)^-i\=^yPo^-^~^  Calorien 

betragen ,  unter  einer  Galerie  die  Wärmemenge  verstanden ,  die  im  Stande 
ist,  1  Kilogramm  Wasser  um  1°  C.  zu  erwärmen.  Setzt  man  für  A  =  f\^^ 
für  Po  =  22 X  10334'^  auf  den  Quadratmeter,  für  V  das  oben  angegebene 
Volumen  des  Gefässes,  ausgedrückt  in  Cubikmetern,  und  für  x  endlich  1,41, 
so  erhält  man  die  Zahl  0,31  Calorien,  während  Joule  1,36  Calorien  fand, 
also  über  das  Vierfache.  Leider  kann  ich ,  so  lange  es  mir  nicht  möglich 
ist,  die  Vorsuche  Joule 's  näher  kennen  zu  lernen,  diese  Sache  nicht 
weiter  verfolgen.*) 


Meiner  Ansicht  nach  wären  gerade  solche  Versuche,  wo  Gase  ans 
einem  Gefässe  in  ein  gleichgrosses  anderes  tiberströmen ,  der  Fall ,  wie  er 
eben  in  diesem  gegenwärtigen  Paragraphen  behandelt  worden  ist,  beson- 
ders geeignet,  eine  Bestätigung  unserer  Theorie  zu  liefern  und  dadurch 
eine  neue  Stütze  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  werden.  Ich  bin 
leider  gegenwärtig  nicht  in  der  Lage,  solche  Versuche  mit  nur  einiger- 
massen  zureichender  Genauigkeit  anstellen  zu  können.  Doch  erlaube  ich 
mir ,  sie  im  Nachfolgenden  zu  skizziren  und  die  Besultate ,  welche  sie  er- 
geben müssten,  anzugeben.  Es  würde  mich  sehr  freuen,  wenn  sie  ein 
Anderer ,  der  besser  mit  Instrumenten  versehen  ist  als  ich ,  wirklich  aus- 
führen wollte. 

Zwei  gleichgrosse  Ballons  (nicht  zu  gross,  damit  der  Vorgang  des 
Äusströmens  schnell  zu  Ende  und  folglich  weniger  Zeit  gelassen  ist,  wäh- 
rend derselben  Wärme  an  die  Wände  der  Gefässe  abzugeben  oder  von 
denselben  aufzunehmen)  seien  durch  ein  weites  und  kurzes  Röhrenstück 
mit  einander  verbunden.  Durch  einen  Hahn  oder  eine  sonstige  Vorrich- 
tung kann  diese  Verbindung  willkürlich  unterbrochen  und  wieder  herge- 
stellt werden.  In  letzterem  Falle  sei  dafür  gesorgt,  dass  sich  die  Aus- 
strömungsöffnung  in  dünner  Wand  befindet  und  überhaupt  alle  Gelegenheit 
zur  Reibung  des  Gases  während  seiner  Bewegung  möglichst  sorgfältig  ver- 
mieden ist.  Die  Ansströmungsöfinung  selbst  sei  möglichst  gross,  ebenfalls 
aus  dem  Grunde,  den  Vorgang  des  Ueberströmens  rasch  zu  beendigen.  — 
An  jedem  der  beiden  Ballons  sei  ein  Manometer  angebracht,  derart  einge- 
richtet, dass  die  durch  dasselbe  bedingte  Volumänderung  des  betreffen- 
den Ballons  nicht  sehr  bedeutend  ist.  Doch  zeigt  die  Rechnung,  dass  der 
Einfluss  dieser  Volumänderungen  auf  die  unten  folgenden  Resultate  nur 
von  sehr  geringem  Belang  ist,  sodass  es  hinreichen  wird,  als  solche  Ma- 


*)  Vergl.  weiter  uiitoii  den  Znsatz. 
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nometer  möglichst  dünne,  gebogene  Glacröhrcben  zn  nehmen,  die,  wenn  die 
Druckunterschiede  nicht  zu  klein  sind,  mit  Queckßiiber  gefüllt  werden. 

Bei  unterbrochener  Verbindung  werde  es  nun  auf  irgend  eine  Weise 
dabin  gebracht  y  dass  der  Druck  in  dem  einen  Ballon.,  No.  1 ,  grösser  als  in 
den  anderen  ist.  Es  steht  dabei  natürlich  ganz  im  Belieben ,  ob  man  atmo* 
sphärische  Luft  oder  irgend  ein  anderes  Gas  zum  Versuche  verwenden 
will.  Nachdem  man  hierauf  gewartet  hat,  bis  die  Temperatur  in  beiden 
Ballons  sicher  gleichgross  (/q=/q')  und  gleich  der  der  umgebenden  Luft 
geworden  ist,  liest  man  beide  Manometer  ab,  wodurch  man,  in  unserer 
gewohnten  Bezeichnung ,  p^  und  p^  erhält.  Nun  öffnet  man  den  Hahn,  aber 
nur  gerade  so  lange,  bis  der  Vorgang  des  Ucberströmens  beendigt  ist, 
also  beide  Manometer  gleichen  Druck  ))  =  ])'  zeigen.  Dieser  Druck 
muss  nach  den  Gleichungen  125)  und  129)  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen 
Spannungen  p^  und  p^  sein.  Um  die  Endtemperaturen  t  und  t' 
[Formel  127)  und  131)]  zu  messen,  benutzt  man  am  besten  die  beiden  Bal- 
lons selbst  mit  ihren  Manometern  sogleich  als  Luftthermometer :  Bei  so- 
gleich nach  beendigtem  Ueberströmen  wieder  unterbrochener  Verbindung 
wartet  man  so  lange,  bis  man  sicher  ist,  dass  die  Luft  in  beiden  Gefässen 
wieder  die  Temperatur  i^  der  äusseren  Luft  angenommen  hat,  und  liest 
dann  die  Manometerstände  ab,  wodurch  man  die  Drucke  n  und  n  erhalte. 
Man  hat  dann,  da  bei  dieser  Temperaturausgleichung  das  Volumen  der 
Luft  in  beiden  Gefässen  constant  blieb,  die  Gleichungen 

1  =  ?^  und  l  =  ^±i' 

und  setzt  man  in  d\ese  Werthe  die  Formeln  127)  und  131),  so  folgt: 

•  "')     f=e^f^)"'"^'=(f)""^" 

Hieraus  geht  sofort  wieder  hervor: 

139)  ?  +  ^  =  ^' 

d.h.:  Nach  Ausgleichung  der  Temperaturen  in  beiden  Bal- 
lons entfernen  sich  die  Manometer  stände  an  denselben  wie- 
der gleichweit  von  dem  durch  ]>  gemessenen  mittleren  Stande 
nnd  zwar  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  um  je 

.4«)  •;=^  =  [("*^0-^'-']»-[(?)""^"-]^  ^ 

Dies  sind  sicher  sehr  leicht  erkennbare  Proben  für  unsere  Theorie  und  die 
daraus  gezogenen  Resultate. 


178  Theorie  des  AasBtrömens  vollkommener  Qase  aus  einem  Gefässe  etc. 


Für  die  Bestimmung  von  x,  des  Verhältnisses  der  specifischen  Wftrme 
bei  constantem  Drucke  zu  der  bei  constantem  Volumen ,  wftren  Versuche 
von  der  Art,  wie  wir  sie  soeben  beschrieben  haben,  aus  verschiedenen 
Gründen  sehr  geeignet.  Erstens  gewähren  sie  infolge  der  Controlen,  wel- 
che bei  ihnen  stattfinden  können,  eine  grössere  Genauigkeit  als  die  schon 
in  den  SS*  Ö  und  10  besprochenen  Versuche  von  Gay-Lussac,  Weiter, 
Weisbach,  Clement  und  Desormes  mit  nur  einem  GefHsse.  Zwei- 
tens ist  es  möglich,  den  Druck  in  beiden  Gefässen  beliebig  abzuändern 
und  so  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  x  bei  verschiedenen  Spannungen  und 
Temperaturen  bei  ein  und  demselben  Gas  constant  bleibt,  und,  wenn  das 
nicht  der  Fall  ist,  das  Gesetz  seiner  Aenderung  auf  experimentellem  Wege 
zu  ermitteln.  Drittens  endlich  ist  es  möglich,  in  die  Ballons  beliebige 
Gase  zu  füllen  und  durch  ihr  Ueberströmen  von  dem  einen  in  den  anderen 
den  Werth  von  x  fUr  dieselben  zu  bestimmen. 

Dieser  Werth  von  x  ergiebt  sich,  wie  man  sieht,  durch  einen  einzigen 
Versuch  aus  obigen  Gleichungen  auf  drei  Wegen ,  die  natürlich  in  ihren 
Resultaten  übereinstimmen,  wenn  die  oben  angegebenen  Controlen  zu* 
treffen. 

1.  Aus  Gleichung  137)  folgt  für  x 

141)  x=;"^-^»^^, 

welche  Gleichung  ganz  der  No.  74  entspricht  und  aus  welcher ,  wie  dort, 
für  kleine  Druckunterschiede  folgt : 

141a)  «  =  ?oZZi_j?oz:Po\ 

Po— ^  Po  —  » 

2.  Aus  Gleichung  138)  folgt 

^^_      ^ogPo  —  togp 

iogPo—log{2p  —  ny 
oder  annäherungsweise  für  kleine  Drnckunterschiede 

142a)  «=^?IZ^  =  i^£rX, 

»—Po  »—Po 

was,  da  n — pd=Po — »  [nach  Gleichung  139)  und  125)]  mit  141  a)  tiberein- 
stimmt. 

3.  Aus  Gleichung  140)  folgt  endlich: 

143)  «=__?^Az:i^l_^. 

oder  annäherangsweise  fUr  kleine  Druckanterscbiede 

143a)  »  = EfzK.^^ 

J»o— Po  — (»-w) 

1436)  "LZI^^^H^, 

»        P,—P» 


•42)  *^,„ ,_, ,,, 
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Dass  %  anch  aus  einer  der  Gleichungen  120),  124),  126)  oder  130)  be- 
stimmt werden  kann,  braucht  wohl  keiner  weiteren  Ausführung.  Ein  be- 
sonders einfaches  Resultat  giebt  aber  wieder  die  Gleichung  124*)  ffir  den 
Fal!^  dass  das  Einströmungsgefäss  ursprünglich  luftleer  ist.     Bezeichnet 

V 

Mg  die  anfänglich  im  Ausströmungsgefässe  enthaltene  Luftmasse  —^  oder 

eigentlich,  wie  wir  es  immer  verstanden  haben,  deren  Gewicht,  so  ergiebt 
sich  ans  jener  Gleichung 

1 44N ^og2 

^  *       logM,  —  log{M,-M)' 

oder  wenn  äJi^  die  am  Ende  des  Versuchs  im  Ausströmungsgefässe  verblie- 
bene Lnftmasse  bezeichnet 

_  log  2 

*       logM.^logSDi^' 
sodass 2 also  %  wieder  allein  durch    drei  Abwägungen  bestimmbar  ist: 
Man  wiegt  das  Ausströmungsgefäss  zuerst  luftleer,  sodann  gefüllt  mit  der 

V 
Gasmenge  — ,  die  es  ursprünglich ,  vor  dem  Ueberströmen ,  enthalten  soll, 

und  endlich  noch  gefüllt  mit  der  Gasmenge ,  die  es  unmittelbar  nach  dem 
IJeberströmen  eines  Theils  seines  Inhalts  in  ein  gleichgrosses  luftleeres 
OeflUs  noch  enthält. 


Z  u  8  a  t  I. 


Eine  schöne  Bestätigung  erhält  die  in  vorstehender  Abhandlung  ge- 
gebene Theorie  noch  durch  die  Versuche,  welche  zuerst  von  Joule  an- 
gestellt und  später  von  Regnaul t  wiederholt  worden  sind. 

Joule  nahm  zwei  ganz  gleiche  Ballons  von  Kupfer,  den  einen  leer, 
den  anderen  mit  Gas  von  22  Atmosphären  Druck  gefüllt.  Beide  waren  in 
ein  Reservoir,  gefüllt  mit  Wasser,  getaucht.  Nachdem  sie  mit  einander 
in  Verbindung  gesetzt  waren,  konnte  nicht  die  geringste  Temperatur- 
ändemng  in  dem  umgebenden  Wasser  nachgewiesen  werden.  Wenn  sich 
dagegen  das  Gas  des  Ballons  mit  22  Atmosphären  Druck  unter  einer  mit 
Wasser  gefüllten  Glocke  entleerte ,  so  wurde  eine  bedeutende  Temperatur- 
erniedrigung gefunden.'*) 

Dies  letztere  folgt  ans  den  vorstehenden  Formeln  unmittelbar.  Ebenso 
die  Bemerkung  Regnault's,  dass  der  Druck  nach  Oeffnung  des  Hahns, 
welcher  die  beiden  gleichen  Ballons  trennt,  gleich  der  Hälfte  des  ur- 
sprünglichen Druckes  ist.  Ich  halte  mich  daher  nur  noch  an  das  Haupt- 
lesnltat,  an  das  Gleichbleiben  der  Temperatur  des  Wassers,  und  nehme 
grösserer  Allgemeinheit  wegen  an ,  dass  das  Einströmungsgefäss  ursprting- 


*)  Einer  Abhandlung  von  C  az  i  u  {Ann.  d,  chim,  et  d,  ffhf/a.  Nov.  1862)  entnommen. 
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lieh  nicht  luftleer,  sondern  mit  demselben  Gase  von  dem  ursprünglichen 
Drucke  p^  gefüllt  sei.  Wenn  man  überhaupt  die  oben  eingeführten  Be- 
zeichnungen beibehält,  so  erhält  man  für  die  Temperaturen  t  und  f  und 
die  speci£schen  Volumen  ))  und  "q  in  beiden  Ballons  in  dem  Momente,  wo 
das  Aus-  und  Einströmen  beendigt  ist,  nach  oben  für  den  Fall  zweier  glei- 
cher Gefässe  und  für  gleiche  Anfangstemperaturen: 

•)       "+*=<«+'.)('^)- 

2)      ö  -t-  t'=  «  +  ^0 i+io Po  +K 


2p, 


0 


\ 


\   2/>,   /  Po         V  apo  / 

Po        V    2po    / 

Es  kommt  nun,  zwar  nicht  für  das  Endresultat,  wie  gezeigt  werden 
wird,  doch  für  den  weiteren  Verlauf  des  Versuchs  darauf  an,  ob  sogleich 
nach  dem  Moment,  für  welchen  obige  Formeln  gelten,  der  Hahn  geschlos- 
sen ,  oder  während  des  ganzen  übrigen  Verlaufs  offen  behalten  wird. 

I.  Nehmen  wir  zunächst  das  Erstere  an,  so  wird  in  diesem  weiteren 
Verlaufe  das  Gas  im  Ausströmungsgefässe ,  das  sich  unter  seine  Anfangs* 
temperatur  /^  und  folglich  auch  unter  die  des  umgebenden  Wassers,  das 
natürlich  dieselbe  ursprüngliche  Temperatur  /^  hat,  erkältet  hatte,  bei 
constantem  Volumen  erwärmt,  das  im  EinströmungsgefUsse  dagegen 
bei  constantem  Volumen  abgekühlt.  Wenn  daher  die  Endtemperatur 
des  Ganzen,  der  beiden  Gefässe,  sowie  des  umgebenden  Wassers,  mit  r  be- 
zeichnet wird,  so  ist  die  dem  Ausströmungsgefässe  mitgetheilte  Wärme- 
menge, mit  C|  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Volumen 
bezeichnet: 

5)  ö=^c,(t-t) 
und  die  dem  EinstrÖmnngsgefHsse  entzogene: 

6)  Q'=^c,{t'-,). 

Ausserdem  hat  man,  wenn  M  das  Gewicht  des  umgebenden  Wassers  und 
Y  dessen  specifische  Wärme  bezeichnet: 

7)  0—Q  =  My{x^Q. 

Setzt  man  für  t ,  t',  t)  und  io'  ihre  W^erthe  aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  in 
die  Gleichnngen  5)  und  6)  ein  und  subtrahirt  hierauf  diese,  so  erhält  man 
im  Zusammenhalt  mit  der  Gleichung  7)  nach  leichter  Reduction: 

8)  ■     ö'_ß=^c.?!±^(/,-t)  =  ^y(t-g, 

^'o  Po 
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welche  GleicbuDg  nur  für  r  ==:  /^  befriedigt  ist;  zugleich  erhält  man  dann 
Q  =  Q\  Es  erleidet  folglich  das  Wasser  gar  keine  Tempe- 
raturverändernng;  dem  Einströmnngsgefässe  wird  genaa 
dieselbe  Menge  Wärme  entzogen,  die  dem  Ansströmungs- 
gefässe  mitgethellt  wird.*) 

IL  Wenn  der  Hahn  nach  Beendigung  des ,  durch  den  ursprünglichen 
Druckunterschied  hervorgebrachten  Aus-  und  Einströmens  offen  bleibt,  so 
ist  klar,  dass  durch  die  nachfolgende  Erwärmung  des  Ausström ungsge- 
fftsses  sowohl ,  als  die  Erkaltung  des  Gases  im  Einströmungsgefässe  noch 
mehr  Gas  aus  ersterem  in  letzteres  tibergeht.  Ob  dies  bei  dem  constanten 
Drucke  p=^  \(Po+Po)j  ^^^  in  beiden  Gefässen  nach  Beendigung  des 
ersten  Aus-  und  Einströmens  stattfindet,  geschieht,  oder  ob  sich  dieser 
Druck  z.  B.  erniedrigt,  indem  das  Einströmungsgefäss  yerhältnissmässig 
rascher  erkaltet,  als  das  Ausströmungsgefäss  erwärmt  wird,  icann  im  Ali- 
gemeinen  nicht  bestimmt  werden.  Es  hängt  dies  offenbar  von  der  Be- 
schaffenheit der  Wände  der  Ballons,  von  den  Temperaturen  der  Gase  in 
denselben,  von  den  Massen  dieser  Gase,  von  der  Art  und  Weise ^  wie  be- 
hufs Ausgleichung  der  Temperatur  das  Wasser  unter  einander  gerührt 
wird,  und  endlich  von  der  Grösse  der  Abkühlnngs-  und  Erwärmungs- 
flächen ab,  welch'  letztere  in  dem  Maasse,  als  Gas  aus  dem  kälteren  in 
den  wärmeren  Ballon  strömt,  sich  ändern.  Wie  dem  aber  auch  sei:  Wir 
beaeichnen  wieder  mit  t  die  Endtemperatur  des  Ganzen,  des  Wassers,  wie 
der  Gase  in  beiden  Ballons.  Da  dejr  Druck  n  am  Ende  in  beiden  Ballons 
ebenfalls  gleich  ist,  so  mnss  auch  das  specifische  Volumen  des  Gases  in 
denselben  gleich  werden;  wir  bezeichnen  es  mit  v»    Die  uns  unbekannten 

V  V 

Ausdrücke,  durch  welche  der  Druck  der  Gasraassen  —    und  — ,  in  beiden 

\)  K) 

Gefässen  während  der  Erwärmung  in  dem  einen  und  Erkaltung  in  dem  an- 
deren als  Function  des  specifischen  Volumens  v  und  v  gegeben  ist,  seien 
mit  {p)  und  [p\  bezeichnet.    Dann  sind  die  dem  Einströmungs-  und  be- 

züglich  dem  Ausströmungsgefässe  mitzutheilenden  Wärmemengen  nach  der 
mechanischen  Wärmetheorie : 

V 

tO)  Ö'=  ^  [c. (t-f) -\-Jä {p]dv^ 

und  für  das  Wasser  hat  man : 

11)  e  +  ()'=^y('o-t). 


•)  Vergl.  oben  (8.  172)  die  Besprechung  der  Gay-Lussac'ßchen  Versuche. 
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V 

Nun  ist  sicher,  dass  der  Druck  der  sich  aasdehnenden  Gasmasse  —   im 

Ausströmungsgefässe  in  jedem  Augenblicke  gleich  ist  dem  Drucke  der  sieb 

V 
zusammenziehenden  Gasmasse  -j  im  Einströmungsgefasse.  Ebenso  ist  ge- 
wiss, dass  die  Yohtmänderung  der  Gasmasse  des  Ausströmungsgefässes 
stets  genau  gleich  ist  der  Volumänderung  der  Gasmasse  im  Einstrd- 
mungsgefässe  und  nur  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Es  ist  daher  die 
von  der  Gasmasse  des  einen  Gefässes  geleistete  äussere  Arbeit  genau 
gleich  der  von  der  Gasmasse  des  anderen  Gefässes  aufgenommen,  d.  b* 

V  V 

sodass  aus  9)  und  10)  folgt: 

ß  +  Ö'=  ^  C.  (T-t)  +  ^,  C.  (t  — t). 

Ans  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  1)  bis  4),  sowie  der  11)  folgt 
aber  nun  ganz  so  wie  im  ersten  Fall 

12)  ö  +  0'=  ^  c,  ^i^^  (t-r.)  =  My  (<. -t), 

welche  Gleichung  wiederum  durch  t  =  f^  und  ö  =  —  Q'  befriedigt  wird. 
Es  bleibt  also  anch  in  diesem  zweiten  Falle  die  Temperatur 
des  Wassers  angeändert,  indem  dem  Ausströmnngsgefässe 
genau  so  viel  Wärme  mitgetheilt,  als  dem  Einströmungs- 
gefässe  entzogen  wird. 

Was  den  Enddruck  n  des  Gases  in  beiden  Gefässen  betrifft,  so  be- 
stimmt sich  derselbe  nun  leicht  wie  folgt:  Die  in  beiden  Gewissen  gleiche 
Endtemperatur  ist  t^.    Das  Gesammtge wicht  des  Gases  in  denselben,  wie 

y      V 

am  Anfang,  gleich 1 — ?.    Da  das  Gesammtvolumen  nun  2rist,  so  ist 

das  durchweg  gleiche  specifische  Volumen 

2F     _  2vX 


Dem  Mariotte - Gaj - Lussac'schen  Gesetze  zufolge  ist  daher: 

13)        „=^(^j>)=Ä(„+o^«:. 

V  2PoO<, 

Nun  war  ursprünglich,  da  die  Temperatur  in  beiden  Gefässen  a  +  ^o  ^ar: 

1 4)  p.v^  =  n{a  +  0  un^l  pX=  R{a  +  Q. 
Setzt  man  Vq  und  v^'  aus  14)  in  die  Gleichung  13)  ein,  so  folgt: 

15)  «  =  ^  =  »>, 
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d«  h.  der  Drack  in  beiden  Ballona  am  Ende  des  ganzen  Vorgangs  ist  gleich 
dem  Drucke,  welcher  unmittelbar  nach  Beendigung  des  durch  den  ur- 
aprttnglichen  Druckunterschied  hervorgebrachten  Aus-  und  Einströmens, 
also  unmittelbar  vor  dem  Beginn  der  Temperaturausgleichung  in  beiden 
Gefassea  stattfindet.  Wenn  sich  also  dieser  Druck  auch  während  der 
Temperatarausgleichung  verändert,  am  Ende  derselben  hat  er  wieder 
denselben  Werth  wie  an  ihrem  Anfang. 


VII. 

Ueber  Functionen  complexer  Grössen. 

Von  Dr.  Gustav  Roch. 

(Fortsetzung  aus  No.  II,  Jahrg.  8,  Heft  1.) 


§.6. 

Eine  andere  Anwendung  des  Fundamentaltheorems  über  bestimmte 
Integrale ,  als  die  im  vorigen  Paragraph  gezeigte ,  besteht  in  der  ^Werth- 
ermittelung  derselben. 

Es  Jkommt  häufig  vor,  dass  der  Werth  eines  von  einem  Punkt  a  nach 
einem  anderen  b  genommenen  Integrales  auf  dem  einen  Wege  gefunden 
werden  kann.  Dann  ist  der  Werth ,  den  dasselbe  bei  anderem  Integrations- 
wege erhält,  durch  unser  in  $.  5  gegebenes  Fundamentaltheorem  bestimmt, 
wenn  es  möglich  ist,  die  um  etwaige  zwischen  beiden  Wegen  liegenden 
Unstetigkeitspnnkte  herum  erstreckten  Integrale  zu  berechnen,  oder  wenn 
gar  keine  solchen  Punkte  zu  berücksichtigen  sind. 

Da  dies  nur  eine  beiläufige  Anwendung  ist,  so  wollen  wir  uns  mit 
einem  einsigen  Beispiele  begnügen.    Allgemeine  Formeln  hat  Canchj  in 
dem  schon  erwähnten  ^^Mdmoire  sur  les  integr.  def.  prises  entre  des  limües 
imagin.^*  entwickelt. 
^— « 

Sei  die  zu  integrirende  Function.  Dieselbe  ist  für  solche  «,  deren 

reeller  Theil  positiv  ist,  endlich,  für  2  =  +  oo  ist  sie  sammt  ihrem  unbe- 
stimmten Integrale  Null,  da  ja  schon   /  e"*  dz  im  Unendlichen  verschwin- 

/e~*  dz 
verschwinden   muss.     Es  möge  nun  der 

äussere  Halbkreis  in  Fig.  3  (Taf.  III)  einen  unendlich  grossen  Radiuß,  R, 
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erhalten,  wShrend  der  innere  mit  einem  sehr  kleinen,  6,  um  2  =  0  herum- 

beschrieben  sei.    Dann  wird  unendlich   oder   unstetig  im  Innern   des 

z 

Theiles  der  c- Ebene,  welcher  durch  diese  Halbkreise  und  die  jr-AcJise 
begrenzt  ist;  das  Integral  über  die  gesaramte  Begrenzung  ausgedehnt  ist 
also  Null. 

Wird  in  den  Halbkreisen  z  =  Äc^*  und  zs=zöe^*  gesetzt,  so  tibersiebt- 
man  zunächst,  dass  der  z=zRe^*  entsprechende  Theil' verschwindet,  denn: 

dz 

in  dem  z^=^6e^*  entsprechenden  Theile  ist  e~*  nahezu  gleich  1;   g>  geht 

von bis  4 und  giebt 

2  2  ° 


/'-4-= 


7t  U 


n 
9  =  -2- 


In  dem  von  z  =  —  oo  .  i  bis  «  =  —  öi  erstreckten  Integrale  setzen 
wir  z  =  —  5t,  in  der  zweiten  Hälfte  dieses  geradlinigen  Weges  hingegen 
z  =  -|-  siy  so  vereinigen  sich  diese  beiden  Theile  in  einen' und  es  entsteht: 

R 


ds  +  ni  =  Oy 

oder,  da  ö  gegen  Null  abnimmt,  R  unendlich  wächst: 

/sin  s  ds        n 
"s  ^T* 

0 

£s  ist  hier  der  geeignetste  Ort,  auf  eine  andere  Darstellungsweise 
der  complexen  Grösse  z  aufmerksam  zu  machen,  die  wir  in  der  Folge 
häufig  auch  anwenden  werden. 

Man  kann  sich  einen  im  Endlichen  verlaufenden  umfang  auch  als  die 
vollständige  Begrenzung  des  äusseren  unendlichen  Theiles  der  z- Ebene 
denken;  denn  wollte  man  dazu  noch  einen  im  Unendlichen  verlaufenden 
Kreis  nehmen,  so  würde  dieser  die  Werthe  z  =  oo  ausschliessen. 

Diese  Anschauungsweise,  welche  vielen  noch  zu  entwickelnden  Re- 
sultaten eine  allgemeinere  und  elegantere  Form  geben  wird,  brauchen  wir 
nur  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  zu  rechtfertigen ,  um  mit  ihr 
eben  so  genaue  Resultate  zu  erhalten,  wie  mit  der  bisherigen.  Sobald  der 
endliche  Umfang  U  als  Begrenzung  sowohl  des  äusseren,  als  des  inneren 
Theiles  der  c- Ebene  aufgefasst  werden  kann,  wird  es  auch  nicht  als  wider- 
sinnig erscheinen,  dem  ganzen  äusseren  Theile  eine  endliehe  Darstellung 
zu  geben;  diese  wird  dadurch  erlangt,  dass  man  die  Werthe  der  z  nicht 
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aaf  einer  Ebene,  sondern  anf  einer  geschloesenen  Fläche  aufträgt,  die  den 
Werth  z  =  CO  durch  einen  einzigen  Punkt  abbildet« 

Es  laufe  CT  um  einen  Punkt  a  (Fig.  4,  Taf.  III);  wird  «,  —  öi= 

gesetzt,  80  durchläuft  Zi  einen  endlichen  Umfang  ü^ ,  wenn  z  ü  durchläuft: 

ö-^  =  ^ß'"  gesetzt  giebt  flj-^^j  =^  —  e"*^*;  jedem    äusseren    Punkte   P  im 

9 
ersten  Bilde  wird  ein  innerer  P^  im  zweiten  entsprechen  und  umgekehrt 

Durch  die  Substitution  Z| — ö,  =  ■ verwandelt  sich  also  ein  Umfang 

17,  der  den  äU88|iren  Theil  begrenzt,  in  einen  anderen  U^ ,  der  als  Be- 
grenzung des  inneren  Theiles  gelten  muss ,  and  dem  z  =  oo   entspricht 

ein  Punkt  Z]  ==  a^.    Ein  durch  U  genommenes  Integral   /  fz  dz  geht  in 

über.  Das  Fundamentalthöorem  über  bestimmte  Integrale  wird  hiernach 
für  /  fz  dz  auch  seine  Giltigkeit  behalten ,  wenn  ü  als  Begrenzung  des 
äusseren  Theiles  angesehen  wird ;  nur  wird  immer  z  =  oo  als  Unendlich- 
keitspunkt  von   f{z)   angesehen  werden  mäasen,  sobald  .    ^^  *\    oder 

f{z).{z — af  für  z  =  oo  unendlich  ist.  Sobald  man  die  Vorsicht  an- 
wendet, /"z  .  2*  (welches  für  z=oo  mit  fz{z — a)*  identisch  ist)  in  dieser 
Weise  zu  untersuchen ,  so  ist  es  auch  immer  gestattet ,  z  =:  oo  als  einen 
Punkt  darzustellen ,  oder  die  Werthe  von  z  auf  einer  geschlossenen  Fläche 
abgebildet  zu  denken.  Dies  gesammte  Gebiet  der  z  wird  zu  einem  be- 
grenzten, wenn  aus  dieser  Fläche  ein  einziger  Punkt  herausgenommen 
wird.  — 

Da  Z|  den  Umfang  ü^  in  entgegengesetzter  Richtung  durchläuft,  wie 
Z7  von  z  durchlaufen  wird;  so  folgt,  dass  die  Richtung  der  Curve  27,  in 
welcher  sie  die  Begrenzung  des  inneren  Theiles  in  positivem  Sinne  bildet, 
die  negative  Richtung  sein  wird,  V  als  Begrenzung  des  äusseren  Theiles 
gedacht.  Wir  werden  positive  Begrenzungsrichtung  immer  die  nennen, 
in  welcher  die  nach  dem  Innern  desselben  gerichtete  Normale  so  gegen 
das  positive  Curvenelement  ds  (Fig.  5,  Taf.  III)  Hegt,  wie  +y  gegen  +a:: 
Die  Genauigkeit  dieser  Definition  wird  sich  im  Laufe  der  folgenden  Unter- 
suchungen von  selbst  herausstellen. 

§.  7- 
In  $•  3  ist  gezeigt  worden,  welche  Eigenschaften  allen  durch  mathema- 
tische Ausdrücke  gegebenen  Functioneit  zukommen;  sie  sind  durch  Glei- 
chung 1)  oder  2)   desselben  Paragraphen  ausgedrückt.    Wir   wollen  nun 
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überhaupt  als  Fanction  von  z^=x  +  yi  jede  von  x  und  y  abhängige 
Grösse  w  bezeichnen ,  welche  diesen  Gleichungen  genügt. 

Ob  alle  solche  Functionen  wirklich  durch  mathematische  Operationen 
erhalten  werden  können,  ist  eine  Frage,  die  vorläufig  gar  nicht  untersucht 
zu  werden  braucht. 

Die  Entwickelungen  der  $$.  5  und  6  sind ,  ohne  dass  ein  solcher  Aus- 
druck vorausgesetzt  zu  werden  brauchte,  geführt  worden;  man  wird  daher 
die  erhaltenen  Resultate  auf  diesen  allgemeinsten  Begriff  der  Function, 
wie  er  eben  gegeben  worden  ist,  anwenden  können;  es  wird  darnach  z.  B. 
immer  convergirende  Reihenentwickelungen  einer  Function  geben ,  deren 
Verzweigungs-  oder  Unendlichkeitspunkte  nicht  in  der» ganzen  2; -Ebene 
einander  unendlich  nahe  liegen.  Setzen  wir  ferner  "voraus ,  dass  diese 
funkte  keine  geschlossene  Curve  stetig  erfüllen ,  so  kann  man  die  Reihen 
zur  stetigen  Fortsetzung  der  Function  bis  zu  jedem  Werthe  von  z  benutzen. 

Die  sämmtlichen  Ceefficienten  der  Tajlor*schen  Reihe  sind  gegeben, 
sobald  man  den  Werth  der  Function  auf  einer  endlichen ,  sonst  beliebig 
kleinen  Curve  /  (Fig.  0,  Ta^,  III)  kennt,  da  dann  alle  ihre  DifFerential- 
quotienten  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  eindeutig  gegeben  sind. 
Liegt  in  der  kleinen,  um  dieselbe  beschriebenen  Fläche  kein  solcher  Aus- 
nahmepunkt, in  dessen  Nähe  die  Reihe  ungiltig  wird,  so  ist  die  Function 
für  diese  ganze  Fläche  bestimmbar. 

Nehmen  wir  an,  dass  diese  Bedingungen  innerhalb  der  Fläche  erfüllt 
seien,  oder  dass  die  Function  für  diese  Fläclie  gegeben  sei,  so  wird  man 
einen  beliebigen  Punkt  A  der  letzteren  wieder  als  Anfangspunkt  einer 
Reiheuentwickelung  betrachten  können,  sobald  es  möglich  ist,  um  A  einen 
endlichen  Kreis  zu  beschreiben,  der  alle  singulären  Punkte,  wie  /^  und  P, 
(Fig.  6,  Taf.  III)  ausschliesst.  Wird  diese  Reihe  benutzt,  die  Function 
sammt  allen  ihren  Differentialquotienten  für  einen  anderen  Punkt  A^  dieses 
Convergenzbezirks  zu  berechnen ,  so  kann  in  A^  eine  weitere  Reihe  ge- 
bildet werden.  Eine  Function,  die  in  einem  beliebig  kleinen  Flächentheile 
des  z- Gebietes  bestimmt  ist,  kann  demnach  über  dieses  Gebiet  hinaus 
immer  und  nur  auf  eine  Weise  stetig  fortgesetzt  werden,  wenn  es  Flächen- 
streifen von  endlicher  Breite  giebt,  die  von  diesem  Flächentheile  aus- 
gehen, innerhalb  deren  die  Reihenentwickelungen  convergiren. 

Es  ist  hier  nicht  der  Raum ,  den  Beweis  zu  führen ,  dass  ausserhalb 
des  Kreises ,  der  eben  noch  alle  Unendlichkeits-  oder  Verzweigungspunkte 
der  Function  ausschliesst,  dio  Reihe  auch  immer  divergirt;  diesen  Satz  als 
wahr  angenommen,  übersieht  man  dann  sofort,  dass  man  nicht  besondere 
Untersuchungen  nothwendig  hat,  um  zu  entscheiden,  ob  diese  singulären 
Punkte  den  Flächentheil,  von  welchem  die  Fortsetzung  ausgeht,  stetig 
einschliessen ,  sondern  dass  darüber  die  Öonvergenz  oder  Divergenz  der 
Reihen  selbst  entscheidet.  Die  Form,  in  der  wir  den  Satz  ausgesprochen 
haben ,  ist  daher  ganz  streng. 
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Es  folgt  ans  der  allgemeinen  Giltigketft  der  Keibenentwickelang  anch, 
dass  das,  was  wir  Function  von  z  nennen,  immer  eines,  wenigstens  fflr  ein 
endliches  Gebiet  von  z  giltigen  Ansdruekes  fähig  sein  wird ,  bis  auf  ganz 
eigenthümliche  AnsnahmefKlle ,  mit  denen  sich  auch  mehr  oder  weniger 
fast  gar  nichts  anfangen  Iftsst.  Eine  solche  Ausnahme  wäre  z.  B.  eine 
Function,  die  für  ein  commensurables  x  und  ein  com  mensurables  y  den 
Werth  1 ,  sonst  den  Werth  2  hätte. 

§.8. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Anwendbarkeit  der 
Reihenentwiekelnngen  ist  es  erlaubt,  letztere  zum  Beweise  eines  Satzes  zu 
benutzen ,  den  wir  zwar  später  nochmals  als  speciellen  Fall  eines  allgemei- 
neren Theorems  erhalten  werden,  welcher  aber  schon  so  allgemeine 
Folgerungen  hat,  dass  sein  besonderer  Beweis,  wie  er  von  Professor 
Biemann  in  den  Vorlesungen  gegeben  ist,  nichts  schaden  mag,  zumal  er 
den  Beweis  des  angedeuteten  allgemeineren  Theorems  erleichtern  wird. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Entwickelungen  dieses  Theiles  der  Ab- 
handlung verschiedene  Resultate  für  eindeutige  Functionen  entwickeln, 
um  sie  in  einem  folgenden  Theile  auf  mehrdeutige  zu  verallgemeinern. 

Den  speciellsten  Fall  eindeutiger  Functionen  bilden  die  ttberall  end- 
lichen und  stetigen  Functionen.  Für  diese  ist  der  Convergenzbezirk  der 
Beihenentwickelung  ein  beliebig  grosser.    Oder  man  darf  das  Integral 


h 


dz=s2tiif(t) 


(z-t) 
auf  einen  unendlich  grossen  Kreis  ausdehnen.  Dann  influirt  von  der  Reihe : 

Z-^t         Z\    ^    Z    ^  Z*^        / 

nnr  das  constante  Glied  auf  den  Werth  des  Integrals ,  so  dass 

d.  h.  unabhängig  von  /  wird. 

Jede  überall  endliche,  stetige,- eindeutige  Function  von 
z==sx  +  yi  ist  daher  eine  Constante. 

Durch  diesen  Satz  kann  man  dazu  gelangen ,  Ausdrücke  von  Func- 
tionen zu  bilden,  wenn  man  weiss,  wie  sie  unendlich  werden. 

Es  werde  nf(z)  unendlich  für  2  =  a;  setzen  wir  voraus,  dass  es  eine 
endliehe  Potenz  ft*)  von  z — a  gebe,  mit  welcher  multiplicirt  w{z)  endlich 
und  von  Null  verschieden  bleibe  für  t=a  und  sei  n  die  nächst  höhere 
ganze  Zahl  nach  fi,  oder  im.  selbst,  wenn  fi  ganz  ist,  so  dass 

f»{z).{z—a)*  =  ip{t) 
gleich  einer  endlichen  Grösse,  die  möglicher  Weise  Null  ist,  wird  für '2=0. 


*)  Dann  heisst  fi  die  Ordnung,  in  welcher  w  unendlich  wird. 
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Dann  ist  <p{z)  eine  Function  von  z,  die  nach  Potenzen  von  z  —  a  entwickel- 
bar ist,  da  sie  in  der  Nähe  von  2=a  endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt: 

ii;(2)(z  — a)«  =  a, +  a,(2  — rt)+flrt(z  — a)»+..  ., 
mithin 

wo  f{z)  endlich  ist  für  zc=a. 

Hieraus  folgt,  dass  eine  eindeutige  Function  da,  wo  nie  unendlich 
wird,  nothwendig  von  ganzer  Ordnung  unendlich  wird. 

Sind  alle  Punkte  gegeben,  in  denen  w  unendlich  werden  soll,  sammt 
den  Coefficienten ,  die  dem  a^ . .  •  On^i  in  a)  entsprechen,  so  ist  w{z)  bis 
auf  eine  additive  Constante  bestimmt.  Sei  z.  B.  noch  ein  Unendlichkeits- 
punkt fttr  die  Function ,  b ,  vorhanden ,  so  dass : 

/*,  {z)  endlich  fttr  2=6,  so  ist: 

w{z)  —  ,     °V, \-,  -  etc.  — ,     \.    — -}-    -.  ^  etc.  =  F{z) 

endlich  stetig  und  eindeutig  für  z  =  a  und  z=6;  weder  n>  noch  die  Sub- 
trahenden werden  unendlich  für  andere  a  als  diese,  mithin  F(z)  überall 
endlich ,  mithin  constant. 

Wir  unterlassen  es,  die  Modificationen  zu  entwickeln,  welche  ein- 
treten ,  wenn  z.  B.  b  unendlich  wird.  Führt  man  erst  eine  andere  Variable 
Zi  ein,  die  für  z=oo  irgend  einen  Werth  6,  annimmt,  und  drückt  Z| 
dann  wieder  durch  z  aus,  so  erkennt  man,  dass  eiiie-Function  tv^  die  für 
2  =  00  eindeutig,  aber  unendlich  wird,  dio  Form  haben  iiinss 

6)  «;  =  6„z»  +  6,z«~i  -h  . .  .  +/>«-! z  +  f{z\ 

wo  f{z)  stetig  und  endlich  für  z  =  00.  Bleibt  w  im  Endlichen  endlich ,  so 
ist  f{z)  constant. 

ii.heisst  hier  auch  wieder  die  Ordnung  der  Unendlichkeit  von  w. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  eine  Function  w  innerhalb  einer  ge- 
gebenen Begrenzung  Null  und  unendlich  wird,  hängt  mit  dem  über  die 
Letztere  ausgedehnten  Integrale  von 


J^^09n>=:Jf^^l 


sehr  nahe  zusammen. 

Wir  wollen  ein  Nullwerden  mter  Ordnung  auffassen  als  Unendlich- 
werden von  ( — m)ter  Ordnung.  Dies  tritt  ein,  wenn  in  der  Reihe  füriv 
die  Glieder  inclusive  (z — a)"»"-*  fehlen.  Aus  unserer  Definition  dieses  Be- 
griffes geht  hervor i  dass,  wird  eine  Function  w  für  z=^a  unendlich  mter 
Ordnung  (w  positiv  oder  negativ),  w.  (z  —  a)*  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleibt  für  z=:a,  oder 

,     w  =  (z. —  ö)—"*  ^  (z), 
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ip{a)  von  Nall  nnd  unendlicfa  verschieden.  —  Ebenso  wird,  wenn  w  für 
2  =  00  unendlich  m'ter  Ordnung  {m  positiv  oder]|negativ) 

^(go)  endlich  und  von  Nnll  verschieden.  Einem  endlich  bleibenden  w  ent- 
spricht fn-=^0.  Ein  Nullwerden  mter  Ordnung  tritt  für  2=oo  ein,  wenn 
in  der  Reihe,  die  für  grosse  z  gilt  (s.  Ende  $.5): 

alle  Glieder,  bis -~~- inclnsive  verschwinden.   Einer  Reihenentwickelung 

dieser  Form,  in  welcher  b^  sicher  von  Null  verschieden,  ist  ^(2)  fHhig  für 

z  =  00 ;    — ^  >-i  =  —  ( -1  -j — ~  +  . . . )  ist  daher  Null  zweiter  oder  höherer 
dz  \z*        «*  / 

Ordnung  für  z  =;»  od.  ' 

Betrachten  wir  nun  die  log  dieser  Ausdrücke  von  w]  für  z=a  ist: 

,          .                       dib  dz              dz 
logw=^iogiU  —  m  log  (z  —  a) ,    dlogw=i m  . . 

"  ^  ^  *  dz    '^  z  —  a 

Die  Integration  von  dlogto  positiv  (s.  Ende  S.  6j  um  a  herum  giebt,  da 

//Wt 

— —  wegen  der  Endlic'bkeit  von  z  anch  endlich  (s.  pag.  25  d.  Jahrg.) ,  ^  von 
Nnll  verschieden  ist 

/  dz  rd{Re'P')         .  r. 

den  Werth  — m2ni.  Liegen  innerhalb  des  geschlossenen  Umfanges,  über 
welchen  integrirt  wird,  mehrere  solche  Funkte,  denen  Ordnungszahlen 
09, ,  m^  etc.  zukommen ,  so  giebt  die  Integration : 

1)  I  dhgw=^  —  (w  +  ^1  +  m,  +  etc.)  2«i. 

Dieser  Umfang  kann  nun  auch  als  negative.  Begrenzung  des  äusseren 
Theiles  des  Gebietes  von  z  angesehen  werden ,  und  es  muss  nun  der  Werth 
für  :  =  oo  nach  der  in  <i.  6  angegebenen  Regel  untersucht  werden. 

Für  2=00  ist  nach  dem  Vorigen: 

,dz  .   dif/  dz 
dlogw  =  fn h-r-'-r* 

^  z        dz     ^ 

dtii 
Für  z==oo  ist  —  unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  ^  nicht  Null,  mithin  ' 

nach  S.  6  das  Integral 

frfi^  dz 

dz  '  t|; 

,dz  , 
nm  z  =  oo  herumgenommen.  Null,     m —  integrirt,  giebt  rn2fcu 

Liegen  ausserhalb  des  Umfanges  noch  andere  Punkte,  für  welche 
n>~-0  oder  =oD  ist,  denen  Ordnungszahlen  m/,  m/  etc.  zukommen,   so 


f 


k 
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giebt  die  Integration  in  der  früheren  Bichtong  (also  negativ  om  diese 
Punkte  herum) : 

2)  j'dlogw:=2  +  (m'+  m,'+  w,'+ . . .)  2itu 

Um  sich  genaue  Rechenschaft  von  diesen  Vorzeichen  zu  geben, 
braucht  man  nur  die  im  S.  6  schon  einmal  angewandte  Transformation  an- 
zuwenden; doch  ist  es  wohl  nicht  nöthig,  dies  hier  wirklich  durchzuführen. 

1)  und  2)  zusammengehalten ,  liefern  folgende  beiden  wichtigen  Sätze : 

Das  Integral  /  dlogio  positiv  um  die  Begrenzung  irgend  eines  (end- 
lichen oder  unendlichen)  Theiles  des  Oebietes  von  z  hemm  genommen,  ist 
gleich  —  2m  mal  der  Anzahl,  wie  oft  w  innerhalb  dieses  Oebietes  unendlich 
gross,  weniger  der  Anzahl,  wie  oft  w  unendlich  klein  erster  Ordnung  wird. 

Eine  eindeutige  Function  von  z  wird  eben  so  oft  unendlich  klein,  als 
unendlich  gross  erster  Ordnung.  Hierbei  ist  ein  Null-  oder  Unendlich- 
werden nter  Ordnung  als  n  maliges  aufgefasst. 

Die  Function  tv — a,  wo  a  eine  Constante,  wird  so  oft  unendlich  wie 
n^,  also  auch  so  oft  Nulf;  es  folgt  daher,  dasa  it»  jeden  Werth  eben  so  oft 
annehmen  muss ,  wie  den  Werth  Null  oder  Unendlich« 

Da 

a  +  bz  +  cz*  +  . .  .Äz* 

fUr  endliche  z  endlich,  für  unendliche  z  unendlich  nter  Ordnung  ist,  so 
muss  es  nmal  Null  werden,  also  n Wurzeln  haben.  Dies  ist  der  dritte 
Oauss'sche  Beweis  für  dieses  algebraische  Fnndamentaltheorem. 

Vermöge  der  Eigenschaften  überall  eindeutiger  Functionen ,   nur  von 
ganzer  Ordnung  unendlich  zu  werden,  kann  dem  ersten  in  diesem  Para- 
graph entwickelten  Satze  eine  andere  Form  gegeben  werden.    Wird  w  un- 
endlich  für   z  =  a ,   so   ist   unbedingt   die  unbestimmte  Integralfunction 
z 

I  wdz  unendlich  für  z=a;  es  genügt  daher,  um  zu  beweisen,  dass  w 
h 

constant  ist,  zu  zeigen,  dass  j  w da  überall  endlich  und  stetig  bleiben, 

dagegen  für  s=qo  unendlich  erster  Ordnung  werden  muss.    Bleibt   1  w  d% 

auch  endlich  für  s  =  oo,  so  muss  w  überall  Null  sein.  Die  Bedingung  der 
Stetigkeit  ist  erfüllt,  sobald  w  keine  Sprünge  macht.  In  dieser  Form 
kommt  der  Satz  behufs  des  Beweises  des  Aberschen  Additionstheorems  in 
Anwendung. 

Ferner  kann  man  vermöge  der  Entwickelungeu  des  Paragraphen  den 
Satz  über  das  Verschwinden  von  Begrenzungsintegralen  anders  fassen. 

Nach  $.5  18t  I  fzdi6j  über  einen  Umfang  ausgedehnt,  Null,   wenn 
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innerhalb  desselben  /*(«)  endlich,  stetig  nnd  eindeutig  ist.  Es  genUgt  aber  zu 

wissen,  dass  die  unbestimmte  Integralfnnction  endlich  ist.  Sei   /  /*(«)  d%=^u^ 

f{%)  in  einem  Punkte  unendlich,  aber  ti  =  a.  Das  Integral  von  dlogu,  um 
diesen  Punkt  genommen,  ist  Null,  wenn  a^O.  Auf  dem  sehr  kleinen  Um- 
fange ist  u  nahezu  constant  er,    mithin,   da   j  dlog  u^^^O,  auch  a  /  — 

=  c  I  —  =  I  du=  I  /*(»)  d»  =  0.   Ist  ti  =  /3  =  0,  so  ist  zwar    /  diogu 

=  2«t,  aber  ß  j  — ==0,  mithin  ist  das  Integral    //*»(/»:=  j  du  in  der 

Begrenzung  eines  Theiles  des  Oebietes  von  «  genommen,  in  welchem  u 
überall  endlich  ist.  Null. 

Ich  habe  es  vorgezogen,  diesen  Satz,  der  daraus,  dass  eindeutige 
Functionen  nur  unendlich  von  ganzer  Ordnung  werden  können ,  ganz  ohne 
Rechnung  folgt,  hier  etwas  umständlicher  zu  beweisen,  da  dieser  letztere 
Beweis  später  verallgemeinert  werden  soll;  dessen  ist  der  andere,  kürzere 
Beweis  für  diese  Bedingung  des  Verscbwindens  von  Begrenzungsintegralen 
. sieht  f^hig.  In  dieser  Fassung  sind  die  Sätze  über  das  Verschwinden  der 
Integrale  ohne  Modification  bei  endlichen  nnd  unendlichen  Gebieten  streng 
richtig.  Die  .Sätze  über  die  Anzahl  der  Null-  und  Unendlichkeitspunkte 
gelten  natürlich  streng  nur  so  lange,  als  diese  Anzahl  nicht  unendlich  ist. 
Man  kann  für  diesen  Fall  nur  behaupten,  dass  nicht  die  Anzahl  der 
Punkte,  in  denen  w  Null  ist,  eine  endliche  sein  kann,  während  dasselbe 
in  unendlich  vielen  unendlich  wird ,  oder  umgekehrt« 

§.9. 

Ich  will  jetzt,  um  die  Nützlichkeit  der  im  vorigen  Paragraph  ent« 
wickelten  Sätze  zu  zeigen,  ein  von  Professor  Riemann  in  seinen  Vor- 
lesungen gegebenes  Beispiel  vorführen. 

Wir  nennen  die  trigonometrischen  Functionen  sin  x^  cos  x  etc.  einfach 
periodisch ,  weil  sie  die  Eigenschaft  haben ,  dieselben  Werthe  anzunehmen, 
wenn  x  nm  29r,  oder  Vielfache  davon  wächst,  aber  bei  jeder  anderen  Ver- 
änderung von  X  andere  Werthe  erhalten. 

Es  giebt  nun  solche  Functionen,  welche  nach  zweierlei  Zunahmen 
des  Arguments  dieselben  Werthe  annehmen ,  so  dass 

V(»+Ar)  =  g)(v),    <p(»  +  Ar')  =  g)(r). 

k  nnd  Ic  heissen  Periodicitätsmoduln ;  dieselben  müssen ,  in  der  be- 
kannten Weise  als  complexe  Grössen  abgebildet,  vom  Nullpunkt  aus  in 
verschiedenen  Richtungen  liegen,  indem  sie  sonst,  wie  leicht  zu  sehen, 
auf  einfache  Periodicität  mit  einem  Modul  führen,  welcher  durch  das  ge- 
meinschaftliche Maass  von  k  und  k'  bestimmt  ist. 
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Die  Fnnetion  y:=tfp{v)  ist  für  alle  Werthe  ron  v  bekannt,  sobald  sie 
für  sämmtliche  innerhalb  eines  Parallelogramms  (Fig.  8,  Taf.  III)  liegen- 
den V  bekannt  ist.  Man  braucht  daher  nur  zu  wissen ,  wo  und  wie  y  in 
einem  solchen  Parallelogramm  unendlich  wird,  um  alle  für  die  Bestimmung 
von  y  nöthigen  Bedingungen  zu  haben. 

Es  möge  y  in  a, ,  o,  . . .  unendlich  erster  Ordnung  werden  und  sich  in 
der  Nähe  dieser  Punkte  um  endlich  bleibende  Functionen  von 

g|  gl 

V Oi        V ^t 

unterscheiden. 

Zwischen  den  c  findet  dann  eine  Bedingung  statt: 


/' 


über  das  Parallelogramm  (Fig.  8)  ausgedehnt,  ist  Null,  da  in  je  zwei  Seiten 
^{v)  immer  dieselben,  dv  die  entgegengesetzten  Werthe  annimmt.  Dieses 
Integral  ist  auch  den  um  die  Funkte  a  herum  genommenen  gleich  und  die 
Summe  dieser  ist 

—  £(e)29ti. 
Die  c  unterliegen  demnach  der  Bedingung,  dass  2{c)=iO]  y  muss  deshalb 
in  mindestens  zwei  Punkten  unendlich  erster  Ordnung  werden.    Diesen - 
einfachsten  Fall  wollen  wir  auch  allein  weiter  untersuchen. 

y  sei  in  der  Nähe  von  t;  =3  r  bis  auf  eine  endliche  Grösse ,    bei 


V  =  s  mithin . 

V — 8 

Aehnliche  Eigenschaften  hat  ^{r+$'^v)t=stp(v).  Dies  wird  für  p'=  r 

unendlich  wie  -; ,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  für  r=tf  unend- 

V — r 

lieh,  wie = .    Für  »'=«  wird  fp(v)  unendlich  wie 7 —  , 

s  —  v  V — t  ^^  '  V — « 

oder  für  »=:r  unendlich  wie = .    Die  Differenz 

r — V      p— r 

q>{r  +  s — r)  — 9(»). 

ist  folglich  überall   endlich,   stetig,    ein4eutig,   d.  h.   constant,    und   da 

r +  « 
r+8 — vr=zv  sein  kann,  nämlich  für  «;  =  —7--,  so  ist  sie  überall  Null. 

tp  (»')  =  9>  (»)  I    wenn  v  +  »'=  r  +  *. 
Offenbar  ist  dann  auch  (^^Jr  +  s-v)^      d^    ^^^     ^^,^ _ ^^, 

dv  dv 

dq>(v) d(p(v) 

dv  dv    ' 

dy 

—  hat  daher  in  den  zwei  Punkten,  in  denen  die  y  dieselben  sind,  immer 
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entgegengesetzte  Wertbe,   folglich  nimmt  [-7-]     stets  dieselben  Werthe 

wieder  an,  sobald  y  dieselben  Werthe  erlangt;  (;r-)    ißt  daher  eine  ein- 
deutige Function  von  y.    Denn  da  y  völlig  eindeutig  von  v  abhängt,  so 

wird  —-  nur  unendlich,  wenn  y  unendlich  wird  (s.  pag.  25  d.  Jahrg.). 
dv 

Die  Ordnung ,  in  welcher  ( ;;- )  unendlich  wird ,  ist  leicht  zu  bestim- 

men.    Sobald  y  = ,ist-p  =  — r^ r^,   [-^]=- -;   l-^j   ist 

daher  von  vierter  Ordnung  unendlieh  für  unendliche  y.  Nach  b)  ($.  8)  moss 
folglich  zwischen  i-r-)  und  y  eine  Gleichung  der  Form  bestehen: 


m-^^ 


+  By'  +  Cy*  +  Dy  +  E 
=  A(y-a)iy-ß)(9-r){v—iy, 


oder: 


/. 


:  =  /^. 


/(y-«)(y— ^)(y-y)(y-«) 

Die  doppelt   periodischen  Functionen   sind  also  die  Umkehrungsfunctio- 
nen  der  elliptischen  Integrale,  die  elliptischen  Functionen. 
Ist  im  Vorigen  r=*,  oder  für  »  =  r: 


c 


^-(v-r)*' 


SO  gilt  Alles,  wie  vorher,  nur  ist  -~  von  dritter,  {-r-)  von  sechster,  wÄh- 

d  V  \d  vj 

rend  y  von  zweiter  Ordnung  unendlich  ist.    In  Bezug  auf  y  ist  daher  (  t^  ) 


von  dritter  Ordnung  unendlich , 


/; 


dy 


:j/A.V; 


/(y-«i)(y-ft)(y-y«) 

dies  führt  auch  zu  den  elliptischen  Functionen. 

Es  erscheint  nicht  möglich ,  diesen  Fundamentalsatz  über  die  'eindeu- 
tigen doppelt  periodischen  Functionen  einfacher  zu  beweisen,  und  es  wird 
dies  Beispiel  genügen,  um  zu  zeigen,  wie  viel  sich  durch  geschickte  An- 
wendung schon  der  bisher  erlangten  Sätze  thnn  iHsst. 

§.  10. 
Eine  viel  weiter  gehende  Anwendung  erhalten  diese  Sätze ,  sobald  es 
gelingt,  Functionen  als  eindeutige  darzustellen,  welche  in  gewöhnlichem 
Sinne   vieldeutig  sind.     Ich  will  dies  jetzt  für  solche  Integralfunctlonen 
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thun,  bei  denen  man  nicbt  nöthig  hat,  das  Gebiet  der«  anders,  als  die 
unendliche  Ebene ,  oder  als  eine  einfache  geschlossene  Fläche  anfzufessen. 
Indem  dies  auf  eine  Hanpteigenschaft  der  Integrale  näher  aufmerksam 
macht,  wird  es  zugleich  die  beste  Vorbereitung  für  den  nächsten  Theil 
dieser  Arbeit  bilden,  in  welchem  wir  gans  ähnliche  Begriffe,  wie  sie  in 
diesem  Paragraph  entwickelt  werden  sollen ,  nöthig  haben  werden. 

Das  Integral  einer  tiberall  eindeutigen  Function,  Ton  einem  beliebigen, 
festen  Anfangspunkte  bis  zu  dem  Werthe  s  erstrecht,  ist  nach  S*  ^  vom 
Wege  der  Integration  insoweit  abhängig,  als  es  für  zwei  Wege,  zwischen 
denen  ein  Unendlichkeitspunkt  der  Function  liegt,  um  den  Werth  des  um 
diesen  Paukt  herum  genommenen  Integrales  verschieden  ist  Das  Integral 
ist  also  eine  mehrdeutige  Function  der  oberen  Grenze«  Offenbar  ist  dies 
Integral  eine  Function  der  oberen  Grenze  «  in  dem  Sinne ,  wie  dieser  Be- 
griff Anfang  S.  7  definirt  worden  ist.  Denn  der  Differentialquotient  des  In- 
tegrals nach  %  ist  ja  von  dem  Werthe  des  Differentials  dz  unabhängig. 
Diese  Bemerkung  ist,  wie  ich  glaube,  zuerst  von  Professor  Riemann  für 
nöthig  gehalten  und  in  den  Vorlesungen  mitgctheilt  worden.  *) 

Untersuchen  wir 


/' 


Im  Punkte  ft=a  sei  /*(»)  endlich 

Das  um  a  herum  genommene  Integral    /  (p{%)  dz^  dessen  Werth,  Ar,  derPe- 

riodicitätsmodul  des  Integrales  heisse  (diese  Benennung  rechtfertigt  sich 
dadurch,  dass  z  als  Function  von  w  betrachtet,  periodisch  nach,  Ar,  ist,  und 
wenn  w  um  k  wächst,  immer  dieselben  Weifthe  annimmt),  kann  durch  die 
schon  so  häufig  benutzte  Substitution 

gefunden  werden;  indem  man  in  einem  Kreise  um  a  herumgeht,  bleibt  A 
constant,  9»  wächst  von  0  bis  2ni. 

2n  2« 

0  0 

2s 


+  etc. +  ^1  /  idip. 


*)  Ich  füge  gleich  Folgendes  hei:  Sobald  fo  eine  Function  von  2,  ist  die  Abbil» 
dang  von  w  in  einer  anderen  Ebene  der  der  z  in  der  2 -Ebene  ähnlich,  also  auch  um- 
^kehrt;  daraus  folgt ,  dass  auch  z  eine  Function  ron  w  in  unserem  Sinne  ist. 


k 
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Hierbei  yersebwinden ,  da  e"*^'  =  co«  m 9  + 1  sinmtpy  alle  Integrale ,  ausser 
dem  letzten ,  welches 

k  z=2itiAx 
giebt. 

Als  besonderes  Beispiel  betrachten  wir 

z 


log(ß)^f- 


1 

Dies  bat  für  «  =  0,  und  da— ««'2=«   für  «  =  qo   unendlich  erster 

Ordnung  wird,  für  2=00  unendliche  Werthe,  und  nimmt,  da  ^,  =  1^ 
um  2it%  verschiedene  Werthe  an,  wenn  es  stetig  um  diese  Punkte  herum 
bis  wieder  zu  demselben  s  fortgesetzt  wird.  Dies  rechtfertigt  sich  auch 
daraus,  dass: 

denn  diese  Gleichung  zeigt,  dass  allen  um  2ni  oder  Vielfache  von  2ni 
verschiedenen  Logarithmen  dieselbe  Zahl  zugehört. 
Ebenso  wird 


/-C-i-.+i^.)-^^: 


um  «=  4"  1  oder  z  =  —  1  herum  stetig  fortgesetzt,  um  tni  verschiedene 
Werthe  haben.  Solche  Punkte  heissen  Verzweigungspunkte.  In  ihnen 
selbst  muss  die  Integralfunction  unendlich  sein,  da  in  ihnen  die  um  end- 
liche Constanten  verschiedenen  w  als  gleich  zu  betrachten  sind.  Es  wird 
dies  gleich  noch  mehr  durch  das  Folgende  deutlich  werden. 

Untersuchen  wir  den  Verlauf,  z.  B.  von  tv  =  log ,  etwas  näher. 

Wird  von  — 1  nach  +1  eine  beliebige  (nur  sich  selbst  nicht  schnei- 
dende) Linie  (Fig.  0,  Taf.  III)  gezogen,  so  ist  aus  dem  Vorigen  zunächst 
klar,  dass  w  immer  denselben  Werth  annimmt,  wenn  es,  von  Paus  auf 
einem  Umfange  ü  bis  zu  P  zurück,  stetig  fortgesetzt  wird,  welcher  /  gar 
nicht  schneidet;  anders  ist  es  mit  einer  stetigen  Fortsetzung  auf  ^|,  wel- 
ches einmal  von  /  geschnitten  wird.    Dieser  stetigen  Fortsetzung  entspricht 

ein  Integriren  von  qp(»)  =— - — |- von  dem  beliebigen  Anfangspunkte 

1  "I"  z       1  — z 

(hier»  =  0)  ans   bis  zu  den  successiven  Punkten  dieses  Umt'anges  ü^\ 

daher  wird  zwischen  dem  ersten  Integrationswege  von  0  nach  P  und  dem 

nach  Durchlaufen  des  Umfanges  entstandenen  der  Punkt  (+1)  liegen; 

w  wird  um  das ,  positiv  um  -|- 1  genommene  Integral  gewachsen  sein ,  wenn 

Vi  in  der  Richtung  des  Pfeiles  durchlaufen  wird;  dieses  Integral,  auf 

welches 

dz 

1  +  « 


f  dz 
J  1  +  « 
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- — -  =  —  27t i.  Wird  aber  angenommen,  dass 

fv  längs  der  Linie  /  um  2ni  verscbiedene  Wertbe  bat,  so  dass  es  oberhalb 
um  2ni  kleiner  ist,  als  unterhalb,  so  wird  auch  der  Umfang  üi  immer  zu 
denselben  Werthen  von  w  zurückführen;  denn  dann  wird  w  bei  U<>.ber- 
schreiten  des  /  plötzlich  um  2ni  wachsen  und  die  Abnahme  durch  die  ste- 
tige Fortsetzung  aufheben. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  es  möglich  ist,  w  für  das  ganze  Gebiet  der  s 
eindeutig  zu  machen,  durch  die  Annahme,  dass  es  längs  einer  Linie  /,  die 
wir  als  Querschnitt  bezeichnen,  beiderseits  um  eine  Constante  verschie- 
dene Wertbe  habe. 

Für  die  Function  log  t  muss  eine  solche  Linie  von  0  bis  cid  gezogen 
werden. 

Sind  mehr  als  zwei  Punkte  vorhanden,  in  denen  die  zu  integrirende 
Function  <p(«)  unendlich  erster  Ordnung  wird,  so  wird  auch  mehr  als  ein 
Querschnitt  nötbig  sein ,  um 


«^  =  J  9>  («) 


d% 


eindeutig  zu  machen. 

Es  seien  o, ,  a, . . «  an  diese  Punkte ,  so  ergiebt  sich  die  Anordnung  der 
Querschnitte  z.  B.  wie  folgt. 

Einer  stetigen  Fortsetzung  von  w  um  «i,  a, ...  a«  mögen  Periodicitäts- 
moduln  ^, ,  J^ . . .  A^  entsprechen.  Dann  kann  man  auch  um  «i  einzeln 
gehen,  femer  um  «,  und  a,,  um  a, ,  a,  und  a,  etc.  bis  um  a, ,  «,  .  ••  und 
fln^i ,  welches  dasselbe  sein  wird,  wie  ein  negativer  Umgang  um  a„. 

Solchen  Periodicitätsmoduln  entspricht  die  Anordnung  (Fig.  10,Taf.  III) 
der  Querschnitte,  welche  w  eindeutig  machen,  wenn  demselben  auf  den 
hfhi  h  ^^^'  ^n-i  beiderseitig  um 

-^i'  A  +  '^ti  4  +  4  +  ^8  •  •  M  -'i  +  •  •  •  +  ^n-i  =  —  4i 
verschiedene  Wertbe  gegeben  werden. 

Man  kann  auch  die  Querschnitte  von  einem  Punkte,  o«  (Fig.  U), 
etwa  aus ,  ziehen.  Auf  diesen  hat  dann  w  beiderseitig  um  ^| ,  ^^  • . .  J^-^i 
verschiedene  Wertbe  zu  erhalten. 

Zu  diesen  Querschnitten  wird  uns  die  Betrachtung  der  mehrdeutigen 
Functionen  auf  ganz  anderem  Wege  nochmals  führen.  Für  die  Bestim« 
mnng  der  Functionen  mit  Periodicitätsmoduln  haben  wir  dxxr&k  die  früheren 
Sätze  bis  jetzt  noch  gar  nichts  gewonnen ;  ich  gehe  deshalb  zunächst  dazu 
über,  diese  wichtige  Lücke  in  unserer  Theorie  der  Functionen  auszufüllen, 
und  ein  Princip  zu  entwickeln ,  durch  welches  auch  Functionen ,  die  erst 
durch  ein  solches  künstliches  Wegschneiden  der  mehrdeutigen  Wertbe  ein- 
deutig gemacht  worden  sind,  ohne  dass  man  einen  Ausdruck  für  sie  zu 
haben  braucht,  bestimmt  und  untersucht  werden  können. 


\ 
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ABmer^ang.     Da  durch  dUse  Qaersohnitte   i'tp dt  =  u  eindetitig  geworden 

ist,  80  wird  «,  stetig  längs  der  Querschnitte ,  welche  die  Begrenzung  derz-Ehene 
bilden,  fortgesetzt,  nach  Rückkehr  zam  Anfangspunkte  dieselben  Werthe  angenom- 
men haben,  oder   j  du=r  j^dz  ist  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Gebietes  der 

z,  innerhalb  dessen  ip  endlich  bleibt.  Null.  War  tp  in  einem  Punkte  unendlich 
klein  oder  unendlich  gross  höherer  und  erster  Ordnung,  so  gab  er  nicht  zu  Quer- 
schnitten Veranlassung;  dann  ist  auch   j  ipdz  um  ihn  herum  genommen,  Null.   Die 

Sätze  über  das  Verschwinden  von  Begrenzungsintegralen ,  oder  der  Satz ,  dass  Letz- 
tere gleich  der  Summe  der  um  die  Unendlichkeitspunkte  von  ^  herum  genommenen 
gleich  sind,  bleiben  also  auch  hier  giltig  und  zwar  gelten  die  Punkte  /i| ,  o^ . . .  «.  (Fig. 

1  4»z 
10  oder  il) ,  die  zur  Begrenzung  gehören ,  nicht  mehr  als  innere  Punkte.    So  ist 

in  der  wie  Fig.  9  zerlegten  z- Ebene  als  überall  endlich  und  stetig  zu  betrachten« 

§.  11. 

Jeder  Theil  der  Function  iv,  sowohl  der  reelle  als  der  imaginäre,  ge- 
nügen einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  als 
deren  Integral  sie  aufgefasst  werden  können.  Diese  Gleichung  ist  schon 
in  S.  3  aufgestellt  worden. 

Es  genügt,  nur  den  einen,  z.  B.  reellen  Theil  u  von  w  in  dieser  Weise 
zu  untersuchen,  da  durch  Bestimmung  von  u  der  imaginäre  Theil  v  bis  auf 
eine  additive  Constanie  bestimmt  ist. 

dv du     dv du 

dx  dy^    dy      8x' 

oder: 

«  genügt  der  Gleichung : 

Zur  Integration  dieser  Gleichung  kann  man  ein  von  Dirichlet  ge- 
gebenes Princip  benutzen ,  welches  von  diesem  zur  Integration  der  ana- 
logen Potentialgleichung  mit  drei  Variabein  benutzt  worden ,  und  in  glei- 
cher Weise  auf  2)  anwendbar  ist.    - 

Hier  sind  nun  die  Modificationen  besonders  wichtig,  welche  eintreten, 
wenn  nicht  mehr  u  tiberall  im  Innern  eines  gegebenen  Gebietes  endlich 
bleibt;  dieselben  hat  Professor  Hie  mann  in  seiner  Inauguraldissertation 
(Göttingen  1852)  und  in  Grelle,  Bd.  56,  entwickelt  und  dabei  zugleich  das 
Princip  in  die  für  diese  Anwendung  brauchbarste  Form  gebracht.  Hier 
will  ich  der  Bequemlichkeit  wegen  zunächst  bei  endlich  bleibenden  u 
stehen  bleiben,  um  dann  diese  Modificationen  anzubringen.  Es  wird  sieb 
so  der  eigentliche  Gedankengang  klarer  herausschälen ,  und  dies  ist  gerade 
hier  von  Wichtigkeit,  da  man  sich  schliesslich  ganz  deutlich  bewusst  sein 
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mu88,  über  welche  Grössen  man  anfänglich  willkürlich  disponiren  konnte, 
oder  wodurch  u  bestimmt  ist. 

Sei  a  eine  beliebige  reelle ,  innerhalb  eines  Gebietes  T  der  s  -  Ebene« 
endlich  bleibende  Function  von  x  und  y.  Dann  hat,  mit  cfTdas  Element 
dxdy  bezeichnet: 

über  T  ausgedehnt,  einen  endlichen  positiven  Werth  (auch  wenn  T  die 
Werthe  xr  ::=  ^  =  oo  umfasst).  Es  muss  daher  für  eine  (oder  mehrere)  a 
ii  (er)  zu  einem  Minimum  werden ,  oder 

5a(«)  =  0 
sein,   welche  Variationen  man  auch  an  a  anbringen  möge«     Damit  dies 
Minimum  eintrete,  müssen  eine  Anzahl  Bedingungen  erfüllt,  oder  gegeben 
sein,  welche  aus  6Sl(a)  =0  folgen.  Bekanntlich  kann  das  Zeichen  6  unter 
die  Integralzeichen  gebracht  werden.    Dann  entsteht: 

^\dx)~^dx   dx'      \dy)~    dy   dy' 
und  die  partielle  Integration  liefert   (wobei    zur  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen  bei  positivem  Umlaufe   der  Begrenzung  in  den  einfachen  Inte- 
gralen ähnliche  üeberlegungen  wie  Anfang  S.  5  anzustellen  sind) : 

„  =  ,«(.)=-,//(|l"  +  |^),....,+,/,.{|-%,_|5^). 

Natürlich  werden  in  den  Begrenzungsintegralen  auch  über  die  Quer- 
schnitte ausgedehnte  vorkommen.  Während  aber  die  Begrenzung  da,  wo 
sie  eine  einfach  verlaufende  Cnrve  ist,  einmal  durchlaufen  wird,  wird 
jeder  Querschnitt  zweimal  nach  entgegengesetzten  Richtungen  durch- 
laufen. Dies  findet  man  durch  Ausführung  der  Integration  über  eine* 
Fläche,  etwa  wie  sie  Fig.  12  zeigt,  worin  /  einen  Querschnitt  bedeutet, 
längs  dessen  die  Function  unstetig  ist;  es  folgt  aber  auch,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  daraus,  dass  der  ganze  Umfang  immer  so  durchlaufen  wer- 
den soll,  dass  die  begrenzte  Fläche  anfeiner  Seite  desselben  liegt;  des- 
halb ist  es  nöthig ,  die  beiden  Seiten  des  Querschnittes  nach  einander  und 
entgegengesetzt  zu  durchlaufen. 

6a  ist  im  Innern  beliebig;  ist  in  a) 

so  kann  daher  Sa  immer  dasselbe  Vorzeichen  gegeben  werden,  wie  diesem 
Werthe,  und  das  Flächenintegral  wäre  nicht  Null.  Wegen  der  Willkürlich- 
keit  von  da  müssen  aber  alle  Theile  von  a)  einzeln  verschwinden. 

Die  specielle  Function  a,  welche  ^{a)  zu  einem  Minimum  macht,  ist 
von  der  Beschaffenheit,  wie  u,  d.  h,  sie  genügt  der  Gleichung  2). 

Durch  die  Bedingung ,  dass  die  einfachen  Integrale  in  a)  verschwinden, 
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wird  dies  u  noch  näher  bestimmt.  An  den  einfachen  Begrenzungen  ge- 
schieht dies  nur,  wenu 

da  ^         da  ^  «        ,       * 

^-dy  —  ^-rfa?  =  0,   oder  oa  =  0 
dx  dy 

ist.  Die  weitere  Ausführung  wird  es  rechtfertigen,  dass  wir  die  zweite 
Annahme  machen.  Damit  da  am  Umfange  gleich  Null  sei,  muss  der  Werth 
von  tf,  oder  u  (welches  das  specielle  a  sei,  welches  i2(a)  znmMinimam 
macht)  gegeben  sein. 

An  den  Querschnitten  genügt  es,  dass  sich  die  Elemente  des  Inte- 
grales, die  beiden  Seiten  desselben  entsprechen,  gegenseitig  wegheben. 
Dies  geschieht,  da  dx  und  dy  in  je  zwei  Elementen  immer  entgegeuge- 

setzte  gleich  grosse  Werthe  haben ,  wenn  ^-  ,  ~-  beiderseitig  gleich  sind, 

ox    oy 

sowie  da\  oder  wenn  u  der  Bedingung  unterworfen  ist,  sich  beiderseits  nur 

um    eine   Constante   unterscheiden,   die  an  jedem    anderen  Querschnitte 

allerdings  eine  andere  sein  kann. 

Eine  andere  Bedingung  ftlr  die  Querschnitte  will  ich  beispielsweise 
am  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  anführen. 

Die  durch  dieselben  bis  jetzt  erhalteneu  Resultate  bestehen,  um  es 
im  Znsammenhange  anzugeben ,  in  Folgendem. 

Es  giebt  stets  wenigstens  eine  Function  u,  welche,  statt  a  gesetzt,  das 
Doppel  integral  Sl{a)  zu  einem  Minimum  macht,  wenn  man  den  Werth  von 
u  an  den  Begrenzungen,  da,  wo  sie  einfache  Curven  sind,  und  die  Con- 
stanten giebt,  um  die  sich  u  auf  beiden  Seiten  der  Querschnitte  unter- 
scheiden soll.  Diese  Function  u  kann  als  der  reelle  Theil  von  w  angesehen 
werden,  und  es  muss  dann  v  durch  1)  bestimmt  werden.  Die  additive  Con- 
stante in  V  bestimmt  sich ,  sobald  der  Werth  von  v  in  einem  Punkte  von  T 
gegeben  wird. 

Ist  T  das  ganze  unendliche  Gebiet  von  s ,  welches  ausser  Querschnitten 
gar  keine  Begrenzung  hat,  als  einen  willkürlich  aus  der  z- Fläche  heraus- 
gestochenen  Punkt,  so  bestellt  die  Werthangabe  von  u  für  die  einfachen 
Begrenzungstheile  nur  in  der  Angabe  des  Werthes,  den  u  in  diesem  Punkte 
hat;  oder  wie  man  daraus  sieht,  wie  die  additive  Constante  in  v  bestimmt 
wurde,  hat  dann  u  auch  eine  solche  beliebige  Constante.  fo  ist  also  dann 
durch  die  Periodicitätsmoduin  bis  auf  eine  complexe  additive  Constante 
bestimmt. 

Es  muss  nun  noch  bewiesen  werden,  dass  es,  eine  beliebige  Gestalt 
von  T  vorausgesetzt,  immer  nur  eine  solche  Function  u  giebt,  welche  im 
Innern  von  7  (ausser  an  den  Querschnitten)  stetig  ist,  und  dass  u,  welches 
4A(a)  =  0  macht,  wirklich  einem  Minimum  entspHcht. 

Schreibon  wir  tf  +  a  statt  a ,  so  ist : 
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-("+«)=//[C-^>T+(^)l- 

Wird  0  sehr  klein  gemacht,  so  ninss  ^(c)  gegen  den  letzten  Theil 
verschwinden;  da  dieser  aber  für  ein  entgegengesetztes  a  das  Entgegen- 
gesetzte giebt,  das  Vorzeichen  des  Wachsthums  von  ^(u)  aber  nach  der 
Natur  des  Maximums  oder  Minimums  vom  Vorzeichen  von  c  unabhängig 
sein  muss,  so  wird  dieser  letzte  Theil  Null  sein  müssen,  so  dass 

Ä(fi  +  ö)  =  Ä(M)  +  Ä((,).; 

da  Sl{a)^  wie  Sl{u)  positiv  ist,  so  wird  Sl{u)  ein  Minimum  und  kein  Maxi- 
mum seia. 

Es  sei  jetzt  ö  eine  endliche ,  von  x  und  y  beliebig  abhängende  Grösse, 
und  werde  vorausgesetzt,  dass 

Sl{u  +  a) 
auch  ein  Minimum  sei.    Ist  h  eine  beliebige,  zwischen  0  und  1  liegende, 
aber  von  x  und  y  unabhängige  Grösse ,  so  wird 

Sl{u  +  ha) 
für  A  =  0  sowohl  als  A  =  1  ein  Minimum  sein  müssen.    Nun  ist  aber,  wie 
die  letzten  Entwickelungen  zeigen: 

Ä(tt  +  Äa)  =  Ä(w)  +  Ä»Ä(a), 
mithin  il(t/-fAa),  als  Function  von  h  betrachtet,  durch  eine  Parabel  dar- 
gestellt, welche  nur  ein  Minimum  hat,  furÄ  =  0.    Sobald  also  Ä  (a)  >  0, 
giebt  es  nur  ein  Minimum  für  A  =  0.    Soll  nun  Sl{a)  =  0  sein,  so  muss, 
von  einzelnen  Punkten  abgesehen. 


(ii)"-0=«. 


i 


a  eine  Constante  sein.  Da  a  in  der  Grenze  Null  ist,  so  ist  es  also  überall 
Null,  wenn  man  nicht  zulässt,  dass  es  in  singulären  Punkten  davon  ver- 
schieden ist. 

Durch  die  früher  angegebenen  Bedingungen  ist  also  u  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  solche  Unittetigkeiten  ausgeschlossen  »ind,  welche  durch 
Abänderung  des  Werthes  der  Function  in  einzelnen  Punkten  hebbar  wären. 

Eine  solche  Unstetigkeit  macht  Sl{a)  nicht  unendlich,  während  Un- 
Stetigkeiten  längs  einer  Linie  anderswo  als  an  den  Querschnitten  ausge- 
schlossen sind.  Eine  durch  Aenderung  des  Werthes  in  einem  Punkte  heb- 
bare Unstetigkeit  wäre  z.  B.  für  ein  reelle  Function  einer  reellen  Varia- 
bein eine  solche ,  die  man  erhält ^  wenn  man  in  der  die  Function  darstellen- 
den Curve  einen  einzelnen  Punkt  herausnimmt  und  in  andere^  Höhe  phicirt. 

Die  letzteren  Betrachtungen  sind  ganz  davon  unabhängig,  in  welcher 
Weise  man  in  ^Sl{a)  die  Integrale  an*  den  Querschnitten  verschwinden 
macht,  und  so  wird  dies  licsultat  auch  für  andere  Querschnittsbedingungen 
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seine  Giltiirkeit  behalten.    Eine  solche  ist  z.  B.  die,  dass  ^i/,  r—  nnd  — - 
°  ^  dx  dy 

beiderseits  gleiche  nnd  entgegengesetzte  Werthe  haben  sollen.   Dann  sind 

da  dn 

do^,   ^^-^  in  d)  beiderseits  gleich  nnd  Leben  sich,  mit  dx^  dy  resp. 

multiplicirt ,  weg,  da  diese  entgegengesetzte  Werthe  haben.  Ein  solches  u 
ist,  wenn  T  das  nnendliche  s- Gebiet  ist,  auch  bis  auf  eine  additive  Con- 
staute  bestimmt. 

Es  gehe  an  /  ti  beim  Uebergange  über  den  Querschnitt  in  — u-^c 
über.  Aendert  man  u  zu  u+^'nm,  so  geht  auch  der  andere  Werth  — u-^c 
in  — u-\-c+a  Über.  Wird  dieses  Letzte  geschrieben — (tt  +  a)  +  c+2a, 
so  sieht  man ,  dass  durch  Wahl  von  a  eines  der  c  beliebige  Werthe  erhält ; 
ein  Periodicitätsmodul  wird  demnach  einflusslos«  Ebenso  erhält  der  ima- 
ginäre Theil  eine  solche  einflusslose  Constante. 

Ich  werde  bei  underer  Gelegenheit  hierauf  Bezug  nehmen,  um  einen 
für  die  Theorie  der  AbePschen  Functionen  wichtigen  Satz  in  grösster  All- 
gemeinheit zu  beweisen. 

§.12. 

Integrale  eindeutiger  Functionen,  welche  Periodicitätamoduln  haben, 
s.  B.  der  Logarithmus,  sind  stets  in  einzelnen  Punkten  unendlich;  wir 
haben  daher  im  Vorigen ,  da  wir  u  endlich  voraussetzten ,  einen  nicht  vor- 
kommenden Fall  behandelt,  der  erst  später  durch  die  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Functionen  seine  Bedeutung' erlangen  wird.  Deshalb  müssen 
wir  zunächst  die  Voraussetzung  der  Endlichkeit  von  u  und  v  fallen  lassen. 

Die  vorigen  Betrachtungen  bedürfen,  um  auch  dann  noch  streng  zu 
bleiben ,  einer  leicht  verständlichen  Modification. 

Sei  (i  +  ßi  eine  beliebige  Function  von  x  und  y,  die  sich  aber  in  den 
Punkten ,  wo  sie  unendlich  ist ,  von  einer  daselbst  gegebenen  Function  von 

x+yi  um   etwas   Endliches   unterscheidet.     Dann  ist -?,   sowie 

^  dx      dy 

•r^  +  ^  überall  endlich  und  das  Integral: 

-«=//[(ii-a-D'+G-;4f)i"^ 

muss  wenigstens  für  ein  a  ein  Minimum  erlangen. 
Aehnlich  wie  früher  ist: 

•)  -<-+')=-«+'//K(l-:-lf)+ip(f:+M)]- 

Wir  denken  uns  hierin  für  k  nur  endlich  bleibende  Functionen  einge- 
setzt, so  wird  a+k  immer  so  unendlich  werden  wie  a,  und  weun  jetzt  der 

ZeiUchrift  f.  M«theiMtük  u.  Physik.  VllI,  S.  14 
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Nachweis  geführt  wird,  dass  es  immer  nur  ein  endlich  bleibendes  iL  giebt, 
welches  i2(a+)l)  zum  Minimum  macht,  so  ist  a  +  X  =  u  genau  so  wie  durch 
die  Bedingungen  in  §,  11  bestimmt,  wenn  noch  in  den  Punkten,  wo 
rv  =  u  +  vi  unendlich  wird,  eine  Function  von  x  +  yi  gegeben  ist,  von 
welcher  sich  w  nur  um  eine  endliche  Grösse  unterscheiden  soll. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  Sl(u)  ein  Minimum  sein  soll,  sind  wieder: 

+'/[6-:-ip>-(i-:+K)-]'- 

und  ergeben,  dass  im  Innern 

ferner  der  Werth  an  den  einfachen  Begrenzungstheilen  und  die  Periodici- 
tätsmoduln  an  den  Querschnitten  gegeben  sein  müssen;  die. Bedingungen 
an  den  Querschnitten,  wie  sie  Ende  des  vorigen  Paragraphen  gegeben 
sind,  würden  auch  hier  zulässig  sein;  es  werden  sich  je  zwei  Elemente  der 

darauf  bezüglichen  Integrale  wegheben,  wenn  du,    — ,    -^ ^    — ,     — 

beiderseits  gleich  oder  beiderseits  entgegengesetzt  sind,  da  dy  und  dx 
beiderseitig  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Der  Nachweis,  dass  es  nur  ein  Minimum,  also  nur  ein  u  giebt,  wel- 
ches diesen  Bedingungen  genügt,  ist  wieder  wie  in  $.  11  aus  a)  (S.  12)  zu 
schliessen.  Schreiben  wir  u  statt  «,  hc  statt  A,  wo  A  von  x  und  y  unab- 
hängig ist,  so  folgt: 

Sliu  +  ko)  =  Sliu)  +  *»//[(!-:)  +  0]  ä.  äy. 

Dies  kann  für  kein  A,  als  A=0  ein  Minimum  sein;  oder  es  muss 


//[(l-:)'-(f;)]— • 


dy} 

sein'.    Letzteres  ist  nur  möglich,  wenn  -— =  —«  =0,  oder  nur  in  einzelnen 

ox      oy 

Punkten  a  von  einem  constanten  Werthe  verschieden  ist;  sobald  u  an  der 
Grenze  gegeben ,  muss  o  demnach  überall  gleich  Null  sein. 

Die  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  haben  gezeigt,  dass  man  zur 
Bestimmung  einer  eindeutigen  Function  u  in  einem  Gebiete  T  der  s- Ebene 
folgende  Bedingungen,  welche  von  einander  unabhängig  sind,  geben  kann: 

1)  Den  Werth  des  reellen  Theiles  an  den  einfachen  Begrenzungs- 
theilen. 

2)  Die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theiles  von  den  Querschnitten. 

3)  In  den  Punkten,  wo  w  unendlich  wird,  Functionen  von  ar+yi ,  von 
denen  sich  w  nur  um  endliche  Grössen  unterscheiden  darf. 
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Dann  ist 


■=/(-^:-+^^') 


bis  aaf  eine  additive  Constante  bestimmt.  Ist  T  das  ganze  Gebiet  der  «, 
so  ist  durcb  2)  und  3)  u  bis  auf  eine  reelle,  w  also  bis  auf  eine  complexe 
additive  Constante  eindeutig  bestimmt. 

Dieser  Satz  enthält  den  des  S.  8  als  speciellen  Fall  in  sich. 

Der  log  einer  eindeutigen  Function  ^  («) ,  welche  keine  Periodicitäts- 
moduln  hat,  wird  nun  unendlich,  wenn  ^(«)  =  0  oder  =oo;  die  Art  des 
Unendlichwerdens  ist  nur  von  der  Ordnung  abhängig  (siehe  §.  8),  von  wel- 
cher ^(«)  =  0  oder  00  wird.  Durch  die  Angabe  dieser  Ordnung  sind  auch 
die  Periodicitätsmoduln  des  log  bestimmt;  es  folgt  daher  aus  den  bisherigen 
Entwickelungen ,  dass  log^(z)  bis  au^eine  additive,  oder  i/;(2)  bis  auf  eine 
multiplicatorische  Constante  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  die  Punkte ,  in 
denen  ^  (s)  verschwinden  oder  unendlich  werden ,  und  die  Ordnungen ,  von 
welchen  dies  geschehen  soll ,  gegeben  sind. 

Soll  -^  in  «1 ,  Ot . . .  Null,  in  6,y  6| .  • .  unendlich  erster  Ordnung  wer- 
den ,  so  ist  der  Ausdruck  desselben : 

^u(.\  —  (g— <»i)  (^— «t)  etc. 
^'^^~(z— M(*— ^)  etc.' 

Ist  die  Anzahl  der  a  und  b  unendlich,  so  müssen  die  Producte  in 
Zähler  und  Nenner  eonvergent  gemacht  werden,  und  dies  kann  entweder 
durch  geeignete  Anordnung  der  Factoren  oder  durch  Hinzufügen  eines 
Factors,  welcher  Function  von  z  ist,  geschehen.  Immer  wird  aber  durch 
genaue  Angabe  der  Ordnung,  in  welcher  if;  Null  oder  unendlich  wird,  oder 
durch  Angabe  der  Functionen,  deren  Verhältniss  zu  ijß  in  dem  a  oder  b 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  tf;  eindeutig  bis  auf  einen  constanten 
Factor  bestimmt  sein.  Beispiele  hierfür  liefern  die  Bestimmung  von  r{z) 
und  die  elliptischen  Functionen. 


14* 
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vm. 

lieber  die  scheinbaxe  Aendemmg  des  Ortes  und  der  Gestalt 
unter  Wasser  befindlicher  Objecte. 

Von  Dr.  0.  Bermann, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  za  Stolp. 


Dass  die  von  einem  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen ,  wenn 
sie  an  der  Grenzfläche  eines  isotropen,  optisch  verschiedenen  Mediums 
gebrochen  werden,  ein  System  zweier  Brennfläehen  umhüllen,  hat  schon 
Malus  im  „Journal  de  fecele  polytechnique'\  T.  VII,  cah,  14,  p.  5,  dargethan. 
Indem  das  Auge  das  Bild  des  Punktes  dahiu  versetzt,  von  wo  die  in  das- 
selbe gelangenden  Strahlen  zu  divergiren  scheinen,  wird  es,  wenn  es  sich 
zwischen  den  beiden  Brennflächen  befindet,  dasselbe  da  sehen,  wo  der 
Sehstrahl  die  Brennfläche  trifft,  der  das  Auge  zugewendet  ist.  Wenn  es 
sich  vor  beiden  Brennflächen  befindet,  so  soll  (Malus  a.  a.  O.  p.  23)  die 
scheinbare  Entfernung  des  Bildes  „eine  Combination  der  Üistanzen  des 
Auges  von  beiden  Brennflächen**  sein.  Dass  hiermit  gesagt  sei ,  das  Bild 
liege  dann  zwischen  den  beiden  Brennflächen,  kann  keinem  Zweifel 
unterliegen.  Sonach  würden  dann  zwei  Bilder,  wovon  das  eine  genau  vor 
dem  anderen  liegt,  da  ihre  Punkte  auf  denselben  Sehstrahlen  befindlich 
sind ,  in  eines  zusammenrücken  und  auch  dann  nicht  als  im  Baume  hinter- 
einanderliegend  erscheinen,  wenn  ihr  Abstand  so  beträchtlich  wäre,  dass 
der  successiven  Fixirung  derselben  eine  veränderte  Accommodation  des 
Auges  entspräche.  Die  Uebereinstimmung  dieser  Ansicht  mit  der  wirk- 
lichen Erscheinung  hat  Malus  an  keinem  Beispiel  erläutert,  und  es  ist 
mir  auch  zweifelhaft,*  dass  der  bezügliche  Nachweis  überhaupt  geführt 
werden  könne,  indem  in  den  mir  bekannten  unter  den  hierher  gehörigen 
Fällen,  bei  der  Brechung  an  einer  Ebene  und  an  einer  Rotationsfläche,  der 
Umstand  hinzukommt,  dass  die  Dichtigkeit*)  der  einen  Diakaustik  gegen 
die  der  anderen  in  gleicher  Sehstrahlrichtting  überall  verschwindend  klein 


*)  Hinsichtlich  des  Begriffs  der  Dichtigkeit  beziehe  ich  mich  auf  die  wichtige 
Abhandlung  von  Kummer  im  57.  Bande  des  Borchardt^schen  Journals:  „Allgemeine 
Theorie  der  gradlinigen  Strahle nsjsteme." 
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und  überhaupt  an  allen  Stellen,  vielleicht  mit  Ausnahme  eines  kleinen 
Theiles  in  der  Nähe  ihres  Durchschnittes  mit  der  anderen  Diakaustik  *), 
eine  so  geringe  ist,  dass  die  Wahrnehmung  eines  Bildes  auf  derselben 
schon  an  und  fiir  sich  nicht  gleich  sein  kann.  Ist  insbesondere  die  Grenz- 
fläche eine  Ebene ,  so  reducirt  sich  (vgl.  Malus  $.  123)  die  eine  Brennfläche 
auf  eine  Rotationsfläche ,  die  andere  auf  die  Achse  derselben ,  also  auf  eine 
gerade  Linie,  die  mit  der  vom  leuchtenden  Funkt  auf  die  Grenzebene  ge- 
nUlten  Senkrechten  zusammenfällt.  Die  Rotationsfläche  wird  bekanntlich 
durch  die  Evolute  einer  Ellipse  oder  Hyperbel ,  je  nachdem  der  Punkt  im 
dichteren  oder  dünneren  Medium  liegt,  erzeugt,  und  zwar  ist  (Fig.  13)  der 
Punkt  P  selbst  ein  Brennpunkt,  der  Fusspunkt  0  der  Mittelpunkt  des 
Evolventen  -  Kegelschnittes ,  während  seine  Excentricität  durch  den  Bre- 
chongsindex  gegeben  ist.  Lam4  (Traite  de  physique)  sagt  nun:  „Supposans 
que  le  poirU  P  (Fig.  13 ,  Taf.  III)  soU  dans  Teau  ei  que  le  niveau  de  ce  liquide 
soü  ABy  Voeil  elant  place  dorn  fair  en  E,  Si  dans  le  plan  POE  on  conslruit  la 
causHque  m^rtdierme  Pmn  et  qu'on  mene  ä  eeUe  courhe  la  iangente  Amq  qui 
rencenlre  la  caustique  recliligne  PO  en  q^  Vexperience  prouve  que  Voeil 
rapporle  en  ee  point  Vimage  de  P.^^  Die  eigentliche  Begründung  fehlt  hier. 
Dieselbe  muss  dahin  lauten,  dass  das  Bild  deshalb  in  der  Senkrechten  DP 
erscheint,  weil  gegen  die  Dichtigkeit  dieser  geradlinigen  Brennfläche  die 
der  Rotationsfläche  verschwindend  klein  ist.  Letzteres  kann  auf  folgende 
einfache  Weis^^gezeigt  werden : 

Diejenigen  der  von  P(Fig.  14,  Taf.  III)  ausgehenden  Strahlen  (Punkt 
P  unter  Wasser,  Auge  bei  A  in  der  atmosphärischen  Luft),  welche  das 
Niveau  treffen,  werden  gleich  stark  nach  Aussen  gebrochen,  wenn  sie  vom 
Fnsspunkt  0  .gleiehweit  entfernt  auffallen,  so  dass  einer  von  P  ausgehen- 
den Strahlenkegelfläche  ein  stumpfer  Kegel  entspricht,  dessen  Spitze  q 
cwischen  0  und  P  liegt.  Die  Strahlen  des  in  die  Pupille  eintretenden  ge- 
brochenen Strahlen  bündeis  gehören  zu  einer  Folge  solcher  Kegelflächen, 
deren  Scheitelpunkte  ein  Stück  der  Senkrechten  OP  einnehmen.  ||  Man 
kann  nun  das  Bild  von  P  als  den  Inbegriff  der  Durchschnittspnnkte  der 
successiven  Strahlen  entweder  in  der  Weise  suchen,  dass  man  die  Folge 
derselben  in  den  durch  die  Senkrechte  OP  gehenden  und  die  Pupille 
schneidenden  Ebenen  berücksichtigt  oder  in  der  Art ,  dass  man  ihrer  Auf- 
einanderfolge in  den  Kegelflächen  selbst  nachgeht.  Im  ersteren  Falle  er- 
hält man  einen  oval  begrenzten  Theil  der  oben  genannten  Rotationsfläche, 
indem  in  jeder  der  in  Kede  stehenden  Ebenen  ein  Bogen  der  Ellipsen- 
evolnte  umhüllt  wird,  und  zwar  wird  der  in  der  Ebene  APq  umhüllte 
Bogen ,  wo  A  ein  Punkt  der  Augenaehse  ist ,  als  dem  Durchmesser  der  Pu- 
pille entsprechend,  der  grösste  sein,  also  einen  Hauptdurchmesser  des 


*)  Ein  solcher  Durchschnitt  findet  übrigens  nur  dann  statt ,  wenn  die  brechende 
Fläche  eine  Ebene  ist;  ist  sie  nämlich  eine  Rotationsfläche,  so  ergiebt  sich  ein  Cy- 
linder  als  die  eine  und  dessen  Achse  als  die  andere  Brennfläche. 
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beiderseits  von  ihm  sym metrischen  Fl&chenstückes  Torstellen.  (Den  Aas- 
druck fttr  die  Länge  dieses  Bogens  habe  ich  im  Anfange  berechnet.)  Es 
ist  derselbe  und  mit  ihm  der  in  Rede  stehende  Flächen theil  zw^ar  im  All- 
gemeinen klein ,  doch  keineswegs  verschwindend ;  bei  gehöriger  Tiefe  von 
P  und  geringer  Entfernung  des  Auges  vom  Niveau  kann  derselbe  aber 
•verhältnissmässig  beträchtlich  werden.  Es  wird  mithin ,  da  jeder  Punkt 
desselben  nur  der  Durchschnitt  zweier  successiver  Strahlen  ist,  von  vorn- 
herein unwahrscheinlich ,  dass  ein  solches  Bild  des  Punktes  P  zur  Wahr- 
nehmung gelange.*)  Jedenfalls  wird  die  Intensität  desselben  in  unver- 
gleichbarer Weise  von  der  desjenigen  Bildes  überwogen,  welches  man  auf 
die  zweite  Art  erlangt,  indem  man  von  den  in  die  Pupille  gelangenden 
Strahlen  die  zu  derselben  Kegelfläche  gehörigen  bis  zu  ihrem  Durchschnitt 
verlängert;  es  schneiden  sich  hier  nämlich  sämmtliche  Strahlen  in  einem 
Punkte,  dem  Scheitelpunkte  der  jedesmaligen  Eegelfläche,  und  es  kann 
demnach  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  dieses  Bild,  da  von  jedem  sei- 
ner Punkte  unendlich  viele  Strahlen  ausgehen,  einen  deutlichen  Lichtein- 
druck bewirken  werde.  Die  Erfahrung  bestätigt  diese  Ansicht  vollständig, 
indem,  wie  allbekannt,  ein  senkrecht  ins  Wasser  gehaltener  geradliniger 
Stab  sich  weder  an  seiner  Einsenkungsstelle  gebrochen,  noch  weiterhin 
gekrümmt  darstellt,  wie  es  bei  einem  schräg  hineingehaltenen  der  Fall  ist, 
sondern  nur  verkürzt,  wonach  also  ein  unter  Was.8er  befindlicher  Punkt 
nur  vertical  gehoben ,  nicht  aber  seitwärts  verschoben  erAheint.  Dessen- 
ungeachtet ist  die  Annahme,  dass  das  Bild  auf  der  Rotationsfläche  liege, 
noch  eine  sehr  verbreitete,  ja  die  gewöhnliche,  während  die  andere,  rich- 
tige Annahme  meines  Wissens  erst  im  Jahre  1845  von  Vall^e  in  seiner 
Thiorie  de  Voeil  aufgestellt,  bei  den  deutschen  Physikern  wenigstens  noch 
nicht  allgemein  Beachtung  gefunden  zu  haben  scheint.  Wie  wäre  es 
sonst  möglich,  dass  in  dem  so  vorzüglichen  Werke  über  darstellende  Optik 
von  Schellbach  und  Engel  die  erstere  Annahme  beibehalten  worden 
ist?#Hätten  die  Verfasser  in  Tafel  I,  Fig.  4  das  Bild  eines  gegen  das 
Niveau  senkrechten  Pfeils  nach  ihrer  Weise  entworfen,  so  würde  ihnen 
der  Contrast  des  erhaltenen  Bildes  gegen  die  wirkliche  Erscheinung  eines 
senkrecht  eingetauchten  Stabes  unmöglich  haben  entgehen  können.  Bei 
(gegen  das  Niveau)  fast  senkrechter  Richtung  des  Sehstrahles  freilich  wäre 
eine  Täuschung  in  dieser  Hinsicht  noch  denkbar;  bei  etwas  schräger  Rich- 
tung aber  würde  die  Einknickung  und  Krümmung  des  Bildes  in  der  Zeich- 
nung so  bedeutend  hervorgetreten  sein ,  dass  auch  der  Einwand ,  das  Auge 
merke  dieselbe  nicht,  weil  es  in  der  Ebene  des  Bildes  liege,  nicht  möglich 
gewesen  wäre  (  siehe  die  weiter  unten  erwähnte  Beobachtung  an  getheilten 


\ 


*)  Vall^e  {Th.  de  Voeil  p.  420  sgq.)  bat  ausführlich  nachgewiesen,  dass  das  ins 
Ange  gelangende  Strablenbündel  an  der  Stelle ,  wo  der  Sehstrahl  die  Rotations  -  Dia- 
kaiistik  berührt,  keine  derartige  Zasammenziehung  (itranglement)  erfahrt,  dass  der 
Eindruck  eines  dort  befindlichen  Pankies  möglich  wäre. 
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MasBstÜben).  —  Nach  Vall^e  findet  sich  die  Erörterung  der  dnrch  ein- 
fache Brechung  gesehenen  Bilder  schon  bei  dem  P^reTacquet  (Opera 
muLthemalica  1669)  und  bei  Barr ow  (LecUones opticae  1674),  auf  den  auch  der 
grosse  Newton,  sein  Amtsnachfolger,  mehrfach  verweist.  Wie  sie,  so 
spricht  sich  Newton  selbst  {LecUones  opneae ^  Prop*  8)  tlber  den  Ort  des 
Bildes  nur  gans  unbestimmt  aus  („ .  •  •  adeo  ut  respeeiu  ocuH,  per  cujus  pu- 
pim  centrum  radius  RM  Iransil,  locus  imaginis  per  totum  spaiium  fB  diffundi 
debeat:  velpoUus  cum  spatium  fD  sü  unici  iantum  puncti  F  imago,  debemus  uni 
cum  aJiquod  in  eo  punctum  quod  omnis  lucis  ab  eo  versus  oculum  pergeniis  medi- 
iuUium  occupeiy  inier  puncia  D  et  f  in  media  circiter  disiantia  inier jacens^  pro 
sensibiU  imagine  statuere»  Puncti  vero  iliius  accurates  determinalio  . . .  problema 
sebdu  difficiüimum  praebebit  etc,^*)  und  nicht  in  der  unserer  zweiten  An- 
nahme entsprechenden  Weise.  d'Alembert  {Opuscules  Vol.  /,  p.  274)  be- 
schränkt sich  darauf,  zu  sagen,  dass  die  von  Barrow,  Newton  und 
P.  Tacqnet  angedeuteten  Schwierigkeiten  keineswegs  gehoben  seien. 
Spätere  Physiker  (Hany,  Hachette)  folgten  der  gewöhnlichen  ersten 
Annahme.  Auch  Malus  scheint,  die  überwiegende  Dichtigkeit  der  linea- 
ren Brennfläche  nicht  beachtend,  nach  seiner  oben  angeführten  allgemei- 
nen Annahme  das  Bild  als  zwischen  den  beiden  Brennfiächen  liegend  an- 
znsehen.  Gegen  die  Ansicht  von  Malus  im  Allgemeinen  scheint  die 
Beobachtung  Vall^e's  zu  sprechen  {Th.  de  foeily  S. 201,  Note),  dass  man 
mit  Hilfe  einer  starken  Sammellinse  das  Bild  auch  auf  der  Rotationsbrenn- 
fläche hervorrufen  kann.  („&'  fon  observe  avec  une  forte  loupe  les  deux 
cheveux  et  gü*on  se  place  aux  distances  convenables  pour  que  le  foyer  reponde 
ä  la  causlique  non  lineaire  ou  ä  la  c.  lineaire^  les  cheveux  vus  seront  ä  volonte 
sur  tune  ou  fautre  des  deux  caustiques.  II  est  ckUr  que^  Veffet  de  la  hupe 
etant  de  resserrer  dans  un  espace  beaucoup  plus  etroit  les  rayons  qui  ne  con- 
courraient  pas  sur  la  causlique  non  Unfaire  y  il  h'est  pas  surprenant  qu^on  voie 
fobjet  ou  sur  cette  causlique  ou  sur  la  c.  lineaire  suivant  que  le  foyer  de  la  loupe 
repond  a  Vune  ou  ä  Vautre  de  ces  deux  causUques,^^ )  —  Es  kann  nach  dem 
Vorgange  solcher  Autoritäten  nicht  auffallen ,  dass  die  interessanten  Unter- 
suchungen Vall^e's  Über  „Objels  vus  par  reftexion  et  par  refraction^'  im 
vierten  Buche  seiner  Theorie  de  Voeil  noch  nicht  allseitig  Beachtung  ge« 
funden  haben ,  da  überdies  in  demselben  Werke  manches  nicht  haltbar  Be- 
fundene aufgestellt  worden  ist  (so  z.  B.  die  Hypothese  einer  ungleich- 
förmigen Dichtigkeit  des  Glaskörpers  zur  Erklärung  der  Deutlichkeit  des 
Sehens,  durch  welche  Vallöe  in  Streitigkeiten  mit  Arago  verwickelt 
wurde). 

Oben  wurde  bemerkt,  dass  das  Bild  des  Punktes  P  auch  bei  unserer 
Annahme  nicht  wiederum  ein  Punkt,  sondern  ein  kleines  Linienstück  ist« 
Gleichwohl  stellen  sich  Objecto,  welche  in  einer  klaren  und  ruhigen  Flüs- 
sigkeit untergetaucht  sind ,  scharf  begrenzt  und  ohne  farbige  Ränder  dar. 
Valleo  hebt  diesen  Umstand  hervor,  erklärt  ihn  aber  in  einer  Weise,  die 


i 
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mich  nicht  befriedigt  hat.  In  seiner  Tkiorie  de  Voeil  führt  er  Gründe  psy- 
chologischer Natur  an,  namentlich  die  Gewöhnung  (education)  des  Auges. 
In  einer  späteren  Abhandlung  {Mimoires  de  V Institut  1854)  statnirt  er  eine 
besondere  Accommodation  des  Auges  der  Art,  dass  die  Wölbung  der  Horn- 
haut sich  beim  Hinsehen  auf  ein  untergetauchtes  Object  so  ändere,  dasa 
das  Linienstück  -  als  ein  Punkt  erscheinen  müsse;  er  berechnet  auch  die 
Curve  (Optoide),  welche  den  Normalschnitt  der  Hornhaut  dann  vorstellea 
soll.  Mir  scheint,  nachdem  Vall^e  die  Unhaltbarkeit  seiner  psychologi- 
schen Begründung  selbst  zugestanden  hat,  die  Erklärung  zu  genügen,  dass 
nur  ein  sehr  kleiner  mittlerer  Theil  unseres  Linienstttckes  sichtbar  ist,  in- 
dem nur  die  diesem  sehr  kleinen  Theile  entsprechenden  Sectoren  Ton 
Strahlenkegelflächen  {ab  in  Fig.  15),  die  in  die  Pupille  eindringen,  ihrer 
Grösse  nach  hierzu  ausreichen,  während  dieses  bei  den  mehr  nach  dem 
oberen  und  unteren  Rand  der  Pupille  hin  eindringenden  {cd)  nicht  der  Fall 
ist.  Es  wird  ferner,  da  rt  nur  ein  virtuelles  Bild  ist,  dessen  Ort  auf 
der  Verticalen  von  dem  des  Auges  abhängt,  der  Beobachter  letzteres  so 
eingestellt  haben ,  dass  ein  mittlerer  Strahl  Ss  mit  der  Sehachse  coTncidirt, 
und  nur  die  den  unmittelbar  an  s  grenzenden  Punkten  von  ri  entsprechen- 
den Sectoren  treffen  daher  die  Retina  in  der  Weise,  dass  die  Vereinigung 
der  Strahlen,  aus  denen  sie  bestehen,  in  einem  Punkte  der  Retina  ermög- 
licht w;rd,  während  die  andere,  schräg  eindringend,  sich  vor  oder  hinter 
ihr  vereinigen  und  daher  nur  als  einzelne  Elementarstrahlen  zu  ihr  ge- 
langen. (Von  einer  successiven  Wahrnehmung  der  Punkte  von  r  bis  /  kann 
natürlich  keine  Rede  sein.) 

Beim  binocularen  Sehen  wird  nur  der  Fall  zu  berücksichtigen  sein, 
wo  man  den  Punkt  oder  die  verschiedenen  Punkte  eines  ausgedehnten  Ob- 
jects  nacheinander  fixirt.  Es  liegt  dann  das  Bild  des  Punktes  in  der  soge- 
nannten Medianebene,  und  in  beide  Augen  dringen  Strahlen,  die  zu  der- 
selben Folge  von  Kegelfiächen  gehören.  Andernfalls  müssten  Doppelbilder 
entstehen ,  da  sich  die  Sehstrahlen  nicht  schneiden  würden ;  werden  aber 
solche  oder  undeutliche  Ränder  auch  dann  nicht  wahrgenommen ,  so  kann 
dieses  nur  einen  physiologischen  Grund  haben ,  in  dem  unbewussten  Stre- 
ben nämlich,  jene  durch  angemessene  Bewegungen  der  Augenmuskeln  zur 
Deckung  zu  bringen. 

Für  die  monoculare  Anschauung  giebt  es  bekanntlich  kein  sicheres 
Urtheil  über  die  Entfernung  des  Wahrgenommenen.  Dove  hat  nachge- 
wiesen,  dass  dann  durch  die  Brechung  eine  Hebung  überhaupt  nicht  er- 
folgt (Monatsberichte  der  Akademie  vom  Mai  1858).  In  diesem  Falle  ist 
eine  Abschätzung  der  Entfernung  von  Objecten,  die  durch  Brechung  ge- 
sehen werden,  nur  dann  möglich,  wenn  anderweitige  Anhaltspunkte  ge- 
geben sind,  und  es  überwiegt  das  physische  Element  so  sehr,  dass  man  das 
Bild  entweder  in  eine  Fläche  von  bekannter  Entfernung  verlegt,  oder 
auch  noch  fortwährend  da  zu  sehen  glaubt,  wo  man  es  bei  der  binocularen 
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Betrachtung  gesehen  hatte,  wenn  eine  solche  voranging.  So  sah  Doto 
die  untere  Fläche  des  Glaswürfels  in  der  Ebene  des  Tisches ,  deren  Ent- 
fernung ihm  bekannt  war;  so  glaubt  man,  am  Rande  eines  Teiches  stehend 
und  mit  einem  Auge  in  denselben  sehend,  den  Boden  desselben  oder 
Objecto  j  welche  in  unbekannter  Tiefe  in  ihm  schwimmen,  dicht  unter  dem 
Wasserspiegel  zu  erblicken,  wie  man  auch,  wenn  man  Ton  der  Seite 
her  auf  ein  zum  Theil  mit  Wasser  gefülltes  Glas  mit  einem  Auge  hinsielit, 
den  Boden  des  Glases  gleichsam  in  den  Wasserspiegel  eingezeichnet  zu 
sehen  glaubt*  Sieht  man  in  allen  diesen  Fällen  mit  beiden  Augen,  so 
stellen  sieh  bekanntlich  die  Objecte  gehoben  dar,  welche  Wahrnehmung 
sich  aber  auch  nicht  merklich  ändert,  wenn  man,  nachdem  nicht  zu  kurze 
Zeit  hingesehen  worden  ist,  das  eine  Auge  schliesst. 


Bei  der  nachfolgenden  Berechnung  habe  ich  die  binoculare  Fixirung, 
also  die  gewöhnliche  Anschauungsweise  vorausgesetzt.  Ich  denke  mir 
hierbei  den  Halbirungspunkt  der  sogenannten  Basis,  d.  h.  der  Linie,  welche 
die  Kreuzungspunkte  des  rechten  und  linken  Auges  verbindet,  statt  dieser 
beiden  Augen  als  Ort  der  Wahrnehmung  substituirt.  Bleibt  nämlich  dieser 
Punkt  an  derselben  Stelle ;  so  wird  eine  seitliche  Neigung  des  Kopfes 
nichts  ändern,  indem  sich  um  ihn  als  Mittelpunkt  eine  Bewegung  der  bei- 
den Augen  in  Kreisbogen  vornehmen  lässt,  ohne  dass  dieselben  in  irgend 
einer  Lage  aufhörten,  die  Strahlen  derselben  Kegelflächen  aufzunehmen. 

Setzt  man  (Fig.  16,  Taf.  III)  die  Entfernung  des  Auges  0  vom  Niveau, 
welches  zur  o;^* Ebene  gewählt  werde,  = />  und  nimmt  das  auf  diese 
Ebene  gefällte  Loth  zur  Achse  der  z  mit  der  positiven  Seite  im  dichteren 
Medium,  bezeichnet  femer  Ap  mit/?,  AS  mit  r,  die  Coordinaten  des  leuch- 
tenden Punktes  P  mit  ar^,  y^,  z^,   die  seines  Bildes  Q  mit  o;,  y,  «,  so  ist 

2:s=s — ^ ^,  r=——-,  —  Nach  dem  Brechungsgesetz  ist  nun  cos  A SO 

=sncos PSp  oder  l wegen  ian  AS Q=:  —  y  tan PSp  =  p-^  ) 


/.  +  ?;      j/^i^y 


oder 


Nun  ist  also 


R  —  r: 


r^o 


/' 
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nnd  hieraus 


1)  .._.^n+ — j^:^, — , 

während  arg  =  ar,  y^=^y  ist. 
Die  Hebung 


•=«|j/i 


wächst  mit  der  Tiefe  z  des  Objects  und  seinem  horizontalen  Abstand  R 
vom  Auge,  sowie  dem  Brechungsvermögen  (n  Brechungsindex)  des  Me- 
diums, in  dem  es  sich  befindet.  Sie  tritt  um  so  stärker  hervor,  je  näher 
das  Auge  dem  Niveau  ist  (je  kleiner  2>).     Für  senkrecht  unter  dem  Auge 

befindliche  Objecte  (Ä=0)  ist  sie  =(«  —  l)«  oder  (  1 ja,,,  so  dass  dann 

die  scheinbare  Tiefe  —  der  wahren  ist :   ein  Resultat ,  dass  sich  auch  bei 
n 

der  anderen  Ansicht  ergiebt  und  vielleicht  dazu  beigetragen  hat,   sie  als 

richtig  erscheinen  zu  lassen.    Aus  dem  Ausdruck  für 


ergiebt  sich  die  Gleichung 


«>-3Z>*a  =  22)r2)*  +  (l  — ^)ä»]. 


welche  nur  eine  reelle  Wurzel  hat,  für  das  «,  bis  zu  welchem  dUf^H  selbst 
abnimmt,  um  weiterhin  wieder  mit  (ins  Unendliche)  wachsendem  s  sich 

dem  Grenzwerthe  1 zu  nähern.  Dass  die  Hebung  bis  zu  diesem  Wer- 

the  von  «  immer  langsamer ,  weiterhin  aber  wieder  rascher  erfolgt ,  lässt 
sich  in  der  Weise  veranschaulichen ,  dass  man  einen  eingetheilten  Massstab 
senkrecht  ins  Wasser  taucht  und  aus  einiger  Entfernung  auf  ihn  hinsieht, 
indem  man  das  Auge  dem  Niveau  nähert.  (Das  störende,  vom  Wasser- 
spiegel reflectirte  Tageslicht  beseitigte  ich  dnrch  gehörige  Beschattung, 
oder  indem  ich  durch  ein  NicoPsches  Prisma  sah.)  Es  erscheinen  dann 
die  Theile  ungleichmässig  verkürzt ,  freilich  in  ganz  anderer  Weise ,  als  es 
bei  vorhandener  Krümmung  nach  dem  Auge  hin  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  am  meisten  oben;  weiter  abwärts  werden  sie  grösser,  anfangs 
in  rascher,  dann  in  langsamer  Zunahme.  Es  erklärt  sich  dieses  leicht,  in- 
dem die  Zunahme  der  Hebung  langsamer  erfolgt,  als  es  der  Fall  sein 
würde,  wönn  dieselbe  der  Tiefe  proportional  wäre.  Bei  gleichmässig  zu- 
nehmender Tiefe  erscheinen  die  Theilstriche  also  immer  i^eiter  ausein- 
andergerückt ,  und  zwar  muss  bis  zu  dem  durch  obige  Gleichung  gegebenen 
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Werthe  ron  «,  dessen  zugehöriges  «^  «ich  leicht  berechnen  lAssi,  die 
Grösse  der  Theile  immer  rascher,  weiter  abwärts  aber  wieder  langsamer 
zunehmen,  und  sich  dabei  immer  mehr  der  Grenze  nähern,  wo  jeder  Theil 

unter  —  (für  Wasser  etwa  J)  derjenigen  Länge  erscheint,  unter  welcher 
n 

er  gesehen  würde,  wenn  keine  Flüssigkeit  zwischen  ihm  und  dem  Auge 

wäre.  —  Die  Grösse  der  Hebung  lässt  sich  in  jedem  Falle  nach  dem  Vor- 

stehenden  leicht  berechnen. 'Setzt  man — ^—-=coianv,   wo   also  v  den 

z+  D 

Winkel  bezeichnet,  unter  dem  das  Auge  beim  Betrachten  des  Bildes  auf 

t/«« 1 

das  Niveau  hinsieht  und cotan  v  =  cotan  «;,  so  ist  2:^,  =  «  »  cosec  fp. 

n 

Wird  also  die  Tiefe  des  Bildes  =  1  gesetzt ,  so  hat  man  Zq  ,  die  wahre  Tiefe 

des  Objects,  zu  berechnen  aus  »0=  — — . 

stnn) 

Für  Wasser,  dessen  n  =  1,337  ist  (bei  15^  B.) ,  hat  man  hier 
log  cotan  rv  =  0,82201  +  log  cotan  v ,  log  %q  =  0,12613  —  log  sin  w. 

Ich  habe  hiernach  Tabellen  berechnet,  welche  ich  demnächst  dem 
Drucke  zu  übergeben  beabsichtige. 

Suchen  wir  nunmehr  das  Bild  einer  geraden  Linie,  die  gegen  das 
Niveau  unter  dem'  beliebigen  Winkel  a  geneigt  ist.  Nehmen  wir  die  der 
Neignngsebene  der  Graden  parallele  durch  das  Auge  gelegte  Ebene  als 
die  der  xz  an,  so  sind,  wenn  die  Distanz  dieser  Ebene  vom  Auge  mit  c 
in  die  Tiefe  der  Graden  unter  dem  Niveau  an  der  dem  Auge  senkrecht 
gegenüberliegenden  Stelle  mit  h  bezeichnet  wird ,  die  beiden  Gleichungen 
der  Linie  yQ=^c  und  »q=  h  —  x^tancc  und  mithin  nach  Gleichung  1)  die 
ihres  Bildes 


3)    y=c.  z/n»+("'-;).y^')^, _,,,,,; 

von  denen  die  erste  anzeigt,  dass  das  Bild  in  der  Neigungsebene  der  Gra- 
den liegt;  die  zweite  ist  ungültig  für  a==00^  wo  statt  der  Gleichung 
z^=zh  —  Xq  tan  a  der  Graden  die  Gleichung  x^  =  Ar,  statt  dieser  also  ä  =  A: 
zu  setzen  ist,  d.  h.  das  Bild  einer  gegen  das  Niveau  senkrechten  unbe- 
grenzten Graden  fällt  mit  ihr  selbst  der  Richtung  nach  zusammen.  Für  ein 
positives  »  ist,  wenn  er  <00^  h  —  xiana  positiv,  also  x  stets  <A  cotan  «; 
ist  aber  h  negativ  und  a  >  90°,  =  180°  —  a ,  wo  dann  die  verlängerte  Grade 
die  Achse  der  z  im  dünneren  Medium  trifft,  so  ist  x^h  cotan  a\  wie  zu 
erwarten  war,  da  h  cotan  a  das  x  der  Einsenknngsstelle  bezeichnet. 

Die  weitere  Untersuchung  der  zweiten  der  Gleichungen  3)  hat  mir  für 
den  im  dichteren  Medium  liegenden  reellen  Zweig  der  Curve ,  auf  den  es 
hier  ja  allein  ankommt,  folgende  Resultate  geliefert: 

Es  hat  das  Bild  nur  einen  Krümmungswechsel,  indem  es  dem  Niveau 
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zunächst  die  convexe,  weiterhin  aber  die  concave  Seite  suwendet,  was 
sich  nur  für  a  =  0  modificirt.  Ist  «  <^  e  oder  ^  90°  +  ^t  ve  c  das  Comple- 
xnent  des  Grenzwinkels  bezeichnet  (bekanntlich  des  Winkels ,  dessen  Sinus 

=  —  ist),  so  hat  sie  eine  geradlinige  Asymptote,  und  zwar  für  or ^  $  (Fig.  17, 

Taf . III)  eine  dem  Niveau  in  der  Tiefe -== ,  für  a>BWx 

coian  a  j/n' — 1  —  1 

in  der  Tiefe (wo  o'=180^ — a)  parallele,  unterhalb  jenes 

cotan  a  ^n*  —  1  —  1 

Inflexionspunktes  liegende.    Für  ä  =  0  (Fig.  18),  also  wenn  das  Auge  der 

Einsenkungsstelle  senkrecht  gegenüberliegt,  geht  die  Curve  nicht  unter 

diese  Asymptote  hinab;  sonst  aber  schneidet  sie  dieselbe,  geht  bis  zu  der 

Tiefe  hinab,  welche  dnrch  die  Gleichung 

[n*(z +  />)•+  (n*  —  l)c*]  [(n«-  l)t»— (^  +  2>)«/a««  «]=  (n«— 1)Ä« 

gegeben  ist,  und  nähert  sich  ihr  dann  allmälig  wieder.    Liegt  a  zwischen 

c  nnd  90^+?,   so  hat  das  Bild  «ine  der  beiden  geradlinigen,   gegen  das 

Niveau  geneigten  Asymptoten 

j/lan'a^{n'-\)  nhiana  (n«-l)Z)  .,p.    .^v 

n  ~}/ian'a-  {n'  —  i)      tofi««-(n*-l)        ^ 

von  denen  die  eine  (oberes  Vorzeichen)  für  ein  spitzes,  die  andere  (un- 
teres Vorzeichen)  für  ein  stumpfes  a  gilt;  nach  unten  hin  ist  dann  die 
Curve  nicht  mehr  begrenzt.  Für  a  =  9  oder  90^  +  ^  hat  die  Curve  keine 
Asymptote.  Für  c  und  a  =  0,  d.  h.  wenn  das  Auge  auf  eine  in  der  Tiefe 
h  unter  dem  Niveau  gelegene  wagerechte  Gerade  senkrecht  hinabsieht, 

hat  die  Curve  die.  Gestalt  Fig.  20.    Die  grösste  Tiefe  ist  dann  — ;  für  die  . 

Tiefe  der  beiden  Inflexionspunkte  ergiebt  sich  die  einfache  Gleichung 

(z  +  2>)«  +  32)»(z  +  i>)  =  2/)(^— D'), 

für  den  Krümmungsradius  an  der  tiefsten  Stelle  (unterhalb  des  Auges) : 

n 

Ist  für  c  =  0  auch  a  nicht  =0,  so  ergiebt  sich  doch  für  die  tiefste  Stelle 
der  Curve  der  Ausdruck 

nP  sin^a  +  cos  a  y/n*— - 1  }^n^D'^  sin^a  +  (n*  cof^a  —  1) A' 
n(n*cos*o  —  1) 
Setze  ich  in  den  für  das  dxZ  der  Curve  erhaltenen  Ausdruck  ir==0  nnd 
xz=ih  cotan  h  (die  Coordinaten  der  Einsenkungsstelle),  so  ergiebt  sich  für 
die  Winkel  9,  unter  welchem  ein  gerader  Stab,  den  man  unter  dem  Nei- 
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giiDgswinkel  a  sehrttg  in  eine  rabige  Flüssigkeit  taucht,  unterhalb  des 
Spiegels  gegen  diesen  geneigt  erscheint, 

A\  .  Diana 

4)  ton  cp  =    ^ 

j/n»  />»  +  (n«  —  1)  (c«  +  Ä«  cotan^  a) 

ein  Ausdruck ,  der  sich  für  c  und  A  =  0  auf  tan  a>  =s erklärt. 

n 

Differenzirt  man,  um  den  Winkel  der  stärksten  scheinbaren  Ein- 

knickung  eines  schräg  eingetauchten  Stabes  zu  finden,  ton  (a  —  (p)  nach 

a,  so  ergiebt  sich 

d« /««(«-,>)  =  -i^^^=0   oder  d«g.  =  l. 

Nimmt  man  nun  in  Gleichung  4)  beiderseits  die  Logarithmen  und  dif- 
ferenzirt hierauf  nach  a,  so  folgt,  wenn  man  zugleich  berücksichtigt,  dass 
hier  cf«  9  =  1  zu  setzen  ist, 

1      _      1 (n*  —  l)  Ä*  cosa 


sm2<p      sin  2a      2  9in*a  [n*J)*+  (n*  —  i)  (c»  +  h*  colan^a)] ' 

Für  A  =  0  ist  hier  ^  29  =  5tn  2a,  also  9  = a.    Das  der  stärk- 

stcn  Einknickung  entsprechende  a  ist  demnach  für  A  =  0  das  Complement 
des  zugehörigen  a*    Aus  Gleichung  4)  ergiebt  sich  dann  weiter 


tan  a 
insbesondere  für  c  =  0 


=//«»+(«•- 1)|. 


tana^=^'f/n. 
Für  ein  von  Null  Torschiedenes  a  bringe  man  den  vorstehenden  Aus- 
druck auf  die  Form 

(tan*a+    ,  ,,  .    .  . ;r— J  (ian^a — —  +l) 

\  «•i>«+(n*— l)cV   \  sin2(p        / 

2(n«— l)A'fflW«         _ 

+  [n« />«+(«• --l)c*I  «n  2(p  ~   * 

Setzt  man  hier  den  für  A  =  0  ermittelten  Werth  des  Winkels  a  ein ,   so 

verschwindet  der  Ausdruck  in  der  zweiten  Parenthese  und  es  bleibt  links 

nur  noch  ein  positives  und  mit  h  wachsendes  Glied.    Bei  einem  beliebigen 

h  findet  demnach  die  stärkste  Einknickung  bei  einem  grösseren  Werthe 

des  tt  statt  als  für  A  =  0. 

Für  A  =  0  hat  man  aus  Gleichung  4) 

D  iana  lan  a 

tan  w  s=s  — =z== —  =  —  — 

;/«*/>«  +  (w*  —  1)  c«       j/n"  +  (»« —  i)  coian^  v ' 

wo  V  der  Winkel  (gegen  das  Niveau)  ist,  unter  welchem  man  auf  die  Ein- 
senkungsstelle  hinabsieht.  Indem  nun  die  stärkste  Einknickung  bei  einem 
durch  /an  ag=s  j^n'  +  (n*—  1)  coUm^v  gegebenen  «  stattfindet,  ergiebt  sich 
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tana 
ian  CD  •=  — i — . 

Hiernach  sind   die  beiden  im  Anhange  gegebenen  Tabellen  für  Wasser 

(n  =  1,337)  und  für  Argumente,  die  von  5  zu  5°  wachsen,  berechnet,  wobei 

cos  V 
der  Hilfswinkel  k  durch  cos  k  = eingeführt  wurde ,  wodurch 


I 


,,  Jsml 
iana^=^  1/  —. — 
y      stnv 

wird. 

Zum  experimentellen  Nachweis  der  Eichtigkeit  der  in  den  Tabellen 
berechneten  Werthe  bediente  ich  mich  nachfolgender  Vorrichtung,  die 
freilich  von  vornherein  als  eine  unvollkommene  bezeichnet  werden  muss. 
Der  Rahmen  ABCQP  (Fig.  21,  Taf.  III)  besteht  aus  dem  2<^"»  breiten  und 
2omin  dicken  Quadrantenbogen  ABC  (von  hartem  Holz),  dessen  Radius  20^" 
beträgt.  In  der  Mitte  seiner  Breite ,  bei  (7,  trägt  er  in  der  Richtung  seines 
Diameters  den  starken  (gefirnissten)  Eisendrath  CQ  von  25^"^  Länge,  an 
dem  ein  von  10  zu  10  Grad  mit  ausgezogenen  Radien,  am  Rande  mit  Grad- 
theilnng  versehener  Halbkreis  aus  Zinkblech  MJN  (Fig.  21a,  Taf*  III) 
senkrecht  gegen  die  Ebene  des  Quadranten  und  so ,  dass  sein  Mittelpunkt 
D  dem  unteren  Endpunkte  A  des  Bogens  gerade  gegenüber  liegt  (also  dein 
Mittelpunkte  des  Quadranten  entsprechend) ,  befestigt  wird.  Einen  Durch- 
messer dieses  Halbkreises  stellt  der  bewegliche  Zeiger  \K  dar,  welcher 
durch  die  Klemmschraube  t  festgestellt  werden  kann.  Der  Radius  des 
Halbkreises  beträgt  3*^",  so  dass  also  der  Zeiger  unten  eben  so  viel  hervor- 
ragt. Bei  Q  (Fig.  21)  biegt  der  Eisehdrath  rechtwinklig  um  und  läuft  bis 
R  %^  weit  in  der  Ebene  des  Quadranten ,  biegt  dann  bei  R  wieder  senk- 
recht gegen  S  um,  so.dass  RS=  1^™  und  von  S  in  einen  nach  unten  con- 
caven  Bogen  zu  dem  Punkt  P  an  der  Seite  des  Quadranten.  In  der  Mitte 
des  letzteren  sind  von  A  bis  C  die  kreisrunden  Löcher  /,  /  in  der  Richtung 
nach  D  zu  eingebohrt,  so  dass  man  durch  sie  den  Halbkreis  Jlf/iV  sehen 
kann,  und  zwar  so,  dass  die  Winkel  IDA  von  5  zu  5^  wachsen.  Der  Qua- 
drantenbogen ist  unten  mit  dem  3*^"*  langen  Vorsprung  AG  versehen;  der 
bei  G  durch  ein  Kugelgelenk  mit  dem  Fuss  GF  verbunden  ist,  und  dieser 
passt  in  die  Höhlung  des  mit  Blei  ausgegossenen  und  vorn  abgeflachten 
Statives  ZT,  in  welcher  er  durch  eine  Schraube  in  jeder  Höhe  festgestellt 
werden  kann.  —  Bei  dem  Gebrauche  wird  das  Stativ  dicht  an  das  Gefilss 
geschoben,  welches  die  Flüssigkeit  enthält,  und  der  Rahmen  so  eingestellt, 
dass  der  Drath  CQ  genau  senkrecht  steht ,  was  durch  das  bei  C  befestigte 
kleine  Bleiloth  CB  controlirt  wird,  und  zwar  in  der  Höhe,  dass  der  untere 
Rand  des  Halbkreises  MJN  das  Niveau  der  Flüssigkeit  genau  berührt 
Dieser  Rand  ist,  um  der  strömenden  Adhäsion  zu  begegnen,  die  eine  Ver- 
zerrung des  Spiegelbildes  des  Halbkreises  hervorruft,  mit  einer  fettigen 
Substanz  tiberzogen,  wodurch  die  Hebung  in  eine  schwache  Depression 
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umgewaiideU  wird,  welche  weit  weniger  stört;  ganz  beseitigen  lässt  sich 
eine  Kriimmang  des  Niveaus  an  dieser  Stelle  freilich  nicht.  Die  Biegnn« 
gen  des  übrigen  Drathes  haben  den  Zweck,  dem  Auge  den  freien  Hinblick 
auf  MJN  au  ermöglichen  und  für  einen  etwa  vorragenden  Eand  des  6e* 
fttsses  Baum  zu  lassen.  Wenn  ferner  der  senkrechte  Drath  mit  BQ  in  die 
Flüssigkeit  hinabgeht,  so  soll  dieses  auch  nur  die  Einwirkung  der  Ad- 
lUUion  verhüten  y  welche  sonst  noch  stärker  influiren  würde.  —  Beim  Hin- 
durchsehen durch  die  Oe£fnungen  /  erscheint  dann  die  untergetauchte 
H&lfte  des  Zeigers  iD,  welche  hell  gefärbt  ist,  auf  dem  Spiegelbilde  des 
Halbkreises  und  lässt  so  eine  wenn  auch  nicht  strenge,  doch  zudem  vor- 
liegenden Zweck  hinreichend  genaue  Abschätzung  des  Winkels  tp  zu ,  in- 
dem der  Zeiger  oben  auf  einem  bestimmten  Gradstrich  o  am  Rande  des 
Halbkreises  MJN  eingestellt  wird. 

So  weit  sich  solches  mit  Hilfe  dieser  Vorrichtung  constatiren  Hess, 
war  die  Uebereinstimmung  der  beobachteten  mit  den  berechneten  Werthen 
eine  durchaus  befriedigende.  Bei  den  Beobachtungen ,  welche  auf  die  Con- 
statirung  der  berechneten  Werthe  von  a^  (der  stärksten  Einkuickung)  ge- 
richtet waren,  wurde  daraufgesehen,  dass  dann  das  dioptrische  Bild  der 
untergetauchten  Zeigerhälfte  mit  dem  Spiegelbilde  der  über  der  Flüssig- 
keit befindlichen  Hälfte  einen  rechten  Winkel  bildete ,  was  sich  auf  dem 
Spiegelbilde  der  Gradtheilung  leicht  feststellen  Hess.  Wegen  der  Uuvoll- 
kommenheit  des  Apparates  und  der  schon  bei  diesem  kleinen  Radius  des 
getheilten  Halbkreises  merklichen  Krümmung  des  dioptischen  Bildes  war 
ein  Abschätzen  auf  genauer  als  ungefähr  1®  nicht  möglich. 


Das  Bild  einer  Ebene  ergiebt  sich  aus  dem  bisher  Erörterten  un 
mittelbar.  Nimmt  man  die  vom  Anfangspunkt  auf  die  DurchschnittsHuie 
(Trace)  der  Ebene  mit  dem  Niveau  gefällte  Senkrechte  zur  Achse  der  or, 
so  ist  ihre  allgemeine  Gleichung  Zq  =  A —  x^tan  a^  so  dass  ihr  Bild  durch 
die  Fläche  vierten  Grades  {z+D)^  [(A— ar  ton «)•—«* 2»]  =  (n*  —  l)  (a:*+y')s* 
dargestellt  wird.  Sie  ist  der  Ort  für  die  Bilder  aller  unter  3)  bei  veränder- 
lichem c  subsumirten  Graden  und  hat  deshalb  auch,  so  lange  a<€  ist, 

eine  dem  Niveau  in  der  Entfernung  parallele  Ebene 

cotan  a  yn* —  1  —  1 

zur  Asymptote.  —  Ist  sie  dem  Niveau  in  der  Tiefe  h  parallel ,  so  reducirt 

sich  die  Gleichung  ihres  Bildes  auf 


-^^^mi^^y 


eine  Rotationsfläche,  welche  durch  horizontale  Drehung  des  Bildes  einer 
dem  Niveau  in  derselben  Tiefe  parallelen  Geraden  entstanden  ist.  In 
dieser  Gestalt  zeigt  sich  z.  B.  der  horizontale  Boden  einer  ausgedehnten 
Wasserfläche.     Dieser  erscheint  unterhalb  des  Beobachters  am  tiefsten 


I 
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und  von  da  nach  allen  Seiten  hin  gleichmässig ,  anfangs  concav,  weiterbin 
schwach  concar  zam  Niveau  aufsteigend. 

Das  Bild  einer  C^urve  einfacher  Krümmung  muss  auf  der  Bild- 
fläche ihrer  Ebene  liegen.  Wird  die  Ebene  eines  Neigungswinkels  der 
Gurve  gegen  das  Niveau  als  Coordinatenebene  der  xz  angenommen,  so 
sind  die  Gleichungen  der  Curve  Zf^  =  h  —  x^tana^  y^,  ;= /(or^) ,  und  ihr 
Bild  ist  demnach  der  Durchschnitt  des  Cylinders  y  =  f{x)  mit  der  vorhin 
angegebenen  Bildfläche  der  Ebene ,  eine  Curve  doppelter  Krümmung.  — 
Nimmt  man,  was  nur  für  a  =  0  unmöglich  ist,  den  Durchschnitt  der  be- 
kannten Curvenebene  mit  dem  Niveau  zur  Achse  der  tj  und  den  Punkt, 
wo  diese  die  Achse  der  or  schneidet,  zum  Anfangspunkte  rechtwinkliger 
Coordinaten  der  ^  und  rj  in  der  Curvenebene ,  so  wird ,  wenn  die  Curve 
durch  J;  =  f(ri)  gegeben  ist,  da  ^  =  17,  ^ cos  a  =^  h  cotan  a  —  x  ist,  die 
Gleichung  der  Curve  sein: 

h  X 

Sinei      cosa         ^^' 

Für  einen  Kreis  z.  B.,  dessen  Mittelpunkt  senkrecht  unterhalb  des 
Auges  liegt,  für  den  also  f*  +  i2*  =  r*  gilt,  ergiebt  sich 

{h  —  xianay^^ 
sin^a 
und 

.  (g  +  2>)'  [(h  -  X  tan  «)«  —  n'z']  =  (n'—  1) z'  [o:«  +  r»  —  ^^  ~jJl''  "^1 , 

welche  letztere  Frojectionsgleichung  sich  auch  schreiben  lässt: 

A  +  -^Y    w  — 1 

\     2     /        sin^a 
Ist  hier  überdies  A  =  0,  d.  h.  liegt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  im  Niveau, 
so  hat  man 

cos^cc 
a^  tan*a  +  fl^Y  (x»  ten»«  —  «•«•)  =  r* 

als  die  beiden  Projectionsgleichungen. 

Für  einen  dem  Niveau  in  der  Tiefe  parallelen  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt senkrecht  unter  dem  Auge  liegt,  ergeben  sich  die  Projectionsglei- 
chungen des  Bildes 

^.  j  ^+^=f^      

J(z  +  2>)/ä«  — »*2*  =  rz/n  — 1, 
wo  die  letztere  Gleichung  die  einer  dem  Niveau  parallelen  Ebene  ist,  in 
welcher  das  Bild ,  ein  seinem  Objecto  gleicher  Kreis ,  liegen  muss. 

Ist  die  Curvenebene  senkrecht  gegen  das  Niveau  und ,  ihre  Gleiehung 


Von  Dn  O.  Bebmann.  217 

Xo=^,  die  der  Cnrre  aber  ZQ^=q>{y^)y  so  hat  man  als  Gleichung  des  Bil- 
des f  ausser  xs=q: 


»«='/-+^9=^ 


oder 

(z  + />)» (9>y«-n«z«)  =  (n«-l)  (^•  +  y«)^. 
Für  den  das  Niveau  im  Anfangspunkte  berührenden   senkrechten  Kreis 
ist  hiernach 


6)  r  +  y?^^,/^^'.^, 


für  den,  dessen  Mittelpunkt  im  Niveau  liegt, 

(z  +  ny  (r*-y«~n«z')  =  (n«-l)  (?•+  y«)^ 
die  Gleichung  des  Bildes.    Es  würde  zwecklos  sein ,  diese  Beispiele  noch 
durch  andere  zu  vermehren. 

Sei   eine   Curve    doppelter    Krümmung    durch   9(2*^,  yQ)  =  0, 
^(^o>^o)  =  0  gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  ihres  dioptischen  Bildes 

^(a:,y)  =  0   und  *[-.-/«' +^^^^^j^]- 
Ist  nun  aus  der  ersteren  y=:^i{x)  und  aus  der  zweiten  z  =5  f{x\  so  stellen 

y=x(x)  und  ./7:,:^^^=/(.) 

oder 

(„._  1)  [a4  +  j(^).j  =  (,  +  DY  \f^,cf-u*^ 

das  gesuchte  Bild  vor. 

Ganz  ebenso  für  ^(a:,  y)  =  0,  tf;(y,  s)  =  0  als  Gleichungen  der  Curve. 

Die  Curve  z.  B.,    in  welcher  der  Cylinder  (x — a)*  +  y'  =  j3«  die 
Kugel  Ä*  +  y*  +  2*  =  Ä*  schneidet ,  ist 

{x-af  +  ^  =  ß^ 

und  dieses  giebt  neben  der  ersteren  Gleichung  noch  als  Projectionsglei- 
ehung  des  Bildes 

(z  +  D)«(n*2*  +  2a«  — Ä*  — a*  +  /J»)  +  (n«  — l)(2a«+/5*— «•)=0. 
Bei  den  Bildern  von  Flächen  kommt  es  besonders  auf  die  Begren- 
zung an,   unter  der  sie  dem  Auge  erscheinen.    Es  sei  9(^0)^01^0)  =  ^ 
die  gegebene  Fläche ,  so  ist  nach  dem  Bisherigen 


9 


\x,y,zy  n  + j^-^, J_0 


die  Gleichung  ihres  Bildes.    Seien  ferner  (Fig.  16)  x\  y  die  Coordinaten 
des  Punktes  S^  in  welchem  der  vom  Objectspunkte  P  ausgehende,  das 

AuffO  treffende  Strahl  das  Niveau  trifft,  so  hat  man  offenbar  ~  =— 7  und, 
»  y         X  ' 

wenn  man  die  zu  Anfang  aufgestellte  Beziehung 
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I 


B  =  r.- 


einmal  mit  sinpJx,  dann  mit  cospAx  mnltiplicirt 

^'^ ""  ^  L^  "^  VW--^)  (*"+/*) +«»^J ' 

^  =  a;'  fl  +  ^0  1 

'  L        /(»•  — l)(a;'«+y'«)+n«2?*J' 

Soll  nnn  der  durch  x\  y  gehende  Strahl  die  Fläche  berühren,  so  tritt 
die  Bedingung  {x — x^)  d^^tp  +  (y  —  y^)  d^^  q>  —  z^d,^  (pz=o  hinzu.  Um 
hiernach  die  Gleichung  der  Grenzcurve  zu  finden,  hat  man  zunächst  x* 
und  y  aus  dreien  dieser  Gleichungen  zu  eliminiren.  Wird  überall  der 
Index  Null  weggelassen  und  substituirt  man  den  Werth  von  y  in  die  bei- 
den letzten  Gleichungen,  setzt  sodann  die  für  x'  und  x — x'  erhaltenen 
Werthe  in  die  andere  Gleichung  ein ,  so  resultirt  nach  einer  leichten  Re* 
duction 

xdxg>  +  ydyw  +  zd,a^=z  ^^       ^      a   yy/ 

"^  V(,xdlfp  +  ydy^Y-ifi^—\)  {a^  +  y')d,fp^ 

oder  wegen 

djcg>  +  dzq>dgZ^=iO 
dp(p  +  dgg>  d^z  =^0 

nD{xd^z  +  yd^z 
7)     xd:eZ  +  ydyZ^z=    ^  v  ^   # 

^  y{xd,z+yd,zy^{n*-l){a^  +  y') 

Die  Projectionsgleichungen  der  Grenzcurve  werden  sodann  durch  Eli- 
mination der  einen  oder  anderen  der  drei  Variabein  aus  vorstehender  und 
der  Gleichung  9=0  erhalten.  Es  bleibt  dann  noch  übrig,  das  Bild  der- 
selben zu  suchen,  indem  man  statt  des  z  der  gefundenen  Gleichungen 


'.yn 


•abstituirt.    Ist  die  Fl&che  z.  B.  eine  Kngel,  also  ip={s — a)*+(jf — c)' 
-|-  (s  —  c)*  —  R\  so  ergiebt  sich  die  Bedingnngsgleichnng 

8) 

Für  den  einfachen  Fall,   dass  die  Kngel  das  Niveau  im  Anfangs- 
punkte berührt,  hat  man  zunächst  als  Gleichung  des  Bildes  ° 


^ 


(»*-!)(»*+»•) 


-yR*—!t*-i^  =  R, 


{z+ny 

welche  Gleichung  auch  erhalten  wird ,  wenn  man  das  durch  Gleichung  5) 
vorgestellte  Bild  um  seine  verticale  Achse  rotiren  lässt.  —  Zur  Bestim- 
mung der  diesem  Fall  entsprechenden  Grenzcurve  ist  zwischen  der  Flä- 
che ngleichung 
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a^  +  U'  +  iz-By^R^ 
und  der  BedingnngagleichuDg ,    auf  welche  sich  Gleichang  8)   redncirt^ 
nämlich 

ZQ  eliminiren.  Als  Grenzcurre  resultirt,  wie  zn  erwarten  war,  ein  dem 
Niveau  paralleler  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  senkrecht  unter  dem  Auge 
liegt  und  dessen  Tiefe  z  unter  dem  Niveau  und  Radius  q  sich  bestimmen 
durch  die  Gleichungen 

und  • 


^  =  j/2Ä«  — z». 

Schliesslich  ist  dann  noch  in  der  bekannten  Weise  das  Bild  des  Grenz- 
kreises zu  suchen. 

Ist  hier  z.  B.  die  Höhe  des  Auges  ttber  dem  Niveau  gleich  dem  Radius 
der  Kugel,  so  reducirt  sich,  wenn  man  diese  beiden  Grössen  =1  setzt, 
die  erstere  dieser  beiden  Gleichungen  auf 


2n« 
fllr  Wasser:  * 

2«— 2,28« +  1=0, 
woraus  z  =  0,50  und  dann  q  =  0,01. 

Die  Tiefe  des  Bildes  (ein  dem  Grenzkreise  congruenter,  senkrecht 
ttber  ihm  befindlicher  Kreis)  bestimmt  sich  sodann  nach  Gleichung  5)  durch 

{z  +  1)«  (0,50« — n»  ««)  =  (»«  —  1)  0,01« .  z* 
oder 

«*  + 2  «•+ 1,166  2»  —  0,301 «— 0,106  =  0, 
z  =  0,42, 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich  für  die  Tiefe  des  G^nzkreises  eines 
Yerticalen  Rotationsparaboloids  vom  Parameter  p,    dessen  Scheitel   das 
Niveau  im  Anfangspunkte  berührt,  die  Gleichung 

/=^-P  +  j/^-^?-^^  (f.  Wasser) 

und  sodann  für  die  Tiefe  z  und  die  Radius  q  des  Bildes 

(z  +  Dy  ^^^p^^—pz  ^0,78p«  ««  +  1,78  {z  +  D)\ 
wo  ^=^ypz   ist. 

Es  ist  zu  Eingang  des  Vorstehenden  von  dem  Cürvenbogen  der  Ellip- 
sen-Evolute die  Rede,  als  dem  Durchmesser  des  Theiles  der  Rotations- 
brennfläche ,  von  welchem  Strahlen  ins  Auge  gelangen. 

Bezeichnet  d  die  Tiefe  des  leuchtenden  Punktes  unter  dem  Niveau, 
so  ist  die  Gleichung  der  Evolute  bekanntlich 

15* 


i 
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1)  (n»-l)*a:l+(«y)l  =  rfl, 

wenn  die  von  P  ausgehende  Verticale  als  Achse  der  y,  der  Durchschnitt 
der  durch  dieselbe  und  die  Achse  des  Auges  gehenden  Ebene  mit  dem 
Niveau  als  die  der  x  angenommen  wird.  Es  ist  dann  die  vom  Mittelpunkte 
der  Pupille,  dessen  Coordinaten  ^,19  seien,  ausgehende  Tangente 

Durch  Elimination  aus  l)  und  2)  bestimmt  sich  sodann  die  Abscisse  x'  des 
Tangentialpuuktes  durch 

3)         [dla^:*  — («*—!)*  {]/rf»  — (««—!)*  a:'*  =  niya:'*, 
woraus  sich,  wenn  im  Folgenden  ttberall  die  Accente  bei  y\  x   wegge- 
lassen werden,  ableiten  lässt: 

^ %n^x^y^ 

Sind  S  +  ^£,  17  +  ^^  die  Endpunkte  des  in  der  bezeichneten  Ebene 
{xy)  liegenden  Durchmessers  2^  der  Pupille  und  bezeichnet  es  die  Neigung 
des  Sehstrahles  gegen  das  Niveau,  so  ist  ^$  =  —  ^  mo,  ^i}  =  ^  cosoo. 


oder  da  nach  2)  ton  09  ==  —  ^ j-^  (     ) » 


5)    Ji^-=±^^lM=.    ^,=-  ^^* 


Bedeuten  rrj ,  x^  die  diesen  Randstrahlen  entsprechenden  Berührungs- 
punkts -  Abscissen ,  so  ist,  da  J^j  Jri  höchstens  dem  Radius  der  Pupille 
gleich  werden,  bei  Vernachlässigung  der  höheren  Dimensionen  dieser 
Grössen : 

gN  ^Xi=X  +  d^X.J^  +  €lffX.Jfl 

)x^  =  x  —  d  x.J^  —  d^x.Jfi, 
Nun  ist  die  gesuchte  Bogenlänge 


/  ]/l  +  rfary' .  dx 


hier 


=//'+^*a)'--. 


woraus ,  nach  Substitution  des  Wertbes  von  y  aus  i) ,  eine  leichte  Inte- 
gration : 


Von  Dr.  O.  Bermann. 


221 


^  n 

liefert. 

Setzt  man  hierin  ans  6)  die  Werthe  von  Xt ,  x^  ein ,  so  ergiebt  sich  bei 
Ausführung  der  successiven  Potenzirungen ,  wenn  man  nur  die  ersten  Po- 
tenzen von  J^j  jdjti  beibehält: 

5  =  1  [a:t  +  (««— l)Srf»J*  ((/ja: .  J^+dtjX  .  Jri) 

oder  bei  Beräcksichtigung  der  Gleichungen  1),  4)  und  5) : 


^^ü^{xy)i[{n*—i)yii—x)  +  n*x{fi-y)]j/xi  +  {n*-\)idi 

Wird  z.  B.  d  =  l',  5  =  l',  ij  =  —  0,l\  ^  =  0',005  angenommen, 
R=r  1,337  (Wasser),  so  berechnet  sich  aus  3)  se  zu  0,71  und  dann  aus  1) 
y'=  0,296.    Dies  in  8)  substituirt,  giebt  ä  =  0',029 ,  also  nahe  =3'"(dec.) 


Tabelle  I. 


V 

«b 

9o  = 

=  90* 

-«0 

Einknickungs- 

winkel 
=  2700  —  2^0 

5* 

72« 

37- 

39" 

17« 

22' 

21" 

124« 

44' 

42" 

10 

66 

19 

2 

23 

40 

58 

137 

21 

56 

15 

62 

4 

12 

27 

55 

48 

145 

51 

36 

20 

59 

1 

54 

30 

58 

6 

151 

56 

12 

25 

56 

43 

43 

33 

16 

7 

156 

32 

34 

30 

54 

58 

6 

35 

1 

54 

160 

3 

48 

35 

53 

36 

8 

36 

23 

52 

162 

47 

44 

40 

52 

32 

10 

37 

27 

50 

164 

55 

40 

45 

51 

41 

52 

38 

18 

8 

166 

36 

16 

50 

51 

2 

10 

38 

57 

50 

167 

55 

40 

55 

50 

30 

48 

39 

29 

12 

168 

58 

24 

60 

50 

6 

7 

39 

53 

53 

169 

47 

46 

65 

49 

46 

51 

40 

13 

9 

170 

26 

18 

70 

49 

32 

9 

40 

27 

51 

170 

55 

42 

75 

49 

21 

18 

40 

38 

42 

171 

17 

24 

80 

49 

13 

52 

40 

46 

8 

171 

32 

16 

85 

49 

9 

31 

40 

50 

29 

171 

41 

0 

90 

49 

8 

6 

40 

51 

54 

171 

43 

50 
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Werthe  von  9?. 

(Mit  a  and  v  wacliBend  nnd  zwar  für  a  immer  rascher,  für  v  immer  langsamer.) 

a 

»•  1 

10^ 

15» 

20^ 

V 

25» 

30» 

35» 

4Sfi 

45» 

0 

0  '  ' 

V 

0 

/ 

". 

0 

/  // 

0 

/ 

// 

0 

/ 

// 

0 

/  // 

0 

/ 

// 

• 

/ 

// 

0  ' 

ff 

5 

0  2^ 

26 

0 

57 

51 

1 

2431 

1 

48 

17 

2 

9 

26 

2 

27  53 

2 

43 

20 

256 

28 

3  7 

14 

10 

0  ft'J 

iO 

1 

56 

34 

2 

50'l4 

8 

38 

0 

4 

20 

39 

4 

5729 

5 

28 

26 

5,54 

43 

616 

14 

15 

1 

:v> 

8 

2 

57 

3 

4 

1823 

5 

30 

42 

6 

34 

51 

7 

30  36 

8 

22 

23 

856 

33 

928 

46 

20 

'>• 

2 

^5 

4 

0 

19 

5 

50  27 

7 

28 

4 

8 

54 

23 

10 

9 

9 

11 

11 

21 

12 

3 

55 

12[46 

45 

25 

3n 

48 

5 

7 

34 

7 

27  59 

9 

31 

58 

11 

21 

7 

12 

55 

17 

14 

13 

14 

15 

18 

53 

1612 

11 

30 

3| 

i\ 

4 

6 

20 

17 

9 

13 

1 

11 

44 

44 

13 

57 

35 

15 

51 

27 

17 

25 

12 

18 

43 

46 

19;47 

6 

35 

3üö 

14 

7 

40 

19 

11 

8 

0 

14 

9 

11 

16 

46 

38 

19 

0  32'20'50 

1 

22 

21 

10 

23  34 

25 

40 

441 

43 

910 

11 

13 

16 

11 

1648 

50 

19 

51 

48 

22 

25  57i24;30 

50 

26 

13 

57 

27 

36 

17 

45 

f^;i5 

ib 

10  53 

22 

15 

41 

54 

19*48 

20 

23 

17 

40 

26 

11 

49  2831 

20 

3025 

27 

31 

55 

46 

50 

i\  :i[> 

12 

12 

54 

48 

18 

31 

6 

2313 

43 

27 

9 

47 

30 

23 

6. 

32 

55 

50 

34  59 

14 

36 

35 

58 

55 

7  '>7 

27 

15 

21 

46 

21 

52 

11 

27  13 

4 

3135 

10 

35 

6  37 

37 

49 

0 

39;59 

10 

4140 

5 

60 

9;i7 

24 

18  25 

43 

25 

57 

25 

3157 

15 

36  42 

47 

40 

2611 

4316 

5 

45 

29 

15 

4711 

7 

65 

12,  7 

0 

22  25 

8 

31 

4 

42 

37*40 

45 

42  43 

0 

46 

32  8 

4922 

21 

51 

32 

57 

5330 

31 

70 

I5I 

3 

6 

2751 

32 

37 

40 

30 

44  4145 

49,47 

24 

53 

3024 

56 

11 

20 

58 

12 

36 

5942 

43 

75 

20 

4 

0 

35  40 

39 

46 

22 

3 

5320  58 

58 

6 

15 

61 

25|34 

63 

45 

18 

65:28 

28 

66 

43 

59 

80 

2\-^ 

2 

5 

47  29 

35 

57 

53 

48 

63  54  45 

67  43 

44 

70 

19 

29 

72 

1 

28 

7317 

15 

74 

12 

3 

85 

4^ 

IJ  M) 

65  32 

44 

72 

42 

34 

76|20|44 

7830 

54 

79 

55 

1 

80 

5l'l7 

8l|31 

36 

82 

0 

19 

a 

5tf> 

55« 

60« 

65». 

V 

70» 

75» 

80» 

85» 

Wf 

0 

0 

' 

'f 

0 

f 

// 

• 

/ 

#/ 

0 

/ 

t/ 

0 

/ 

// 

0 

/ 

// 

0  ' 

// 

0 

/ 

// 

0 

f 

ff 

5 

3 

16 

30 

3 

23 

57 

3 

29 

59 

3 

34 

48 

3 

38 

33 

3 

41 

21 

3  43 

17 

3 

44 

26 

3*45 

17 

10 

6 

34 

44 

6 

49 

34 

7 

1 

36 

7 

11 

11 

7 

18 

40 

7 

24 

15 

7 

28 

6 

7 

30 

22 

7i31 

7 

15 

9 

56 

26 

10 

18 

35 

10 

36 

38 

10 

50 

49 

11 

1 

56 

11 

10 

14 

11 

15 

58 

11 

19 

20 

11 

21 

58 

20 

13 

23 

27 

13 

52 

47 

14 

16 

28 

14 

35 

20 

14 

50 

0 

15 

0 

57 

15 

8 

29 

15[l2 

55 

15 

14 

22 

25 

16 

57 

41 

17 

33 

58 

18 

3 

14 

18 

•26 

27 

18 

44 

30 

18 

57 

55 

19 

7 

12 

1912 

40 

19 

14 

25 

30 

2041 

16 

21 

24 

12 

21 

58 

40 

22|26 

2 

22 

47 

12 

23 

2 

58 

23 

13 

50 

23,20 

12 

23 

22 

18 

35 

24 

36 

25 

25 

25 

30 

26 

4 

48 

26  35 

52 

26 

59 

52 

27 

17 

42 

27 

30 

0 

27 

37 

14 

27 

39 

35 

40 

28 

45 
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XYin.  Veber  die  Bednotion  der  biqnadratuchen  OleiehimgeiL  — 
In  Tbeil  VI,  S.  49  dieser  Zeischrift  habe  ich  bemerkt,  dass  die  Anflösung 
der  allgemeinen  Gleichung  vierten  Grades  auf  die  Lösnng  einer  reciproken 
Gleictiung  desselben  Grades  zurückgeführt  werden  kann,  und  dass  diese 
Bednction  in  nahem  Zusammenhange  mit  der  Euler'schen  Methode  stehen 
müsse.  Durch  die  in  Heft  2  des  laufenden  Jahrganges  mitgetheilten  Ar- 
beiten über  die  biquadratischen  Gleichungen  bin  ich  wieder  an  jenes  Thema 
erinnert  worden  und  kann  nun  in  der  That  nachweisen ,  wie  sich  die  eine 
Auflösung  aus  der  anderen  herleiten  lässt. 

Wie  in  Theil  VI  sei  die  gegebene  Gleichung 

und 

1)  «  =  gS+'-; 

bestimmt  man  r  und  q  mittelst  der  Gleichungen 

2)  8cr*— 4(&*— 4d)r»  — 46cr  — c'  =  0, 

80  erhalt  man  für  |  die  reciproke  Gleichung 

welche  in  die  beiden  quadratischen  Gleichungen 

4)  t/j=„    ^  +  t,+«-^'  =  . 

zerfUUi.     Diese  geben,  in  umgekehrter  Ordnung  genommen,  ly  und  £, 
woraus  schliesslich  x  nach  No.  1)  folgt. 

Durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  findet  man  zunächst 
—  2r  +  j/2(f—r*)  —  b 

n= =-£ ii ; i 

oder,  wenn  im  Zähler  der  Werth  yon  ^  substituirt  wird, 
«  ,=i(-.r±/I). 


k 
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Weiter  ist  nach  No.  4)  

« 2  ' 

mithin  nach  No.  l)  

Snbstitnirt  man  ftir  ^17  seinen  Werth  ans  No.  5)  nnd  für  ^  seinen  Werth 
ans  No.  3) ,  so  erhält  man 

Die  zur  Bestimmung  von  r  dienende  Gleicbung  2)  wird  fiir 

^  c 

identisch  mit  der  Euler*schen  Resolvente 

6)  ^•  +  26^«  +  (6*  — 4rf)e  — c*  =  0, 

und  der  vorige  Werth  von  x  nimmt  folgende  Gestalt  an 

so  dass  die  gesuchten  vier  Wurzeln  sind : 


8) 


^.  =  ij  +  K'*-j/-2»-*-^j. 


..  =  4J>^,-  +  ^_,._,+  -j, 


worin  ftir  ^  irgend  eine  der  Wnrzeln  von  No.  6)  zu  substituiren  ist. 

Die  Formeln  8)  stimmen  genau  mit  denen  überein,  welche  Ampere 
auf  ganz  anderem  Wege  gefunden  hat  (vergl.  Grunert's  Archiv,  Theil  I, 
8.  16),  sie  lassen  sich  aber  auch  sehr  einfach  aus  der  Euler'schen  Auf- 
lösung herleiten.    Versteht  man  nämlich  im  Folgenden  unter  ^  dieselbe        m^ 
Wurzel  der  Resolvente  wie  in  No.  8)  und  unter  q\  \^  die  beiden  übrigen     •^ 
Wnrzeln,  so  ist  nach  der  Euler'schen  Auflösung 

wobei  die  Vorzeichen  nach  einer  bekannten  Kegel  bestimmt  werden.    An- 
dererseits hat  man 

9  +  9  +  ?^'  =  —  2&,     q  q'q'=^  c* 
oder 

p'+^"=:_2»_^,      2/^'  =  ^; 
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hieraoB  findet  sieh  sehr  leicht 


und  nach  Snbstitation  dieses  Wertbes  geht  die  Formel  0)  in  No.  7)  über. 
Für  die  praktische  Rechnung  dürften  die  Formeln  8)  einige  Vortheile 
Tor  der  Enler'schen  Methode  haben.  Erstens  bedarf  es  keiner  ünterschei- 
dnng  der  Fälle,  ob  c  positiv  oder  negativ  ist;  zweitens  brancht  man  nicht 
alle  drei  Wurzeln  der  Resolvente,  vielmehr  wird  man  für  q  immer  die 
eine  positive  Wurzel  nehmen,  die  jederzeit  vorhanden  ist;  drittens  erhält 
man  die  etwaigen  complexen  Werthe  von  x  sogleich  in  der  Normalform, 
während  die  Formel  9)  bei  complexen  q^  und  q"  zu  Ausdrücken  führt,  die 
erst  mittelst  der  Gleichung 

yr+jf^ 

nmgerechnet  werden  müssen.    Ist  z.  B.  die  gegebene  Gleichung 

«*  —  14a;*  +  40a:  —  75  s=  0, 
BO  erhält  man 

^»  — 28^*  +  496^—  1600  =  0, 
^  =  4,    ^'=12  +  16^/^,    ^"=12  — 16j/^, 
mithin  nach  den  £uler*schen  Formeln 

a:,  =  +  1  +^3  +  4/=T  — ^3— 4^^, 
a:,  =  +  i—jrz  +  4}/^  +  j/a-  4j/^, 
ar,  =  —  1  +  j/z  +  lf^  +  j/a — 4/=T, 

0:4=  —  1  —j/^+Af/^^  j/^^^y^, 

d.i.  wegen  j/3±4^Cri  =  2  +  /^ 

a?!  =  1  +  2 i^^'^^,    Xf  =  l  —  2'/^^y    a:,  =  +  3,    a:|=— ö. 
Dieselben  Werthe  findet  man  rascher  aus  No.  8)  mittelst  der  einen  Wurzel 

^  =  4.  BCBLÖMILCH. 


XDL  Veber  die  ComplanatioB  gewisser  Fusspunktfl&chen.  —  Pro- 
jicirt  man  den  Mittelpunkt  eines  aus  den  Halbachsen  a,  6,  c  construirten 
Ellipsoides  auf  alle  Bertthrungsebenen  desselben ,  so  erhält  man  bekannt- 
lich als  geometrischen  Ort  jener  Projeetionen  die  nämliche  Fläche  vierten 
Grades,  welche  Fresnel  in  seinen  Untersuchungen  über  die  doppelte 
Strahlenbrechung  als  Elasticitätsfläche  bezeichnet  hat,  nnd  deren  Glei- 
chung ist 
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Wir  denken  nns  dieselbe  von  zwei ,  darch  die  Oleichangen 

M.t^  +  N^y'^^, 

bestimmten  Kegeln  geschnitten  nnd  sncben  den  Flächeninhalt  Z  einer  so 

entstandenen  Zone  zn  ermitteln» 

Behnfs  der  Einführung  von  Polarcoordinaten  nennen  wir  r  den  Radius- 

vector  des  Punktes  xyz^  femer  ^  den  Neigungswinkel  von  r  gegen  die 

Horizontalebene  xy^  endlich  a>  den  Winkel  zwischen  der  o;- Achse  und 

der  Horizontalprojection  von  r;  es  ist  dann 

x^^r  cos'^  cos  fOf    y  =  r  cosiff  sinm^    z^=ir  sin^] 

die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 

r*=  a*  co8*^  cos^a  -{- c^  cos*^  sin^a  +  c^  «in*^, 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Kegel  gehen  über  in 

[{M^+  1)  C08*a  +  (iVo+ 1)  ««*»]  ^öÄ>  =  1, 
[{Ml  +  1)  cos*m  +  {Nt  +  1)  «n'wj  cos*^  =  i. 

Zur  Complanation  der  angegebenen  Zone  benutzen  wir  die  Formel 


und  erlialten  im  vorliegenden  Falle 


:=^fflh 


a*  cos^fff  cos^n  +  b*  C05*^  sin  'cd  +  c*  sin^iff  cos^dm  d^, 

wobei  sich  die  Integrationsgrenzen  aus  den  Kegelgleichungen  bestimmen, 
nämlich 

, 1 

cos  %  —  ^^^ ^  ^^  ^^^,^  ^  ^^^  ^  ^^  ^.^,^ , 

1 


CO£*^l  = 


{M,  + 1)  C05 ««  +  (iyr,  + 1)  sin^a  * 
Zur  Abkürzung  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein 
^  =  0*,    B  =  b\    C=^c*, 
Q=  A  cos*<o  +  B  sin*a  —  C=  (A—C)  cos^(a+  {B—C)  «n*a, 
Ä,  =  (ilf,  + 1)  cos'm  +  (iVo  + 1)  sin*c9, 
Ä|  =  (^1  + 1)  cos^t»  +  W  + 1)  9in  •», 
und  haben  dann 


■■='ffy 


yC+Qcos*^  cos^  da  d^. 

Das  auf  ^  bezügliche  Integral  wird  rational ,  wenn  man  die  Substitution 

Csin^fl;      _^  , 
C  +  Qcos*^ 
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anwendet;  diese  liefert  nftmlich: 

,/C(l  —  (»)  ,/  C+Q 


0    t„ 
nnd  zwar  sind  hier  die  Integrationsgrenzen : 

_  -f/C(\  —  cos'^'^  _  ^/C{R,~l) 

^  ,/C(l  — co^VÖ  _  tACA,  — 1) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  ß,  Ä,  nnd  Ä, , 


,,  C(^,  co«*ai+ iV,  sw*») 


(^  +  CJJfo)  cos^iü  +  {B+  CiVo)  ««'«'» * 


Nimmt  man 


{A  +  CAfi)  cos^Gi  +  {B+CN,)  sin'a' 


^0  —  ^»     ^0  =  ^i     ^i^^J^^    ^*^^^' 


wo  K^  and  J^,  irgend  welche  constante  Orössen  bedeuten ,  80  werden  die 
Integrationsgrenzen  t^y  ^|  constant,  nämlich: 


^'-Vc  +  K,'      ''-Vi 


C+ÜT,' 

nnd  in  diesem  Falle  ist  es  erlaubt,  die  auf  <  nnd  «  bezüglichen  Integra- 
tionen umgekehrt  anzuordnen ;  man  hat  also 


dt  dm 


d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  Q 

7—xVC*  C\i  i- Äcos*a-VBsin*m 

^~*r^  J  "VUC  +  C^— C)<'J  CO«'» -f-[C+CÄ—C)t']  «•/.»«}»      • 

Unter  der  Yoraussetznng  a <6  <;c  also  A<B<C  sei  ferner 
68  wird  dann 

^  ~  * '^ V     J  [(1  - o«*')  CO*««  +  (1  - /J»o  *o»  V 
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nnd  durch  Ansfäbrnng  der  ersten  Integration 
k 

Hieran  knüpft  sich  eine  sehr  einfache  Vergleichung  zwischen  der 
bisher  betrachteten  und  einer  ellipsoidischen  Zone.  Schneidet  man  näm- 
lich ein  ans  den  Halbachsen  a ,  h\  c  constmirtes  Ellipsoid  durch  die  bei- 
den elliptischen  Kegel 

so  entsteht  eine  ellipsoidische  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z"  durch  die  (in 
Heft  1  laufenden  Jahrganges  S.  4  unter  No.  7  angegebene)  Formel 

2-=     a'b'  f\   ^-"'^      I      ^-?*    { <<««        . 

bestimmt  wird,  wobei 


ti|=- 


Die  Formeln  für  Z  nnd  Z  werden  nun  völlig  identisch ,  wenn 
,       bc       ,,       ca        ,       ah 
a  0  c 

rr    ^\  rr   ^0 

genommen  wird ,  wobei  der  Homogenität  wegen  K^  =  k^^  K^  =  Ar/  sein 
möge.    Man  hat  dann  folgendes  Theorem : 

Der  Durchschnitt  der  Fusspnnktfläche 

mit  den  beiden  Kegeln 

giebt  eine  Zone,  welche  denselben  Flächeninhalt  besitzt, 
wie  die  elliptische  Zone,  die  aus  dem  Durchschnitte  des 
Ellipsoides 

und  der  beiden  Kegel 

hervorgeht.     Beide  Zonen  sind  durch  elliptische  Integrale   j 
quadrirbar.  j 
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Beiläufig  bemerkt,  hat  das  neue  EUipsoid  denselben  cnbisehen  Inhalt 
wie  das  ursprüngliche  EUipsoid,  aus  welchem  die  FusspunktflAche  abge* 
leitet  wurde;  die  Halbachsen  des  zweiten  Ellipsoides  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  Quadrate  der  Halbachsen  des  ersten. 

Für  Aro=0  und  Ar|  =  oo  geht  die  Zone  Z  in  die  halbe  Fusspunktfläche, 
2!  in  das  Halbellipsoid  über ,   mithin  besitzt  dann  die  ganze  Fusspunkt- , 
fläche  denselben  Flächeninhalt  wie  das  zweite  EUipsoid.    Diesen  speciel- 
len  Satz  hat  bereits  Tortolini  in  Crelle's  Journal,  Bd.  31,  S.  17,  mit- 
getheilt. 

Für  die  Fusspunktfl^chen  der  beiden  Hjperboloide  bleibt  die  Rech-^ 

nnng  im  Wesentlichen  ganz  dieselbe,  weil  die  Aenderung  der  Vorzeichen 

Yon  o*,  &*  oder  c*  keinen  Einflnss  auf  A^  B^C  hat;  mau  kann  daher  das 

obige  Theorem  leicht  auf  die  genannten  Fusspunktflächen  ausdehnen. 

(Aus  den  Sitzungsber.  d.  K.  8.  Gesellsoh.  d.  W.)  Schlömilch.    , 


Ueber  zwei  bestimmte  Integrale.   Von  Dr.  J.  Stefan.  —  (Aus 
dem  Jahresberichte  [1862]  der  Oberrealschule  am  Bauernmarkte  in  Wien.) 
Auf  die  bekannten  Integrale 


«X  rsinax,  n 

0 

00 


L  —  cosax  ,         a« 

2 

Ö 


00 


0 
lassen  sich  leicht  die  beiden  folgenden 

00 

dx  und    I  — -j—äx 

0  0 

reduciren ,  wenn  man  von  folgenden  Formeln  Anwendung  macht 

3)  (— l)»22«5ina:2«+i=^Wn(2n  +  l)a?— (2n  +  l)|5m(2n  — l)a:+... 

+  (— l)»(2n  +  l),*wj?, 

4)  (—0*"*  ^^"""*  *«'»  *^"  =  Cö#  2nx  —  (2n)i  cos  (2n  — 2)a:  + . . . 

+  (—1)"--*  (2«)^l  cos  2x  +  (—1)«  1(2«),. 

dx 
Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Oleiohungen  mit  —  und  integrirt  auf  bei- 

X 

den  Seiten  des  Gleichheitszeichens  ron  0  bis  oo,  so  erhält  man ,  die  Formel 
1)  anwendend, 

00 

(-l)-2»-J?^?L^d*  =  |jl_(2„  +  l),+(2„  +  l)._... 
0 

+  (— l)»(2«+l),j. 
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Um  die  Samme  der  innerhalb  der  Klammem  stehenden  Reihe  zu  finden, 
nehmen  wir  die  leicht  zu  enreisende  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten 
zn  Hilfe ,  nämlich 

5)  {P  +  l)k—Pk+Pk^i' 

Setzen  wir  2n  an  die  Stelle  von  p  nnd  für  k  der  Reihe  nach  0,  1,  2, ...  n, 
so  resnltiren  die  Oleichangen 

(2n  +  l)o  =  (2n)o 
X  _  (2n  + 1\  =  —  (2ii)|  -  (2n)o 

+  (2n  +  l),=  +  (2n),  +  (2n), 


(_1).  (2n  +  !)«=(-  l)«(2n),  +  (-  O*  (2n)«_f 
Addirt  man  alle  diese  Gleichungen,  so  folgt 

6)    1  -(2n+l).  +  (2«  +  l)t  -...  +  (— !)•  (2«  +  l),  =  (-!)•  (2«), 
und  somit  erhalten  wir  das  einfache  Resultat 

GO 

PTN  rsinx^''+^,  n      .     . 

Ö  i 

Setzt  man  in  der  Formel  4)  d?=0,  so  wird 

0=1  —  (2n),  +  (2n),  —  . . .  +  (—1)—^  (2«]Ul  +  (-1)«  i(2«)i.. 

Zieht  man  von  dieser  die  Gleichung  4)  ab,  multiplicirt  das  Resultat  auf 

dx 
beiden  Seiten  mit  — ^  und  integrirt  von  0  bis  oo,  so  erhält  man,  die  For- 
mel 2)  anwendend, 

(_l)--i2««-iy'f^^d:r=|J2n^(2n),(2n-2)  +  (2 
0 

Um  für  die  innerhalb  der  Klammern  befindliche  Reihe  die  Summe  zu  er- 
halten, benutzen  wir  wieder  die  in  5)  ausgesprochene  Eigenschaft  der  Bi- 
nomialcoefficienten. Wird  2n  —  1  für  p  und  für  k  der  Reihe  nach  0, 1,  2, .  •  • 
n — 1  gesetzt,  so  folgen  die  Gleichungen 

(2n)o=(2n-l), 

(2n).  =  (2«  — lX  +  (2n— l)o 

(2n),=  (2n-l),-h(2fi  — l), 


(2n),.i  =  (2n  — l),_i  +  (2n— 1)^2. 
Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

+  2w,    —  (2n— 2),   -t-(2n— 4),...  (— 1)»-2.2 
und  addiren  die  erhaltenen  Producte,  so  haben  wir  auf  der  ersten  Seite 
die  zu  suchende  Reihe ,  die  zweite  Seite  reducirt  sich  auf 

2[l_(2n-lX  +  (2n-l),— ...-(-(— l)»-i(2n-l)^il, 
wofür  wir  nach  der  Formel  O)  schreiben  können 
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(_l)i.-l2(2ll— 2),^l. 
Dies  ist  somit  die  gesuchte  Summe  für  die  in  Frage  stehende  Beihe 
nnd  ftlr  das  behandelte  Integral  erhalten  wir  das  einfache  Resultat 

8)  /%L%.=_:_  („_„„,. 

0 
Die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  7)  giebt  noch  die  interessante  Be- 
ziehung 

OD  00 

9)       J  — ^—  dx  =J  -^ dx  =  ^^^,  (2n-2),.i. 
0  0 

Auf  die  Integrale  7)  und  8)  kommt  man  zurück,  wenn  man  die  allgemei- 
neren 

0  0 

behandelt ,  in  welchen  k  gleich  h  oder  kleiner  sein  muss ,  wenn  ein  solches 
Integral  einen  endlichen  Werth  besitzen  soll.  Man  gelangt  nämlich  durch 
theilweise  Integration  leicht  zu  der  Reductionsformel 

tO) 

00  00  00 

/sinx^  ^   m{m — 1)        /*#m  a;**""^  ^  m^ fsinocf^  ^ 

*»     *^  — (n-l)(f|31)J  ~i^=^=^'^'"(n  — l)(n-2)c/^?^ 
0  0  0 

Sie  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  nicht  grösser  als  m  ist,  abgeleitet 
nnd  für  ihre  Anwendbarkeit  ist  noch  die  Bedingung,  dass  n  grösser  als  2, 
nothwendig. 

Eine  andere  Reductionsformel  für  das  letztere  Integral  wendet 
Schlömilchin  diesem  Journal,  Jahrg.  V,  S.  288,  an. 

Die  Formel  10)*  liefert  z.  B. 


f 


00 

m  j?*"+^  ^  n        2n  + 1  .  . 

-^ dx  = = (2n — 2)--.i, 

«»  1.2.22*      n       ^  ^"^^' 


/ 


00 

sin  x^* 


dx-- 


1.2.3.2^ 


i^4;r3i(^'*-^)-2 


XXL  Der  Fagnano'sche  Sats  auf  der  Kugelflftohe.  Von  Dr.  A. 
Enstepeb.  —  Wird  der  Bertthrungspunkt  P  einer  Ebene  E  mit  der  Kugel- 
flftche  AT  zum  Mittelpunkt  einer  Ellipse  genommen ,  welche  in  der  Ebene 
E  liegt,  yerbindet  man  jeden  Punkt  der  Ellipse  mit  dem  Centrum  von  K 
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dnrch  Geraden ,  so  entsteht  eine  Kegelfläche ,  welche  die  Kugelfläche  in 
einer  Curve  doppelter  Krümmang  schneidet.  Diese  Carve ,  die  sphärische 
Ellipse,  hat  bekanntlich  die  Eigenschaft,  dass  die  Snmme  der  Entfemun- 
gen ,  gemessen  durch  Bögen  grösster  Kreise ,  eines  ihrer  festen  Pnnkte  von 
zwei  festen  Punkten  der  Kugelflftche  constant  ist.  Nimmt  man  die  Ebene 
E  parallel  der  a;y- Ebene,  so  ist  die  sphärische  Ellipse  der  Durchschnitt 
der  beiden  Flächen : 

Setzt  man  ps=:r  tatiOy  q:=r  ianb^  a  >  ^ »  so  lassen  sich  die  TOrstehenden 
Gleichungen  ersetzen  durch : 

X cosa  ian^a  costp 

r       y(tan*a  cos*g>  +  ian*b  *m  V)  * 

j   y cos b  ian^b  sin  (p 

'  \    r       y{ian  *a  cos  '9  +  tan  *b  sin  '9) ' 

z /  sin^a  cos*<p  +  *i>i ^b  sin^qt 

r       r    (tan  'a  cos  '^  +  tan  *b  sifi  *<p) ' 
Sei  f{(f^  der  Bogen  der  sphärischen  Ellipse  von  dem  Punkte  an,   für 
welchen  9>=0,  bis  zu  dem  Punkte,  für  welchen  9  ==9,  also: 

0 
Mittelst  der  Gleichungen  1)  folgt : 

1     ,  . P   cosacosb  {(hnatanby  dq> 

r  J  tan *a  cos^(p  +  tan  '6  sin ^(p  y{sin^a  cos*ip  +  sin*b  sin*(p) ' 

0 

Setzt  man: 


sin^b 


m«6_         sinb_,      r  dfp      ^     _ 

in^a~     '    sina  —  '^'  J  Vil—I^  sin'tp)~    ' 


so  wird  die  Gleichung  für  f{jcp) : 
9 


1     .     P  k'^ sin a  cosa    1 d(p 

2)       ■;: r{SP)  —  j  Y(Y^h'tsin^a)  /^sin*(p      ^(1— Ä» sin'y) ' 

0  1       i—k'*sin'a 

Nimmt  man  ferner:  q)=^amuy 

si\a  z=:zsinam  (w,  k')  =  —  -p  cot  coam  (wi), 
1   /1coam{wi) 

cosa  :=iCOSam(W,k)=z  —   -: -r—r , 

^  k  stn  coam  {10t ) 

ya  —  Ä'*  sin  ^a)  =  Jam  (w,  k*)  =  -, — - , 

^  ^  '  ^        ^       stn  coam  (wt) 


i 
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80  geht  die  Gleichung  2)  über  in: 

u 
1     .  . /*   icoicoam(m)  Jcoam{wi) 

r    ^^^  t/  1  —  l^  sin* coam {tvt)  sin *amu      ' 

0 

oder 

3)  —  f{a  mu)  =  —  iucot  coam  (m)  A  coam  (wt) 

/A*  sin  coam  {wt)  cos  coam  (m)  Jcoam  (wt)  sin* am  u 
1  —  Ä*  sin  •  coam  {wt)  sin*  am  u 
0 

Nach  dem  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  er- 
hält man  hieraus : 

f[am{u  +  v)]—f{amu)—f{amv)  =  ^.log^—^, 

wo 

i2  =  A:*  m  coam {wi)  sin  am u  sin  amv  sin  am{u  +  v  —  iC+wt). 
Für 

ti-|-9=ir,  mamtt  =  9,  sinamv^sin^ff^  sin  coam  {wi)=^-yr ■  •  \> 

sin  am  {wi)  =  i  tan  a 
wird 

J^iana 

y{l — k*stn*a)       ^       ^ 
und 

Setzt  man  für  tan  a ,  tanb  ihre  Werthe  — ,  —  ein ,  so  ist : 

r      r 

Altena  ^•— ß«  1 


Kl  — /r'»m'a)  rA       j/L^B^' 

Geht  die  KugelflSche  in  eine  Ebene  über ,  so  erhält  man  aus  4)  für  r  =  oo 

unmittelbar  das  iTheorem  von  Fagnano.     In  der  Gleichung  4)  sind  die 

Winkel  9,  t|;  durch  folgende  Belation  verbunden : 

.  /  ,       sin  b 

k  tanmtanib^^l  oder  -: — te«g)/antl;  =  L 
^        ^  stna 

Legt  man  an  die  Kegelfläche  x*col*a  +j^cot*b  =  z*  eine  berührende  Ebene 

im  Punkte  (£,  17,  {;),  so  ist  deren  Gleichung: 

xi  cot*a  +  yfi  cot*b  =s  z  f. 

Geht  diese  Ebene  durch  den  Punkt  bestimmt  durch  die  Gleichungen  1) ,  so 

hat  man 

X  cos  acosg>  +  y  cos bcosq>=zz  y{sin *a  cos*g>'i-  sin*b  sin *tp). 

ZeiUchrift  f.  lUUiemAUk  u.  Physik.  VUI,  3.  16 


I 
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Diese  Ebene  schneidet  die  Kugelfläche  in  einem  grössten  Kreise,  welcher 
die  sphärische  Ellipse  in  dem  durch  g>  bestimmten  Punkte  berührt.  Setzt 
man  zur  Abkürzung:  sin'a  cos*q)  +  sin*b  sin*q>=  R^  so  lässt  sich  ein  Punkt 
der  bemerkten  sphärischen  Tangente  in  Function  eines  variabeln  Winkels 
il  auf  folgende  Weise  darstellen : 

X        /                          ^    ,    cosb  sin «  sin  A\  ,  /    R 
j  =  (cosa  cosq,  cosi  + y^ j^r^Ä' 

]  y        /       .     .  cos  a  cos  w  sin  X\^/    R 

5)  j  -^^(cosbstn^cosX y^ VV  i^R' 

Für  das  Bogenelement  ds  dieser  Tangente  findet  die  Gleichung  statt: 

6)  ds  =  rdX. 

Der  Punkt,  in  welchem  die  sphärische  Tangente  die  grosse  Achse  der 
sphärischen  Ellipse  schneidet,  liegt  in  der  a:z- Ebene.  Setzt  man  in  5) 
y=0,  so  hat  man  für  diesen  Punkt: 

cosb ,        ,.^ 

7)  ten  A  = tan  m  VR. 

Für  den  Berührungspunkt  müssen  die  Gleichungen  1)  und  5)  identisch  sein, 
man  hat  dann : 

^.  cob  a  cos  b  sin  q>  cos  q>  {tan  *a  —  tan  •  b) 

Integrirt  man  die  Gleichung  6)  nach  l  zwischen  den  Grenzen,  bestimmt 
durch  die  Gleichungen  0)  und  8),  so  folgt: 

r..    s  ^     cosb  ^         , . ^  cosa  cos b  sin q>  cos w  ilan "a  —  ian^b) 

9)   —  =  arclan tan wJ/R  —  arctan „J;   ■ 

'    r  cosa  yR 

cosa  cos b  tan*b  tan (p 

y{sin  *a  cos  *g>  +  sin  •  b  sin  *(p) ' 

wo  s  der  Bogen  der  Tangente  zwischen  ihrem  Berührungspunkt  mit  der 

Ellipse  und  ihrem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Achse  der  Ellipse  ist. 

Auf  dem  Umfang  der  sphärischen  Ellipse  bestimme  man  einen  zweiten 

Punkt  durch  den  Winkel  ^  und  lege  durch  denselben  ejne  Tangente  zur 

Curve.    Diese  Tangente  schneidet  die  kleine  Achse  der  Ellipse  in  einem 

Punkte,  welcher  in  der  yt- Ebene  liegt,   für  den  also  x  =  0  ist.     Setzt 

man  in  der  ersten  Gleichung  5)  x=:0  und  'V;  statt  q>j  so  folgt: 

ton  A  =  • cot tp  y(sin *a  cos  V  +  sin*b  sin *tb). 

cosb       ^  ^  ^  ^  ^^ 

Für  den  Berührungspunkt  hat  man  dieselbe  Gleichung  wie  8),  wenn 
ip  mit  ^  vertauscht  wird.  Bezeichnet  man  den  Bogen  dieser  zweiten  Tan* 
gente  zwischen  ihrem  Berührungspunkt  und  ihrem  Durchschnitt  mit  der 
kleinen  Achse  der  sphärischen  Ellipse  durch  /,  so  folgt: 
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s  cos ü  ,j/.«  •       ■      .«.     .«v* 

—  =  arctan r  cotib  Vi  sin  'a  cos^fp  +  sitrh  sin^ib) 

r  cosh  '  ^  ^  ^ 

cosa  cos b  sin  tfi  cos^  (ian*a  —  ian*b) 

+  arctan ,,,  .  , = — .     .  ,^    .  ,   . 

y{stn*acos*ilf  +  stn*bsm^if) 

cos  a  cos  b  tan  'a  cot  i// 

=  arctan  ,,,  .   , r r-rr—.-i-r • 

y{stn 'fl  cos '^  +  stn*b  stn ■^) 

Besteht  zwischen  0,  il;  die  Relation  1  =-: —  tan  q>  tanrU,  so  läset  sich  der 
^  ^  sma       ^         ^ 

Yontehende  Werth  von  /  auch  schreiben : 

—  =  arctan y(sin*a  cos^cp  +  sin^b  sin*q>)  tan q>, 

r  cosa    ^  ^/       ^ 

Aos  dieser  Gleichung  und  9)  folgt: 

/ —  *  sin  *fl  —  sin  *  Ä  sin  w  cos  w 

.  =  arctan 


r  cos a  cos b      y{sin * a  cos ^q)  +  sin*b  sin^ <p) 

.  sin*a  —  sin^b    tana    , 

==  arctan --5 • r  *«"  V  sin  tU, 

stn  'a  cos  b 

Setzt  man  wieder =  k\  so  folgt: 

stna 

k^tana 

s  —  s  =  r  arctan ,,,    .  .  ^  stn  q>  stn  ib, 

y{i—k*stn*a) 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  4)  giebt : 


[r{f)-fw]-n<p)=s'-> 


Auf  dem  Quadranten  einer  sphärischen  Ellipse  lassen  sich  also,  von 
den  Endpunkten  der  Hauptachsen  aus,  beliebig  viele  Paare  von  Bögen 
abschneiden ,  so  dass  ihre  Differenz  gleich  dem  Bogen  eines  grössten  Krei* 
ses  ist. 

XXIL  Bemerkung  über  einen  Lehrsatz  der  Oaometrie.  Von  Dr.  E.  W. 
Gbebe.  —  Zu  den  schönsten  Sätzen  der  Elementargeometrie  gehört  wohl 
der,  welcher  behauptet,  dass,  wenn  in  einen  Kreis  regelmässige 
Polygone  von  fünf,  sechs  und  zehnSeiten  beschrieben  sind, 
das  Quadrate  der  Fünfeckseite  so  gross  ist  als  die  Quadrate 
der  Sechseckseite  und  der  Z eh neckseite zusammengenommen. 
Zu  beklagen  ist  es  nur,  dass  die  Beweise  für  diesen  Satz ,  welche  bis  jetzt 
bekannt  geworden  sind,  insgesammt  etwas  Künstliches  und  Gesnohtes  ha- 
ben; welchem  Umstände  es  auch  ohne  Zweifel  zuzuschreiben  ist,  dass  der 
Satz  in  viele  Lehrbücher  der  Elementar- Geometrie  gar  nicht  aufgenommen 
worden  ist.  Von  dem  Beweise,  welchen  Euclides  (Eiem.  XIII.,  10)  gibt, 
urtheilt  Keppler  difßcvltatem  habet  caplus^  was  wohl  weniger  heissen  soll,  der 
Beweis  sei  schwer  zu  verstehen,  als  vielmehr  er  sei  schwer  zu  fassen,  zu 
behalten.  Die  Erfahrung  nämlich  macht  jeder  Lehrer,  der  diesen  Beweis 
Anfängern  vorträgt,  dass  derselbe  den  Schülern  viel   rascher   abhanden 
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kommt,  als  mancher  andere,  e^en  weil  der  Gang  des  Beweises  kein  einfach 
durch  den  Gegenstand  selbst  vorgezeichneter  ist.  Nicht  anders  jedoch  rauss 
das  Urtheil  über  den  Beweis  unseres  Satzes  von  Keppler  (ßarmonice  mundi 
Hb,  /.)  ausfallen,  und  auch  der  Beweis,  welchen  Kunze  (Lehrbuch  der  Geo- 
metrie S.  173)  zu  den  beiden  genahnten  hinzufügt ,  führt  uns  erst  auf  Um- 
wegen und  durch  einiges  Dorngestrüppe  zu  seinem  anmuthigen  Ziele. 

Bei  dem  Beweise  eines  Satzes,  der  wie  der  vorliegende  aussagt,  dass 
ein  Quadrat  so  gross  sein  solle,  als  zwei  andere  zu/sammengenommen,  er- 
wartet man  nicht  blos,  nein  man  verlangt  sogar  die  Benutzung  des  pytha- 
goräischen  Lehrsatzes.  Es  handelt  sich  also  in  unserem  Falle  darum,  dass 
das  rechtwinklige  Dreieck  aufgezeigt  werde,  dessen  Hjpothenuse  die  Fünf- 
eckseite, dessen  Katheten  die  Sechseckseite  und  die  Zehneckseite  von  re- 
gelmässigen in  denselben  oder  in  gleiche  Kreise  beschriebenen  Polygonen 
sind.  An  der  Stelle  der  Geometrie,  wo  dieses  in  einfacher  Weise  geschehen 
kann,  ist  die  Heimath  unseres  Satzes,  an  andere  Stellen  verpflanzt,  ist  er 
ein  Fremdling. 

Unser  Satz  gehört  in  die  Lehre  von  den  regulären  Kör- 
pern. Da  lässt  er  sich  nicht  allein  sehr  kurz  und  einfach  beweisen,  son- 
dern wir  erkennen  auch  aus  den  verwandten  Sätzen,  in  deren  Gesellschaft 
er  auftritt,  dass  er  hier  seine  richtige  Stelle  hat. 

Wir  betrachten  ein  reguläres  Dodecaeder  oder  Icosaeder  und  fassen 
zwei  in  einer  Kante  zusammenstossende  Grenzflächen  eines  solchen  Körpers 
näher  ins  Auge.  Die  vier  Mitten  der*der  gemeinschaftlichen  Seite  benach- 
barten Seiten  dieser  Grenzflächen  sind  die  Eckpunkte  eines  Rechtecks.- 
Die  Diagonale  des  Rechtecks  ist  die  Fünfeckseite,  von  den  Seiten  des 
Rechtecks  ist  die  längere  die  Sechseckseite  und  die  kürzere  die  Zehneck- 
seite eines  regelmässigen  Polygons,  bei  welchem  der  Halbmesser  des  um** 
schriebenen  Kreises  die  Entfernung  der  Mitte  einer  Kante  von  dem  Mittel- 
punkte des  regulären  Körpers  ist. 

Aus  der  Betrachtung  des  regulären  Hexaeders  oder  Octaeders  ergiebt 
sich  auf  dieselbe  Weise  der  Satz,  dass  für  einerlei  Kreis  das  Quadrat  der 
Seite  des  regelmässigen  Dreiecks  so  gross  ist,  als  die  Quadrate  des  regel- 
mässigen Vierecks  und  regelmässigen  Sechsecks  zusammengenommen.  Die 
Betrachtung  des  regulären  Tetraeders  ergiebt  nur,  dass  das  Quadrat  der 
Seite  des  regelmässigen  Vierecks  doppelt  genommen  gleich  sei  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  oder  des  regelmässigen  Zweiecks ,  indem  das  oben 
erwähnte  Rechteck  hier  in  ein  Quadrat  übergeht. 

Da  sich  bei  den  regulären  Körpern  auch  sonst  noch  Mitten  von  vier 
Kanten  zusammenstellen  lassen,  welche  die  Eckpunkte  eines  Rechtecks 
(oder  Quadrats)  sind ,  so  erhalten  wir  noch  mehrere  verwandte  Sätze ,  in 
denen  aber  freilich  auch  Diagonalen  regelmässiger  Polygone  vorkommen. 
Um  hier  diese  verwandten  Sätze  noch  kurz  aufführen  zu  können,  wollen 
wir  uns  einer  Bezeichnung  bedienen  ,  bei  weleher  durch  den  Nenner  eines 
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BrucliB  die  Zahl  der  Polygonseiten  überhanpt ,  durch  den  Zähler  aber  die 
kleinere  Zahl  der  durch  die  Diagonale  abgeschnittenen  Polygonseiten  an? 
gegeben  wird.  Der  Zähler  1  drückt  dabei  aus,  dass  nicht  von  einer  Diago- 
nale, sondern  von  der  Seite  selbst  die  Kede  sein  soll.  Sind  hiernach  die 
bisher  besprochenen  Relationen  darzustellen : 

3)  (i)*  =  (*)'  +  (iV)*.  2)  (J)«=(i)'  +  a)'.  3)  (i)'  =  (i)»  +  (i)»; 
SO  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  des  Hexaeders  und  Octaeders  noch 

4)   U)' =  {*)«  +  (*)»,      5)   (4)'= (!)'+(*)•, 

und  aus  der  Betrachtung  des  Dodecaeders  und  Icosaeders 

6)     (i)'  =  (,V)*  +  (i'o)»,       7)    (f)«  =  W  +  (A), 

8)     (i)*=(f)'  +(iV)',      9)     (4)'  =  (i)*  +  (iV)- 
Von  diesen  Relationen  verdienen  nur  6)  und  7)  einige  Beachtung, 
die  übrigen  folgen  aus  den  schon  bekanntesten  Sätzen  der  Geometrie  auf 
die  einfachste  Weise» 


ZXnL  Zur  Oeiehichte  der  Speotralanalyse  nnd  der  Analyse  der 
Sonnenatmosphäre,  von  0.  Kirohhoff.  (Pogg.  Ann.,  Bd.  118,  S.  94.) 
'Die  wichtigen  Entdeckungen  von  Kirchhoff  und  Bunsen  haben 
Prioritätsansprüche  von  Seiten  englischer  Gelehrten  hervorgerufen,  die 
durch  die  oben  citirte.  Abhandlung  von  Xirchhoff  zurückgewiesen  wer- 
den. Es  lässt  sich  allerdings  nicht  läugnen,  dass  sich  bereits  vor  Kirch- 
boff  nnd  Bunsen  mehrere  Gelehrte  mit  farbigen  Flammen  und  deren  Ab- 
sorption beschäftigt  haben,  allein  Kirchhofes  Auseinandersetzung, 
deren  Resultate  wir  im  Folgenden  mittheilen ,  zeigt ,  dass  die  Vorgänger 
der  genannten  deutschen  Spectralanalytiker  keineswegs  Das  klar  und  be- 
stimmt ausgesprochen  haben,  was  Kirch  hoff  und  Bunsen  als  Resultat 
ihrer  Untersuchungen  hinstellen  konnten  und  wodurch  sie  sich  so  hohes 
Verdienst  erworben  haben. 

1.  J.  Herschel  {Edinb.  PhiL  Trans,  1822,  p,  455)  beschreibt  kurz  die 
Spectren  von  Chlorstrontium,  Chlorkalinm,  Kupferchlorid,  salpetersaurem 
Knpferoxyd  nnd  Borsäure.  Im  Artikel  Light  {Encyclop,  Metrop,  1827,  p.  438) 
sagt  er,  dass  Natronsalze  ein  reichliches  homogenes  Gelb,  Kalisalze  ein 
schönes  blasses  Violett  geben.  Herschel  führt  die  Chlorverbindungen 
als  besonders  geeignet  zur  Hervorbringung  der  Farbenerscheinungen  an 
Flammen  an ,  weil  sie  am  flüchtigsten  sind ,  und  berührt  die  Farben ,  wel- 
che von  den  Salzen  von  Calcium,  Strontium,  Lithium,  Baryum,  Kupfer  und 
Eisen  veranlasst  werden.  Auch  erwähnt  er,  dass  die  reinen  Erden,  in 
kleinen  Partien  in  die  durch  einen  Sauerstofifstrom  von  einer  Spirituslampe 
erhaltene  Stichflamme  gebracht,  ein  helles  Licht  geben ,  welches  bei  der 
prismatischen  Analyse  begrenzte  Streifen  zeigt,  durch  deren  Farbe  die 
Flamme  char akter isirt  sei  und  welche  jedenfalls  von  den  Molecülen  der 
färbenden  Substanz  herrühren,  welche  in  Dampf  übergeführt  und  stark 
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erhitzt  erhalten  werden.  Allein  Hersohel  spricht  sich  über  den  Znsam* 
menhang  in  besonderen  Fällen  nirgends  bestimmt  ans,  so  dass  er  zwar  an« 
giebt,  bei  heftigen  Verbrennaogen ,  z.  B.  des  Schwefels  in  einem  weiss- 
glübenden  Tiegel ,  einen  gelben  Streifen  gesehen  zu  haben ,  jedoch  nicht 
versucht,  denselben  durch  die  Anwesenheit  von  Natronsalzen  zu  erklären. 

Talbot  {Brewster's  Joum.  of  Science  V,  1826,  Chemical  News  Aprü  27, 
1801)  erwähnt,  dass  die  prismatische  Analyse  in  der  Flamme  von  einer 
Mischung  von  Schwefel  und  Kalisalpeter  einen  rothen ,  wahrscheinlich  den 
Kalisalzen  angehörigen  Streifen  zeige  und  spricht  die  Hoffnung  aus,  dass 
die  Untersuchung  der  Flamme  durch  das  Prisma  Substanzen  darin  nach- 
zuweisen vermöchte ,  welche  ausserdem  nur  durch  eine  chemische  Analyse 
entdeckt  werden  könnten.  Aber  Tal  bot  hat  den  gelben  Streifen  gesehen, 
„wo  kein  Natron  da  sein  konnte^S  und  da  er  diesen  Streifen  oft  da  fand, 
wo  wasserhaltige  Substanzen,  wie  z.  B.  Holzsplitter,  Salze  mit  Krystaü« 
wasser^  in  die  Flamme  gebracht  wurden,  so  schreibt  er  ihn  dem  Wasser 
zu,  in  anderen  Fällen  allerdings  auch  dem  Schwefel. 

Die  Versuche  von  Wheatstone,  Massen,  Angström,  van  der 
Willigen,  PlUcker  und  Despretz  Über  das  Spectrum  des  elektrischen 
Lichtes  wiesen  wohl  darauf  bin ,  dass  die  bellen  Linien  des  Spectrumd  der 
Flamme  ausschliesslich  durch  deren  Bestandtheile  hervorgebracht  sein 
könnten,  sie  lieferten  jedoch  den  bestimmten  Beweis  dafttr  nicht 

Im  Jahre  1845  hat  A.  Miller  die  durch  Salze  gefärbte  Alkoholflamme 
durch  das  Prisma  analysirt  und  Abbildungen  der  erhaltenen  Spectren  ge- 
liefert, die  indess  so  wenig  gut  ausgefallen  sind,  dass  es  manchem  der 
neueren  Beobachter  nicht  gelungen  ist,  aus  der  Abbildung  das  zu  charak* 
terisirende  Element  zu  erkennen. 

Swan  hat  bei  Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  die  prismatischen 
Spectren  der  Flammen  von  Kohlenwasserstoffverbindungen  bemerkt,  dass 
eine  oft  auftretende  gelbe  Linie  wahrscheinlich  von  der  Anwesenheit  sehr 
geringer  Mengen  von  Natriumsalzen  herrühren  möge;  allein  da  sich  seine 
Untersuchungen  hauptsächlich  auf  die  Kohlenwasserstoffe  beziehen  sollten, 
hat  er  die  in  der  Flamme  flüchtigen  Salzverbindungen  nicht  besonders  zum 
Object  seiner  Untersuchungen  gemacht,  sondern  sich  nur  mit  der  ihres 
häufigen  Vorkommens  wegen  auffälligen  Natronlinie  beschäftigt. 

2.  Angström  (Pogg.  Ann.,  Bd.  04)  hat  allerdings  schon  eine  Hypo- 
these über  die  Absorption  von  Lichtstrahlen  durch  farbige  Flammen  und 
zwar  ziemlich  undeutlich  ausgesprochen,  allein  es  ist  das  nicht  der  von 
Kirchhoff  durch  Experiment  und  theoretische  Speculation  erwiesene 
Satz,  der  die  Grundlage  der  Theorie  der  Chemie  der  Sonne  bildet,  dass 
ein  glühender  Körper,  der  nur  Lichtstrahlen  von  gewissen  Wellenlän^n 
aussendet,  auch  nur  Lichtstrahlen  von  diesen  Wellenlängen  absorbirt. 

Nach  Versuchen,  die  Stewart  {Trans,  of  the  R,  Soc.  of  Edinburgh 
1858)  über  Wärmestrahlung  und  Absorption  gemacht  hatte,  sprach  er  ohne 
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giltigen  Beweis  den  Satz  von  der  gleichen  Absorption  und  Kadiation  für 
alle  Strahlen  aus. 

A.  Miller  führt  in  seinem  Berichte  on  speclrum  analysis  {Chemical 
Kernt  vom  10.  April  1862)  die  absorbirende  Eigenschaft  leuchtender  Atmo- 
spliiiren  an,  ohne  su  berühren,  wie  er  zu  ihrer  Kenntniss  gelangt  sei; 
Crookes  hat  hierauf,  diesen  Ausspruch  für  ein  Kesultat  vonMiller^s 
Arbeit  von  1845  nehmend,  diesem  die  Entdeckung  der  absorbirenden  Eigen- 
schaften der  Flamme  (17  Jahre  vor  Kirchhoff)  zugeschrieben.  Nach  einem 
Briefe  von  W.  Thodison  hat  S tokos  in  Folge  eines  Experimentes  von 
Miller  die  Vermuthung  (s*  a.  PhiL  Mag.  Febr.  1862)  geäussert,  dass  ge- 
filrbte  Flammen  die  Strahlen  ihrer  eigenen  Farbe  absorbiren  möchten  und 
dass  man  aus  den  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectruras  auf  die  chemische 
Beschaffenheit  der  Sonnenatmosphäre  würde  schliessen  können;  allein  die 
Vermuthung  Stokes'  über  die  Absorption  haben  doch  erst  Bunsen  und 
Kirch  hoff  durch  ihre  Versuche  und  Letzterer  allein  durch  seine  theore- 
tischen Betrachtungen  erwiesen.'  Dr.  Kahl. 


ZZrV.   Die  Quecksilberliiftpumpe  von  J.  KravogeL    (Pogg.  Ann., 

Bd.  117,  S.  606.) 

Bei  den  Qnecksilberluftpumpen  setzt  man, bekanntlich  den  zu  evacui- 
renden  Becipienten  unterhalb  mit  einem  Rohre  in  Verbindung,  in  welchem 
man  das  Quecksilber  bis  zum  Becipienten  steigen  lassen  kann.  Die  anfangs 
im  Steigrohre  enthaltene  Luft  muss  durch  einen  dicht  am  Becipienten  an- 
gebrachten Hahn,  resp.  Ventil  beim  Emporsteigen  des  Quecksilbers  ent- 
weichen können.  Ist  das  Quecksilber  durch  mechanischen  Druck  mittelst 
eines  Kolbens  oder  durch  Einfüllen  in  ein  mit  dem  Steigrohr  commnnici- 
rendes  Rohr  bis  an  den  Recipienten  gestiegen,  so  wird  eine  Verbindung 
zwischen  letzterem  und  dem  Steigrohr  mittelst  Hahn  oder  Ventil  herge- 
stellt und  man  bewirkt  nun,  dass  das  Quecksilber  im  Steigrohr  sinken 
kann,  entweder  durch  Oeffnen  eines  in  demselben  unten  befindlichen  Aus- 
flusshahns  oder  durch  Zurückziehen  des  Kolbens.  Das  Steigen  des  Queck- 
silbers treibt  die  Luft  aus  dem  Steigrohr,  das  Sinken,  desselben  verdünnt 
die  Luft  im  Recipienten ,  Wiederholung  des  Verfahrens  macht  endlich  den 
Recipienten  luftleer.  Unter  den  bekannteren  älteren  Quecksilberluft- 
pnmpen  ist  es  die  von  Baader,  bei  welcher  ein  communicirendes  Füllrohr 
nnd  Aiisflusshahn ,  die  von  Hindenborg,  bei  welcher  ein  Kolben  ange- 
wendet ist. 

Bei  der  Pumpe  von  Kravogelist  ein  vertical  stehender  Glascylinder 
verwendet,  welcher  seitlich  durch  ein  Rohr  mit  dem  Recipienten  commu- 
nicirt.  Das  Verbindungsrohr  enthält  einen  Hahn ,  der  dem  Recipienten  mit 
dem  Cjlinder  zu  verbinden  oder  von  ihm  abzuschliessen  gestattet.  Der 
Kolben ,  von  unten  in  den  Cylinder  eintretend ,  welcher  über  dem  Kolben 
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mit  Quecksilber  ansgefttllt  ist,  schiebt  beim  Aafsteigen  in  den  Cylinder 
das  Quecksilber  bis  an  das  obere  verjüngte  und  mit  (nach  Aussen  sich 
öffnendem)  Ventil  versehenem  Cjlinderende,  wobei  natürlich  der  Verbin- 
dungshahn geschlossen  sein  muss.  Beim  Zurückziehen  Iftsst  der  Kolben 
hinter  sich  einen  fast  luftleeren  Raum ,  in  welchen  man  durch  Oeffnen  des 
Verbindungshahns  die  Luft  aus  dem  Recipienten  einströmen  lässt.  Oeftere 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  brachte  bei  einer  KravogePschen  Pumpe 
den  Druck  im  Recipienten  bis  unter  ein  Millimeter  zuverlässig  herunter. 
Sehr  gute  Resultate  lieferte  namentlich  der  Kunstgriff,  nach  einigen  hun- 
dert  Kolbenzügen  das  obere  Cjlinderende  nicht  mit  der  atmosphärischen 
Luft,  sondern  mit  einem  schon  luftleer  gemachten  Räume  correspondiren 
zu  lassen.  Dr.  Kaui.. 

XXV.  Bemerkungen  über  Herrn  Jos.  Popper's  „Beiträge  sn  Weddle*i 
Methode  der  Auflösung  numeriseher  01eiohnngen<*.    Von  Simon  Spitzer. 

Weddle  hat  im  Jahre  1843  eine  Methode  veröffentlicht,  um  die  Wur- 
zeln einer  numerischen  Gleichung  in  der  Form 

«.('+&)0+^)0+iSö)(i4ö)- 

zu  bestimmen ,  in  welcher  a^  ein  genäherter  Werth  der  Wurzel  und  a^ ,  o,, 
at^ai...  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  als  10  sind. 

Diese  Methode  hat  Schnuse  in  seiner  im  Jahre  1850  erschienenen 
Schrift  über  höhere  Oleichungen  mitgetheilt  und  durch  einige  Beispiele 
erläutert. 

Im  Jahre  1851  habe  ich  eine  Schrift  über  Gleichungen  unter  folgen* 
dem  Titel  veröffentlicht:  „Allgemeine  Auflösung  der  Zahlen  -  Gleichungen 
mit  einer  oder  mehreren  Unbekannten*^  und  in  derselben  Seite  69  bis  73 
nicht  nur  die  Weddle*sche  Methode  reprodncirt,  sondern  auch  dieselbe 
ausgedehnt  auf  die  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  höherer  Gleichun- 
gen und  auf  die  Berechnung  der  Wurzeln  bei  Systemen  höherer  Gleichun- 
gen mit  mehreren  Unbekannten. 

Herr  Josef  Popper  hat  nun  im  letzten  Hefte  dieser  Zeitschrift 
(Jahrg.  VII,  Seite  384)  unter  dem  Titel:  „Beiträge  zu  Weddle's  Methode 
der  Auflösung  numerischer  Gleichungen**  fast  durchgehends  meine  eben 
erwähnte  Arbeit,  die  er  kannte  und  über  welche  ich  mit  ihm  vor  vier 
Jahren  sprach,  reproducirt,  ohne  dieselbe  auch  nur  im  Entferntesten  sn 
erwähnen. 

Ich  halte  es  daher  für  meine  Pflicht,  mir  die  Priorität  auf  die  genannte 
Erweiterung  der  Weddle^schen  Methode  zu  wahren  und  bedaure  nur,  dass 
Herr  Popper  mich  in  'die  peinliche  Lage  brachte,  dieses  thun  zu  müssen. 

Wien,  den  16.  December  1862. 


IX. 

Ueber  einige  Formeln  ans  der  analytischen  Oeometrie 

der  Fl&chen. 

Von  Dr.  A.  Ennepeb, 

DocAt  an  der  UniTeraität  Göttingen. 
(Fortsetxting  der  Abhandlung  T.  VII,  p.  305  dieser  Zeitschrift.) 


xn. 

Von  den  beiden  Systemen  der  Krtimmungslinien  einer  FIftcfae  sei  das 
eine  (v)  plan ,  das  zweite  (u)  sphärisch.  Man  hat  dann  nach  dO)  nnd  59) 
die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

wo  U  nnr  von  u  abhängt  nnd  Ri ,  ^|  Functionen  von  v  allein  sind.     S.etzt 

man  zur  Abkürzung: 

ff 

89)  Äi  cos»i  =p ,    Ä,  «in dl  =  q ,        ~^  =  i, 
so  werden  die  obigen  Qleichungen  einfacher : 

90)  N=U-f,    Mc=:^t. 
Mittelst  dieser  Gleichungen  und  38)  findet  man: 

Q^.     J3»r^  r  r'V   '     du  r  r'  r"r     ' 

^      ^-L^l     litt  ^1~1tj'^^0  m 

V       r     ov      r  r  du       r  r  r 

TT'       ^^       r^'     r.1.1.         dM'^dN       PO      .,^.     ,       ^ 

wo  1/  =  -— .     Die  Gleichung  r f-  -—  =  -77-;  wird  hierdurch : 

du  ^  dv       du      rr 

r   *dv       r  r      r    ^  " 

oder,  wenn  g  eine  Unbestimmte  bedeutet, 

«)  .i=rFfe-.('+"'  7=1+1+7»  ('+7)- 

Z«iuehrifl  f.  MatheoMlik  «.  Physik.  VHI,  4.  17 
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PO        d  P  P  0 

Sabstitairt  man  diese  Werthe  von  -?>,  -r  in  ^ — r,  = r»  -t-  t^  so  folgt: 

r      r         dv  r  r    r 


'1^ 

dv 

(r —  1  = m — . 

oder  integrirt: 
93) 

WO  üi  eine  beliebige  Fnnction  von  u  bezeichnet.  Mittelst  dieser  Gleichang 
lassen  sich  die  Gleichungen  92)  anf  folgende  Art  schreiben : 

^    ^  r Ü,*g—V    r~g{g  —  l)U^dv' 

Nach  38)  und  91)  ist: 

d   P       P  dr"       ,  „       ^P  Q 

—  V  —^)  ~ 

also 


-('•  -'^Tv  7'='7  ä7-=(''  -'">7  7 '• 


g7=('--r);:r/. 
und  da  nach  89)  r'=j?  +  ?^  so  folgt: 

WO  pr=z  —  ^  q=z—.     Sind  g,  iy,  f  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 

osculatorischen  Kugelfläche  einer  KrümmuDgslinie  des  Systems  {u) ,  so  hat 
man  nach  61)  und  89) : 

il  =  X  +  p  cosa  +  <?  cosa\ 
ri  =  y  +p  cosh  +  q  cosb'\ 
f  =  2  +^  C05  c  +  <?  cos  c\ 

vo  $ »  ^  9  ^  nur  von  v  abhängen.    Setzt  man  —  =  ^,  so  giebt  die  erste  der 

vorstehenden  Gleichungen  nach  v  differentiirt: 

Wegen    U-r^N  und   94)   lässt   sich   die  vorstehende  Gleichung   auch 

schreiben : 

95)'  ^=(^p+gV)eosa  +  qU^co8a'+j^qt*^-q^^ 

Analoge  Gleichungen  erhält  man  für  tf,  ^.     Quadrirt  man  diese  Gleichun- 
gen, bildet  die  Summe  der  Quadrate,  so  folgt: 
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Diese  Gleichung  geht  wegen 
Q  1 


i+t*+o* 


fiber  in : 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt : 

96)  l  +  U*+Ui*  =  6*, 

Da  3  nar  von  u  abhängt,  so  ist  die  Gleichung  07)  allgemein  integrabel  in. 
Äwei  Fällen,  wenn  nämlich p  constant  ist ,  oder  J'*  +  iy'* +  {;'•=/>'•  ä«,  wo 
k  eine  Constante  bedeutet.  Diese  beiden  Fälle  sind  nun  die  einzigen,  in 
welchen  eine  Fläche  mit  planen  und  sphärischen  Krümmungslinien  existi- 
ren  kann,  wie  gezeigt  werden  soll.  Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Ebene  der  planen  Krümmnngslinie  mit  den  Achsen  bildet,  sind  ü cos  a 
—  eosa\  ücosb  —  cosb\  ücosc  —  cosc  proportional,  die  Gleichung  der 
Ebene  ist: 

98)  xiTJcüsa—  cos a)  +  y {ü cos b  —  cos b*)+z{U cosc —  cosc)=f(u)^ 

wo  f{u)  eine  beliebige  Function  von  u  ist,  durch  Differentiation  nach  v  folgt 
nämlich,  dass  die  linke  Seite  von  08)  unabhängig  von  v  ist.  Die  Gleichun- 
gen 95)  respective  mit  Ucosa — cosa\  ücosb — cosb\  ücosc  —  cosc  mul- 
tiplicirt  und  addirt  geben ,  wegen  08) , 

99)  1(17  co^a  —  cosa)  +  ri  {ü  cos  b -- cos  b')  +  i  {ücosc — cosc)=zpü+f(u). 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  besteht  ans  Termen,  deren  jeder  das  Pro- 
duct  einer  Function  von  u  in  eine  Function  von  v  ist^  woraus  folgt,  dass 
£)  ^1  iy  P  laicht  von  einander  unabhängig  sein  können.    Setzt  man 

so  leitet  man  durch  Differentiation  nach  v  aus  00)  folgende  Gleichungen  ab : 

100) 
l{lJcosa'-cosa)+  r^  {ücosb  — cos b')+   i{ücosc-^cosc)  =pü+f{u\ 
^{ücosa—cosa)  +  tj  {ücosb '-'Cvsb')+  ^' {ücosc— cosc)  ^=zpü^ 

\t' {üco^a-'Cosa)  +  ti" {ücosb  —  cosb')  +  J^' {ücosc  — cosc)  z=zp'ü^ 

,  ^"{ü cosa— cosa)  +  vf" {ücosb— cos b')  +  ^"{ü cosc— cos c) :=^ p"' U, 

Setzt  man 

i    p 

ff  9 

P 

r  p" 

riP" 


n 

so  geben  die  obigen  Gleichungen : 


I" 

r 


=A 


17* 
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,      /■(«)  dd       „      .  ^,      f(u)  dJ 

lon    /  "*    ^  ^    ^'' 

In -I^! =a-r  r-r  enthält  die  linke  Seite  nur  «,  die  rechte  nur  », 

jede  Seite  dieser  Gleichung  muss  also  constant  sein.  Analoges  gilt  ftlr  jede 

der  Gleichungen  (100).    Die  Gleichung  98)  wird  aber  dann  unabhängig  von 

u  und  stellt  eine  feste  Ebene  vor.    Hieraus  folgt,  dass  die  rechten  Seiten 

der  Gleichungen  lOi)  in  der  Form  %  erscheinen  müssen,  was  stattfindet, 

wenn  entweder 

dA  ZA  dJ  dA 

f(u)  =  0,  A  =  0,  oder  ^  =  0,   ^=0,  ^==0,  —  =  0. 

Ist  f(u)  =  0,  so  geben  die  drei  ersten  Gleichungen  100) :    • 

102) 
dA^  dA  d_A 

ücosa-^cosa  =^Ü-T^^y    Ucosb  —  cosb'  =  ü;r^,    ücosc  —  cosc'i=zü^--y 
oA  oA  oA 

dp  dp  dp 

TT  '  ' 

Wären  wieder — , . . .  constant  ^  so  würde  die  Gleichung  98)  für 

f(u)  =  0;  {ücosa  —  cosa)  x+  (JJ cosh  —  cosb')  y  +  (ü cosc — cosc)  z  =  0 
von  u  unabhängig  sein ,  also  eine  feste  Ebene  vorstellen.  Sieht  man  von 
diesem  parttculären  Fall  ab ,  so  müssen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 

102)  die  Form  §  annehmen,  was  zu  folgenden  Annahmen  führt: 

^  =  0,   -=0  oder  -=0,   -=0,   -  =  0,   ^-=0. 
In  allen  Fällen  muss  also  die  Gleichung 

int 

y,ff  ff         f,ff 

rff      fff    i-fff 

erfüllt  sein ,  d.  h.  i^fi^i  sind  durch  eine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coefücienten  unter  einander  verbunden,  oder  auch,  der  Punkt  (I,  17«  (0 
liegt  immer  in  einer  festen  Ebene.  Da  man  immer  annehmen  kann,  dass 
die  feste  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehe,  so  kann 
man  setzen :  6  co^/"+  ij  cosm' •{-  f  cosn*  =  0.  Gehören  die  Winkel  / ,  m ,  « ; 
r,  m', n';  /", m'',  n\  zu  drei  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  im  Räume, 
80  lässt  sich  die  Gleichung  J  cosf'+  f^  cosm"+  f  cosn'  =  0  ersetzen  durch 

103)  |  =  rco5/+r,  cosr,  iy=  Fco^m  +  F,  fo*m',  f  =s  Fco«n  + F,  cojw", 
wo  V,  Vi  zwei  beliebige  Functionen  von  v  bedeuten.    Durch  die  Gleichun- 

gen  103)  ist  die  Gleichung  ^—  =  0  offenbar  erfüllt.    Finden  noch  die  Glei- 


dp'' 
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changen  — ^-  =  0,  ^—=0,  ^—=0  statt,   so  sind  zwei  Fälle  zu  unter* 

0%  ^V  ^i 

scheiden ,  entweder  p  ist  constant  oder  rariabel.  Im  ersten  Falle  sind  die 
bemerkten  Gleichungen  identisch  erfüllt,  im  zweiten  Falle  sind  £,  17,  (  und 
p  durch  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  unter  einander 
verbunden ,  wegen  der  Gleichungen  103)  findet  dann  eine  solche  Relation 
zwischen  F,  Fi  und  p  statt.  Für  ein  variables  p  kann  man  in  103)  einfach 
V:ssp  setzen  und  erhält  so: 

104)  i^=pcosl+ViCosfy  i^=pco«m  +  r,  C05I«',  i:=pcosn  +  ViCOsn\ 

Durch  diese  Werthe  von  £ ,  f},  f  sind  die  Gleichungen 

gleichzeitig  erfüllt.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen ,  dass  die  Gleichungen 
l(f4)  die  Bedingung  f(u)  =  0  nach  sich  ziehen.  Substituirt  man  nämlich 
die  Werthe  von  |,  1},  f  aus  104)  in  00),  so  folgt: 

[{Ucosa — co8a)co8l'{'{Ucosb — cosb^cosm+^Ucosc — cos  c)  cos  n  —  U]p 
+  [{Ucosa — cosa)  cosf+{Ucos  b — cos  b')  cos  tn+{Ucosc—cos  c)  cos  n]  Vi=if{u), 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  v ,  eliminirt  zwischen  der  vor- 

dV 
stehenden  und  der  neuen  Gleichung  den  Factor  von  Fj  und  -^,  so  folgt: 

ov 

,03)  A") ^ 

{Ucosa— 0030)0031+  {Ücosb — cosb')cosm-\-(Ucosc — coso')  cosn  —  U 

dv 
Jede  Seite  dieser  Gleichung  mass  constant  sein,  man  hat  dann 

j^{p-h)==pV,  und  r,  =  «(p-Ä), 

WO  e  und  h  zwei  Constanten  sind.  Für  diesen  Werth  von  F|  zeigen  die 
Gleichungen  104) ,  dass  der  Punkt  (S,  17,  {;)  auf  einer  festen  Geraden  liegt, 
da  man  immer  annehmen  kann ,  dass  dieselbe  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  geht,  so  ist  A=:0,  die  rechte  Seite  von  105)  verschwindet 
dann,  folglich  /"(m)  =  0.  Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun,  dass 
die  Gleichung  09)  zu  folgenden  drei  Fällen  Veranlassung  giebt: 

ip=iky  wo  k  eine  Constante  bedeutet, 
^^=::Vcosl+V^cosr,    ff  =  Vcosm +  rtCOsm\    t;  =  Vcosn  +  ViCOsn\ 
^{Ucosa^cosa)+ri{Ucosb—cosb')  +  t{UcosC'-cosc)s=f(u)  +  kü, 

l/-(fi)=0,    ü=0, 
107)({=F«)«/+F,fO5/',  i2=Fco«m+F,co5m',  i^^^Vcosn  +  V^costiy 
(  icosa+ficosb'+icosc=^0. 
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(/•(ti)=0, 
108) <{=pco5/+ri cos/*,  rir=pcosm+ViCosm\  t=pco5fi+r,co*n', 
(  ^{Ucosa — cosa)'{'ri{Ucosb — cosb')'{'^{Uco8C — co$c)z=zpü^ 

Eine  genauere  Betraclitang  dieser  drei  Fälle  wird  ergeben ,  dass  sich 
dieselben  auf  zwei  rednciren,  entweder  p  constant,  oder  i=^p  cosl^ 
fl=pcosm^  f  =  pco5n. 

Die  Gleichungen  106)  geben  durch  Elimination  von  S,  17,  £: 
109)    [{Ucosa'-'COsa)cosl'\'{Ucosb—cosb')cosm  +  {Uco8C — cosc)cosn]V 

+  [{Ucosa'-co$a)cosf+(Ucosc—cosc)cosm  +  {UcosC'^cosc)cosn]Vi 

=  f{u)  +  kU. 
Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  v ,  eliminirt  den  Factor  von  F^  und 

-^f  Befolgt: 

fM+kü 

{Ucosa—cosa)cosl'{'{Ucosb — cosb')co8m+{Ucosc — cosc)cosn 

dv 

Hier  muss  jede  Seite  gleich  einer  Constanten  h  sein.  Zwischen  V  und  V^ 
folgt  dann  die  Relation  V^^=^e{y — A).  Die  Gleichungen  106)  zeigen  dann, 
dass  der  Punkt  (£ ,  17 ,  {;)  auf  einer  Geraden  liegt ;  geht  dieselbe  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist  A=0  also  auch  f{u)  -^-ArC^^O«  Die 
Gleichungen  der  bemerkten  Geraden  lassen  sich  immer  auf  die  Form 
bringen : 

l^=^Vco8l^  ij=:^Vcosm^  i^=Vcosn, 

man  kann  also  einfach  Vi=0  setzen.    Die  Gleichung  100)  wird  dann: 

F.  [{Ucosa — cosa)cosl+{Ucosb — cosb')co8m'\-(Ucosc — cosc)cosn]=^0. 

Je  nachdem  der  eine  oder  andere  Factor  dieser  Gleichung  verschwindet, 
hat  mau: 

J  =  Fco5/,  i7  =  rco*m,  t==rcoÄ«,  p  =  Ar,  f{u)+kU=^0^ 
{Ucosa — co8a)cosl+{Ucosb — cosb')cosm+(Uco8c — cosc)cosn=0 
und 

1=0, 17=0,  j:=o,  p=k,  f{u)  +  kü=o. 

Die  Gleichung  109)  wird  identisch,  wenn  neben  /"(«)  + Ar  17=0  die  Glei- 
chungen stattfinden : 

..^.    j  (^oo^a— co^a')co5/  +  (£/co«6— coÄ6')co*m+(^cojc— co5c')coÄn=0, 
I  {Uco8a^co8a)eo8t'{'(Uco8b'--cosb')co8m+{Uco8C^eo8c)co8n:=iO. 

Differenzirt  man  diese  Gleichungen  nach  u,  eliminirt  zwischen  den  beiden 

p 

neuen  Gleichungen  -;;  —  L^ ,  so  folgt: 
r 


Von  Dr.  A.  Enneper.  247 

I  {cos  a  cos  r^-  cos  b  cos  m'+  cos  c  cos  «')  X 
{cos  a  cos  l + cos  h' cos  m  +  cos  c  cos n) 

—  {cos a  cos  l-^-cosb  cos  m'\'Cosc  cos  n)  X 

!p 

+  I  {cos  a  cos  f'{'  cos  b  cos  m'+  cos  c  cos  n)  X 

{cos  a'cos  l + cos  b"cos  m  +  cos  c'cos  n) 
^{cosa  cosl+cosbcosm+cosccosn)  X 

{cos  a'cos  /+  cos  b"cos  m'+  cos  c'cos  n  )  |  Jlf = 0. 
Wegen  der  Gleichnngen  110)  folgt  unmittelbar,  dass  der  Factor  27^  yer- 


,/> 


r 
schwindet,  folglich  ist  ilf=0,  das  zweite  System  von  Krümmungslinien  ist 

also  ebenfalls  plan.    Die  Gleichnng  1  =  ^  +  fi'  ^r  wird  dann  für  p=zk, 

r  P 

iV=0,  r'=ik^  der  eine  Hauptkrümmungshalbmesser  ist  also  constant  und 

die  Fläche  eine  sogenannte  Canalfläche. 

Die  Gleichungen  107)  geben  durch  Elimination  von  g,  i^,  J: 

111)  V {cos a  cos l 'j^  cos b* cosm  +  cos c  cosn) 

+  r, {cos a  cos t  +  cos b' cos m  +  cos c  cos n)  =  0. 

Die  Factoren  von  V  und  F,  können  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  die 

vorstehende  Gleichung  kann  also  nur  bestehen ,  wenn  r=0,   ri==0  oder 

V  und  r,  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  einander  stehen.    Im  zweiten 

Falle  liegt  der  Punkt  (|,  i?,  S)  auf  einer  Geraden,  geht  dieselbe  durch  den 

Anfangspunkt  dar  Coordinaten,  so  ist  Fi^^O.     Die  Gleichung  111)  wird 

dann  einfach: 

cos a  cos l-^  cos b' cosm  +  cos c  cosn  ==  0. 

Die  Gleichung  98)  wird  tür  f{u)=0,  i7=0 

X  cosa+  y  cosb''\-  z  cosc  =  0. 

Weeen  -;r- ^=- P cos a\  :r^  =  P cosb\  -;r-:=:  P cosc  hat  man  also : 
°      du  du  du 

^  [x  cosl  +  y  cosm  +  z  cosn]  =  0,  —  [x*  +  y*  +  z'J  =  0, 

oder 

xcosl  +  y  cosm  +  «  cosn  =  F{v),  a:*  +  y*  +  ^*  =  -^i  Wi 
wo  F{v)^  Fi{v)  beliebige  Functionen  von  v  sind.    Die  Elimination  von  v 
zwischen  diesen  Gleichungen  giebt  ein  Resultat  von  der  Form : 

X  cosl+y  cosm  +  z  cosn  =  (D (o:*  +  y*  +  **)» 
d.  h.  die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen,  für  welche  bekannt- 
lich beide  Systeme  von  Krümmungslinien  plan  sind. 

Die  Gleichungen  108)  geben  durch  Elimination  von  £,  )},  {;*. 
[(Uco8a—cosa)cosl+{Ucosb—cosb')cosm  +  {UcosC'-cosc)cosn—U]p 
+  [{  Ucos  a — cos  a)  cos  (+  {Ucos  b — cos  b')  cos  m'+  {Ucosc-^  cos  c)  cos  n]  F,  =  0. 
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1: 

Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  p  und  V^  in  einem  constanten 
Yerhältniss  zn  einander  stehen,  oder  die  Factoren  von  p  und  V^  gleich- 
zeitig verschwinden.  Im  ersten  Falle  liegt  der  Punkt  (£,  ff,  f)  auf  einer 
Geraden,  man  kann  dann  einfach  V^=0  setzen  nebst 

{ücosa — coBa)cosl^{Uco9b—co8l/)cMm  +  (Ucosc — cosc)cosn=U. 
Im  zweiten  Falle  hat  man : 
(Ucosa — cosa)cosl+{üco8b  —  co8b')co8m  +  (^ücosc — co8c)co8n=  CT, 
( ücosa — cos  a)  co8f+{  XJcos  h — cos  l>)  cos  m+ {Ucosc — cos  c)  cos  n  =  0. 
Lässt  man  zur  Vereinfachung  die  durch  l^m^n\  f^m\n  bestimmten 
Richtungen  mit  den  Achsen  der  x  und  y  zusammenfallen ,  so  werden  die 
vorstehenden  Gleichungen  Ucosa — cosa  =  IT,  ücosb — co«6's=0,  oder  U 
eliminirt,  (1 — cosa)cosb'+  cosa' cosb^=0.    Diese  Gleichung  nach  u  diffe- 
renzirt  giebt: 

Mr' cosb 

P         (1  —  cos  a)  cos  b"  +  cos  a  cos  b ' 

Wegen  (1— co«  0)0056' +co5a'co5&=  0  findet  man  leicht =0,  das 

du   P 

zweite  System  von  Krümmungslinien  ist  also  ebenfalls  plan« 

Schliesst  man  die  Fälle  aus,  in  welchen  beide  Systeme  plan  sind,  so 

gestattet  die  Gleichung  09)  für  die  Flächen  mit  piano  -  sphärischen  Krüm- 

mungslinien  folgende  Annahmen : 

ps=k^  {2=^00*/,  fi=Vcosm^  i^=^Vccsn^ 

{U  cos  a '^  cos  a')  cos  l  +  ^U  cosb — cos  b')  cos  m  + {Ucosc — cosc)cosnsssO. 

P=*i   1=0,  fi=0,   t=o. 

^z=zpcoslj  fl=spcosmy  i=zpcosn^ 
{Ucosa — cosa')cosl  + {ücosb — cosb')cosm  + {Ucosc — cosc')eosn=ü. 

1=0,  12=0,  J:=0,  U=:0. 

Die  zweite  und  vierte  der  vorstehenden  Annahmen  können  als  be- 
sondere Fälle  der  ersten  und  dritten  angesehen  werden;  es  ist  indessen 
einfacher,  dieselben  für  sich  zu  behandeln. 

xin. 

Für  p=Ar,  ^si^Vcosl^  i2=rco«m,  is=:Vcosn  geht  die  Gleichung  97) 
über  in: 

Durch  Integration  folgt  hieraus : 
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wo  {7,  eine  näher  zu  bestimmende  Fonotion  von  u  ist.    Setzt  man  zur  Yer- 
einfacliang : 

—  ==v     f    <f  q  df>      — V 
dv  '  ~    " 

80  giebt  die  obige  Gleichung : 

i     i—ViU,' 

Die  Gleichung  08) 


^_  1+  ü*+  U*+t*_i*+t* 


wird  dann : 


9=77 


i  i  +  r.D, 


Ui  1—Vtü 


henden  Werthe  von  g  und  ^-  in  die  Gleichungen  92)  snbstitairt  geben: 


PO  d        Q  P 

Mittelst  dieser  Werthe  von  -7; ,  =r  geht  --  log  t=^  —  17  -77  über  in : 

r      r    ^        du        r  r 

(.-^+(.+<',)F,i[C-+F;r!]=<'- 

Da  der  erste  Factor  nicht  verschwinden  kann ,  so  ist : 

4?Ü!  +  ^«^_0   oderlZ-^te"'^^.^'^'' 

wo  Ati  eine  Constante  bedeutet    Durch  diese  Gleichung  ist  ü^  bestimmt. 

Setzt  man  in  95)'  |  =  Vcosl  und  für  -r^t  ihre  obigen  Weithe  ein ,  so  folgt : 

112)      [i—ü^  +  (fi+U;)  V^ü;\cosl  =  2{cosa  +  ücosa)  yVyU^ 
—  [i^—Vy-'{6+  U,)  V,  Vt]  cosa\ 
Die  Quantitäten  lJco$a — co8a\  . « .  sind  nur  von  u  abhängig,  ferner  ist: 

{ücosa — cosa)cosl  +  [Ucosb — co$h')cosm  +  {Vcosc — co8c)co8n  =  0. 
Sind  durch  l^m^n\  t^m\  n\  t\  m\  n    drei  gegenseitig  orthogonale  Bich* 
tangen  im  Räume  bestimmt ,  so  kann  man  setzen : 

Vco8a —  eo8d^=^  (cosm  cosf+  sin a>  cosf' )  y{l  +  ü*)^ 

Ucosb'—cosb's=s  (cosmco8m''\-sinaco8m")y(l  +  U*)^ 

Ueo8c — co8c=i  (co8aco8n  +  8innco8n')y{\  + 1/*), 

▼0  tt  eine  näher  zu  bestimmende  Function  von  u  bezeichnet.    Die  erste 

der  vorstehenden  Gleichungen  nach  u  differentürt  giebt: 
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113) 


y{i  +  ü-) 


{lJ'+  -7> )  cosa —  ü-r,co8a  —  Mcosa"^=^  {cosmcosf+sinm  cost') 

—  (sin  a  cos  t—  cos  m  cos  f)  Vil  +  Z7*)  :r— . 

^  du 

Analoge  Gleichungen  erhält  man  durch  Differentiation  von  U  cos  b 

—  cosb\  Ucosc  —  cosc    nach  u.    Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt 

geben : 

p      ,      p 
Setzt  man  hierin:  M  =  T,t^  für  -n^  i  ihre  obigen  Werthe,  so  folgt: . 
r  r 


du  8U' 


durch  welche  Gleichung  w  bestimmt  ist.   Für  den  vorstehenden  Werth  von 

— -  wird  die  Gleichung  113): 

(P\  P         ,  „  ,        üü' 

ü' ri]cosa  —  U -r,  cos a  —  Mcos a"  =  (cos oo  co* T  +  sin n  cos /") ,.,,  .  „,> 
r  )  r  K(1  +  ^  ) 

(5tn  (0  CO«r CO*  (OCOSl   )  -rr-  . 

Mittelst  dieser  Gleichung,  der  Gleichung  112)  und   ü cos a  —  cosa' 
=  {cosm cost+  sinmcost') y[l  +  Z7*)  folgt: 

[j_  ü;  +  (a  +  t^,)  r.[7,]  co*a  =  2  co*/ .  ^r^cf, 

+[(«-tfO  («•«»+ ö^co*a.)-(a4-i7j(miö-trco5«)r,r7,]-^ 

1^^)  \  ^[{a'-U^){cosn—Usinm)'-{6  +  U^){cosa+üsinm)Viüt]-^^^ 

[{S-U,)  +  CS+ü,)V,ü,]cosa''=-[(S^U,)^{S  +  U,)V,ü,]cosl 

+  ^Vl^i^t)  y{l+U*)  .sinn  cosf--2yV^U^.y{l+U*)cosm.eosr. 

Ganz  analoge  Gleichungen  erhält  man  für  cosb,  cosc^  cosh'\  cosc". 

Die  Gleichungen  95)    werden    für  jp  =  Ar  und  \^=xV  cosl^  fi  =  Vcosmj 

^^=Fcosn: 

IV cos  l  =x  +  k cosa  +  q cosa\ 
Vcos  m  =  y+Arco«&  +  g^  cosh'\ 
Vcosn=z  +k  cosc  +q  cos  c\ 
Substituirt  man  hierin  für  cosa,  cosa" . . .  ihre  Werthe,  so  erhält  man 
x^y^z  in  Function  von  u  und  v.    Die  Gleichungen  115)  repräsentiren  alle 
Flächen,  welche  zu  denen  parallel  sind,  für  welche  Ar  =  0  ist ,  d.h.  der- 
jenigen Flächen,  welche  von  den  osculatorischen  Kugelflächen  ihrer  sphä- 
rischen Krümmungslinien  orthogonal  geschnitten  werden.  Man  findet  leicht, 
dass  auf  der  Parallelfläche  einer  gegebenen  Fläche  die  Krümmungslinien 
denen  der  ersten  entsprechen.    Setzt  mau  nämlich 


k 
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x^  =d?  + Areola,  yi=y  +  Arco*ft,  r,  =  «  +  Af co*c, 
80  folgt : 

du    dv  '^du  dv  "^  du  dv 
Da  ferner  die  Normale  für  den  Punkt  (o:,  y,  z)  auch  Normale  für  den  Punkt 
(«11^1»  «i)  ist,  so  folgt: 

co5a  ^— ^  +  cosb:^—^  +  cos c ^—^  =  0. 
oudv  dudv  oudv 

Für  den  Punkt  (j?,  ,  t/i ,  2,)  gehen  P,  Ö>  *•"»  ^'  respective  über  in 

w&hrend  Jf  und  N  unverändert  bleiben.    Hieraus  folgt,  dass  auch  -3-, 

Nr 

—  unverSndert  bleiben,  die  planen  Kümmungslinien  einer  Fläche  auf  der 

Parallelfläcbe  wieder  plan  sind.    Der  Ausdruck  für  — ,  geht  über  in : 


\du    P  ) 


Ist  die  KrümmuDgslinie  sphärisch,  d.  h. 

80  geht  mittelst  des  vorstehenden  Ausdrucks  R^  über  in 

Ä,«  +  2Ä:Ä4C05^i  +  Ä«, 
welche  Quantität  von  u  unabhängig  ist,  der  sphärischen  Krümmungslinie 
entspricht  auf  der  Parallelfläche  wieder  eine  sphärische  Ertimmungsliuie. 
Mittelst  der  Gleichungen  114)  und  115)   erhält  man  zur  Bestimmung 
von  x^  y,  z  folgende  Gleichungen: 

116) 

xcosl+ycosm+zcosn=V^2k^-^j^^^ 

{d—Ui){sino>  +  Ucos(o)—(ö  +  ü,){sinG}  +  üco8ia)Viüt         k 

xcosr+ycosm+zcosn'=.2g  s-ü,llö+ü,)F,U,  ^^'  +  ^'^  '''  " 

{9—Ui)  {cos(o—  üsin (o)  —  (ö+üt)  (cos <a  +  Usin m)  Vj t/,  k 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  werden  etwas  einfacher,  wenn 
man  die  Bichtungen ,  bestimmt  durch  die  Winkel  /,  m,  n  etc.  mit  den  Coor- 


yv  u 

xco8r+ycosm+zcosn  =  ^2q ^_  ^7^^  J^V,)F,y,  ^(^+  ^*^  ^^ 
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dinatenachsen  zusammenfallen  Iftsst.  Die  Gleichungen  116)  enthalten  in 
Beziehung  auf  u  und  v  nur  zwei  arbiträre  Functionen.  Denkt  man  sich  ti 
durch  ü  ausgedrückt,  so  ist  Ui  eine  beliebige  Function  von  ü.  Man  hat 
femer:  ^      U^  o  P^    1  ^  o  T^    ^^  c^n 

Ä«=:l+ir«+Z7,«. 

Die  Quantitäten  17, ,  oo ,  ö  enthalten  dann  in  Beziehung  auf  ü  als  un- 
abhängige Yariabele  nur  die  eine  willkürliche  Function  Uf.  Ebenso  kann 
man  sich  in  q=zy(^R^* — A:*)  v  durch  V  ausgedrückt  denken,  dann  ist  Ä, 
eine  beliebige  Function  von  F. 

Für  den  besonderen  Fall,  dassp  =  Ä:,  {=0,  1^=0,  J=0  wird  die 
Gleichung  95)' 

gt  cosa  +  q V% co,a'+  ^  [^-?i^^ll^']  oo,«"=0. 

Diese  Gleichung  kann  nur  dann  besteben,   wenn  die  Factoren  von 

cosa.  co8a\  cosd*  einzeln  verschwinden,  d.  h.  wenn  -r=0  oder  r'=oo  ist. 

Die  gesuchten  Flächen  sind  also  developpabel.  Da  für  -r  =  0  auch  jY=0, 

r 

so  geben  die  Gleichungen  37) 

dcosa'  dcosh" 

cos  a\  cos  V\  cos  c'  sind  also  nur  von  u  abhängig.  Setzt  man  in  den  Glei- 
chungen 115)  F=0,  A:=0»  so  findet  man  leicht: 

cosa'       X      cosb"       y 

cos c'       2  '    cos c'       z  * 
Die  Elimination  von  u  zwischen  äiesen  Gleichungen  giebt  ein  Resultat  von 

der  Form  —  =  ^(  —  )>  ^^  die  Gleichung  einer  Kegelfläche  ist.  Die  ge- 
suchte developpable  Fläche  ist  also  die  Parallelfläche  einer  Kegelfläche. 
Ist  (a?,  y,  «)  ein  Punkt  einer  Curve  doppelter  Krümmung,  sind  a,  j9,  }f  die 
Winkel,  welche  die  Tangente  mit  den  Achsen  bildet,  bedeutet  k  eine  Con- 
stante,  so  hat  man  für  den  Punkt  (or, ,  y^,  t^)  der  developpabeln  Fläche 
folgende  Gleichungen: 

,  ycosy  —  zcosß  ,  x 


t^» 


^[a:«  +  y«  +  z«— (xcosa  +  yco^P  +  zco^y)«]    ^    if^(a;*  +  y*  +  2*) 
zcosa  —  xcosy 


.«^' 


y[x*  +  ^+z*  —  {occosa  +  ycosß  +  zcosyy]  ^    y{x^  +  y^+z*) 
_   ,                             xcosß  —  y  cosa  z 

^x—f^  i/r^2är-.rx~n / «  ^  _i .  a^ \t\    +  '^ 


VW  +  ^+z^—ixcosa  +  ycosß  +  zcosyY]   ^    K^  +  y'  +  ^O' 
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In  den  vorstellenden  Gleichungen  ist  die  Yariabele  u  durch  s  ersetzt, 
wo  d  s  =i  y[(ß  xf  +  \d  yf  ^  {d  zy\  das  Bogenelement  der  Wendecurve  be- 
deutet 

XIV. 

Istp  variabel,  so  hat  man:  ^z=pcoslj  vi^=pcosm^  i  =  pco8nj  also 
{'*+  ij'*  +  {;'■  =p\    Die  Gleichung  97)  wird  in  diesem  Falle : 


oder  integrirt: 


wo  U^  eine  nfther  2U  bestimmende  Function  von  u  ist.    Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung   /  —  a  D  =  F,  so  folgt : 

2{6U,  +  V)      • 
Für  diesen  Werth  von  /  geben  die  Gleichungen  02)  und  Q3) : 

^  '         2{öUt  +  r)    ' 
p_r 2{düt+v) 

Q  P  2 


iden  \ 


Die  vorstehenden  Werthe  von  -r/«  -r  transformiren  die  Gleichung  :r-  -r 

r       r  °  du  r 


in: 
r   r 


(6u,-u,+r)[§^iiu,-u,)-^]=o, 

d.  h. 

^(«l7,-£r,)  =  -^,   oder  iU,-U,  =>k+f^du, 

WO  k  eine  Constante  bedeutet.     Durch  diese  Gleichung  ist  17,  bestimmt. 
Es  ist  ferner : 

( ücos  a  —  cos  a)  cosl+{  Ucos  b  —  cos  b')  cos  w  +  (  Ucos  c  —  cos  c)  cos  n=U. 
Gehören  die  Winkel  /,  m,  n;  f^  m\  n';  /",  m",  n"  zu  drei  gegenseitig  ortho- 
gonalen Richtungen  im  Räume ,  so  kann  man  setzen : 

IUcosa  —  cos  a  =  ücos  l  —  {cos  acosf  +sin(o  cos  /"), 
Ucosb  —  cosb'sss  ücosm — {cosmcosm  +  sinmcosm"), 
ÜCQse  —  cos  c'sssücosn  —  {cos  o  cos  n  +  sin  a  cos  ii"), 


rw  „       rdü 
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wo  m  nnr  von  u  abhängt    Die  erste  Oleichong  nach  u  differenzirt  giebt: 

(p\  p         ^ 

ü' r,)cosa  —  U-r  cos a —  Mcos a' 

=  U'cosl+icosmcosf  —  8intocosf)-;r—. 

du 

Analoge  Oleichnngen  erhält  man  durch  Differentiation  von  U  cosb  —  cosb\ 
Ucosc — cosc\   Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben: 

P      P 

oder  für  ilf  =  — /^  -7?  und  /  ihre  obigen  Werthe  substituirt: 

r        r  ^ 

du       U,' 
durch  welche  Gleichung  cd  bestimmt  ist.  Setzt  man  hieraus  den  Werth  von 

-?in  118),  so  folgt: 
du 

118)  (  ^'— -^  cosa  -  U^,  cosa  —  ~  i.cosa" 

\  r  y  r  r 

=  ü'  cos  l  —  (cos  o  cos  f —  sin  ai  cosf)  j=- . 

Die  Gleichung  95)'  wird  für  {  =  p  C(w/, 

E.cosl=(^  +  Vicosa  +  uicosa'+(t^-l.y.-^)cosa". 
q  \q       r  J  r  \  r         t    dv       q J 

Berücksichtigt  man  ^  =  ^(5^  — l)  I/i*^,  setzt  für  s-,  -7?,  <,  fir   ihre 

oben  gefundenen  Werthe  ein,  so  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Verbindung  mit  118)  und  der  ersten  Gleichung  117): 

[{ßü^  —  ü,+Vf+l+V'^]cosa'^2{6ü^  —  ü,  +  V)cosl 
+  2(d?7,  —  £/i  +V)  (cosf  cos  (0  + cosf  sin»)  U    . 

—  [(d£/,—  U^  +  vy^i  —  U*]  (costacosr—  sinmcost). 
[{8U^  —  U^+Vf  +  l  + 1/»]  cosa  =  [(ö Ut—  U,  +  F)«  — 1+  ^»]  cosl 

—  2V  {cos  r  C05  Od  +  cos  r  sin  co) 

+  2(df/, —  Ui  +  V)(cosmcosr  —  sinm  cost). 
Analoge  Gleichungen  erhält  man  für  cosb'\  cosc']  cosb  cos c.    Mittelst  die- 
ser Gleichungen  und : 

p  cos  /  =  a:  +'p  cos  a'\-q  cos  d\ 
pcosm=:y  +  pcosb  +  qcosb'\ 
pcosn  =  z  +pcosc  -jrqcosc'f 
erhält  man  für  x^  y^  z  folgende  Eelationen : 

p  —  q(6U,~ü,  +  V) 


xcosl'j'ycostn  +  zcosn=z  2 


(dü,—  U,+V)^+l+ü 


I  ) 
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XCOSl'^tJCOStn't'ZCOSn  =2d  ^ r— : — =r— 

{iUt  —  ü^  +  F+  UcotmY—  1  -  (-?-)* 

\stn  m/ 

i_su,-u,+vy+i+u* «*^"' 

w  ,  .,  .  ./      „    Usinm  —  (8U.+Ui+V)cosm 

(d  r,—  Ut  +  r—Utana>y—l  —  (—)' 
'  \costo/ 

^ (iu,-u,+ry+i  +  u* «""*"• 

Die  Quantitäten  üi,  Uf^oa  können  wieder  als  Functionen  von  U  an- 
gesehen werden;  die  vorstehenden  Oleichungen  enthalten  dann  in  Bezie- 
hung auf  U  nur  eine  willkürliche  Function,  ebenso  ist  V  die  einzige  arbi- 
träre Function  in  Beziehung  auf  v. 

Für  den  besonderen  Fall  ^=0,  i2  =  0,  f=0  ist  auch  N  =  0.  Die 
Oleicfanng  0=:x+pcosa  +  qco8a'  nach  v  differenzirt  giebt: 


d.h. 


0^(p  +9p)  cosa+(q'  +  Q-^^,p^cosa\    ^ 


p+q^=0,   q'+Q  —  ^p=0. 
r  r 


Die  Gleichung  5— =  -7;  .^  (1+/*))  geht  wegen  91)  und  —  =  -—  über  in: 

vV         TT  ^9 

dl 

dv  p' 


alao  t^=ian{U — F),   wo  U  eine  beliebige  Fanetion  von  u  bedeutet  und 
snr  Vereinfachung   j  —dv  =  V  gesetzt  ist.    Die  Gleichung 


integrirt  giebt: 


dv       r  r  "^  'dv 


p 

T 


WO  üi  nur  von  u  abhängt  Die  Quantitäten  cos  dj  cos  h\  cos  c'  sind  unab- 
hängig von  v\  bezeichnet  cd  eine  näher  zu  bestimmende  Function  von  ti, 
gehören  die  Winkel  l^tn^n\  t^m\  n\  i\  m\  n'  zu  drei  gegenseitig  ortho- 
gonalen Richtungen ,  so  kann  man  setzen : 

cosa^=.  cos  l  -^cost  <:o*a)  +  cos  X'  smcnj 
cos  b*  =s  cos  m  +  cos  tn  cos  0»  +  cos  m"  sin  co, 
cosc  s=iC0sn  +  cosn  costo^  cosn'  sin  q>. 
Diese  Gleichungen  nach  u  differenzirt,  quadrirt  und  addirt  geben: 
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(^y  =  M^+(^^*=U^    oder   m=Ju,du. 

Für  diesen  Werth  von  o»  giebt  die  Gleichung  C08a^=icosl  +  costco8m 
+  cos  f  sin  a  nach  u  differenzirt: 

cosa  cos{ü — V)  +  cosa'siniJJ — V)  =  cosf'cosm  —  cosfsinn. 
Differenzirt  man  die  vorstehende  Gleichung  wieder  nach  ti,  so  folgt: 

[cosa' COS  {U—V)  — cosa  sin  (Ü—V)]^  =üi  cosL 

Analoge  Gleichungen  erhSlt  man  zwischen  cosb^  cosl/\  cosCj  cosc' 
Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen ,  so  folgt : 

.,=(|£)'^„..=- 

also  0=  Z7  +  ^9  wo  Ar  eine  Constante  bedeutet.    Aus  den  Gleichungen: 
cosa"  sin(ü — V)'\'Cosa  cosfJJ — V)  =  cost'cosm  —  cost  sinm^ 
cosa'  cos{ü — V)  +  cosasin{lJ — V)  =  cosli 
folgt: 

cosa  =  (cost'cosw — cos  t  sin  m)  cosfJJ — V)  —  coslsin{U — V\ 
cosa"=  {cosTcosa — cos t sin m)  sin{ü — V)  +  coslcos{ü — V). 
Analoge  Gleichungen  erhält  man  für  cosb^  cosb'\  cosc^  cosc".  Mittelst  dieser 
Gleichungen  und : 

O^=x  +  pcosa+qcosa\  0=::y +pcosb  +  qcosb'\  O=z+pcosc  +  qcosc' 
erhält  man  zur  Bestimmung  von  x^y^  z  folgende  Gleichungen,  in  denen 
ü=u^  »=w  +Af,  p=Ä|  cos^i ,  q=^Ri  sin^^  gesetzt  ist: 
xcosl  +ycosm  +zcosn  =      Ä,  sin{u — V — -^j), 
xcosf  +y cos m  +z cos n  =      Ä,  cos {u — V —  ^,)  sin {u  +  Ar), 
xcosT-^y  cos  m"  +  z  cos  n"=  —  i?,  cos  {u  —  V —  ^, )  cos  (u  +  k). 

XV. 

Der  feste  Punkt  {f^g^h)  werde  zum  Centrum  der  Transformation 
mittelst  reciproker  Radienvectoren  genommen.  Sind  i?/,  Bf  die  Radien 
der  osculatorischen  Kugelflächen  der  transformirten  Krümmungslinien,  in 
denen  respective  u  oder  v  allein  variirt,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

\dv  Qj^Kdvr'/ 
wo  zur  Abkfirsimg  gesetzt  ist: 
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H  ^={x^f)cota  +{y—g)cosb  +{z—h)cosc, 
^'  =  («—/*)  cosa  +  iy—g)  cosb'  +  (z  —  h)  cosc\ 
H"=[x—f) cosa"'\'  (y—g) cosb"+  {z  —  h)  co^c\ 

D    =  {x^fY  +  (y-gy  +  (z-^hf. 

Ist  die  primitive  KrÜDimnngsliDie  (u)  sphärisch  ^  so  hat  man 

1 ^, h  Ä,  m-^i  — , 

die  Gleichung  für  Bi  wird  dann  einfach : 

120)  ^  =  D  +  2HB,co8^,  +  2JB"JR,8in^^. 

Die  Gleichungen: 

il — f  =  x—'f  +  R^C08^t  cosa  +  B^sin^t  cosa\ 
1} — ^  =  y  —  g^B^cos^^  cosb  +  B^sin^^  cosV'y 
l — Ä  =  z  — h  +  BtCos^i^  cosc  +  /?, sin^^  co8c\ 
qnadrirt  und  addirt  geben : 

Mittelst  dieser  Gleichung  geht  120)  über  in : 

122)  ||,  =  (|_/).+(,_^).  +  (f_A)»-Ä,«. 

Haltiplicirt  man  die  Gleichungen  121)  respective  mit  o; — f^y  —  g^z  —  h^ 
bildet  die  Summe  der  Producte ,  so  folgt : 

{^-f){l-n  +  ijf-9){ri-9)  +  {z-h){i-h) 
=  D  +  B^cos^^ .  ff+  Bisin^i .  E". 
Die  Gleichung  120)  lässt  sich  mit  Hilfe  der  vorstehenden  Gleichung 
in  folgende  transformiren : 

122)'  ^==i(x-f){i-n  +  ^(if-9)(v-g)+Ht-h){i-h) 

_(^_/^._(y_j,)._(^_Ä).. 

Wird  die  primitive  sphärische  Krümmungslinie  nach  der  Transformation 
plan,  so  ist  77/=:  od,  die  Gleichung  120)  geht  dann  über  in: 

Diese  Gleichung  wird  identisch  für  xs/*,  y=y,  z=hy  d.  h.  die  osculato- 
rische  Kugelfläche  im  Punkte  (x,  y^  z)  geht  durch  den  festen  Punkt  (^  g,  h). 
Hieraus  folgt  unmittelbar :  Sind  die  transformirten  Krümmungslinien  eines 
sphärischen  Systems  plan,  so  gehen  die  Kugelflächen  des  sphärischen  Sy- 
stems sämmtlich  durch  einen  festen  Punkt.  Die  Gleichung  122)  giebt  für 
Ä/=  00 

dieses  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung ,  dass  ein  System 
sphärischer  Krümmungslinien  durch  die  Transformation  mittelst  reciproker 
Kadienvectoren  plan  werde. 
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Von  den  beiden  Systemen  der  KrttmmnngsHnien  sei  das  System  {u) 
sphärisch,  das  andere  plan.    Man  hat  dann 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zum  Centrnm  der  Trans- 
formation^ setzt  also  /'=0,  ^=0,  A=0,  so  gehen  die  Gleichungen  110) 
über  in: 

123)  < 

'    I  1   {xcosa  +  yco$b  +  zcosc)ü — (xcosa+ycosb'+zeosc) 

W;  WTW)  • 

Ist  p  =  Ri  cosd'^  constant,  so  hat  man 

{xcosa  +  ycosb  +  zcosc)  ü —  {xcosa+ycosb'+zcosc)  =  —  kü. 
Die  Gleichungen  123)  werden  dann: 

%==V+ff+i*-lt,',    ^  =  -2*;        ^ 


Die  primitive  plane  Krümmungslinie  wird  wieder  plan,  wenn  JR,'=  oo, 
also  k=0  oder  U=^0.    Für  ü=0  hat  man  die  Gleichungen 

xcosa+ycosb''{'  zcosc  =^0y  coslcosa  +  cosm  cosb'+cosncosc'sssO^ 
welche  auf  Botationsflüchen  führen,  wie  oben  gezeigt  wurde.  Ist  p=Ri  cos^^ 
variabel ,  so  hat  man 

{xcosa-^ycosb-^rtcosc)  ü — {x cos a  +  y cos b'  +  zcosc  ^=0^ 

die  Gleichungen  123)  werden  dann: 

— ,  s=s  —  Ä,  sin*&i ,    Ä,'=:  00. 

Bei  der  Transformation  bleibt  also  für  ein  variables  p  die  plane  Krüm- 
mungslinie plan,  die  sphärische  sphärisch.  Die  sphärische  Krümumngs- 
linie  wird  nur  in  einem  Falle  plan,  wenn  nämlich  ^,=0,  dann  berührt  die 
oscnlatorische  Kugel  die  Fläche  und  da  dieses  in  jedem  Punkte  der  Fläche 
stattfinden  muss,  so  ist  dieselbe  eine  Kugelfläche. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  ergeben,  dass  die  Flächen  mit 
planen  und  sphärischen  Krüramungslinien  in  zwei  wesentlich  verschiedene 
Classen  zerfallen ,  je  nachdem  Ei  cos  0|  variabel  oder  constant  ist.  Im 
ersteren  Falle  erhält  man  durch  die  Transformation  mittelst  reciprtfker 
Radienvectoren  immer  wieder  Flächen  mit  planen  und  spärischen  Krüm- 
mungslinien. Ist  El  cos ^i  constant,  so  sind  die  transformirten  Flächen 
entweder  wieder  Flächen  derselben  Art,  oder  solche,  für  welche  beide  Sy- 
steme von  Krümmungslinien  sphärisch  sind. 

XVI. 

Setzt  man  zur  Abkürzung : 
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so  sind  nach  60)  und  62) 

die  Bedingungen  damit  beide  Systeme  von  Krümmangslinien  sphärisch 
sind.  Nach  61)  und  63)  sind  die  Mittelpunkte  der  osculatorischen  Kugel- 
flächen durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

|j  s=a:+P|  cosa  +  qi  cosa\     {,  =  a:  +  p,  co^a  +  q^  cosa\ 
i?i=y  +  Pi  cosb  +  q^  cosb'\     fjt  =  y  +  p^  cos b  +  q^  cosb\ 
ti  =  «  +  p, cosc  +  g,  cosc\     ti  =  z  +Pt  cosc  +  g, cosc. 
Die  Quantitäten  Si ,  % ,  ti ,  Pn  qt  hängen  nur  von  p  ab ,  f, ,  ly, ,  & , p, ,  gr, 
sind  Functionen  von  u  allein.   Zur  Vereinfachung  soll  gesetzt  werden 

analoge  Bedeutungen  mögen  |/,  {/  •  • .  haben.  Aus  den  Gleichungen  für 
{,,{,...  folgt: 

Diese  Gleichung  successlve  nach  u  und  v  differenzirt  giebt : 

li'&'+  Vint'+iiit=PiPt' 
Differenzirt  man  die  vorstehende  Gleichung  mehrfach  nach  u  und  v,  so  er- 
hält man  ein  System  von  Gleichungen ,  mit  dessen  Hilfe  sich  sehr  leicht 
folgende  Gleichung  beweisen  lässt: 

ii      Vi      ii  £«      ^t      &' 

li      Vi      &  &      V*      &       =0. 

si     ^1     bi  et    ^t     &t 

Einer  der  Factoren  der  vorstehenden  Gleichung  muss  verschwinden, 
sei  dasselbe  mit  dem  zweiten  der  Fall ,  so  dass  also  £, ,  iy, ,  {;,  durch  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  unter  einander  verbunden 
sind.  Die  Gleichung  Si'5f'+i?i'i?t'  +  ti'&'  =  Pi'Pt'  drei  Mal  nach  u  differen- 
sirt,  giebt  ein  System  von  Gleichungen,  aus  welchem  man  durch  Elimina* 
tion  1/,  ly/,  fi',Pi'  folgende  Relation  erhält: 

U   V*    if   Pt 

1%     Vt      it     Pt 

i»    Vt    U    Pt 
1%     v%     1%    P% 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  identisch,  wenn  p,  constant  ist;  für 
ein  variables  Pt  muss  zwischen  £tt  ^t«  it^Pt  ^''^^  lineare  Relation  mit  con- 
stanten Coefficienten  stattfinden.  Da  eine  solche  Relation,  wie  oben  be- 
merkt, zwischen  J,,  i^tt  St  stattfindet,  so  liegt  der  Punkt  ({,,  i?,,  f,)  in  einer 
festen  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen 
möge.  Gehören  die  Winkel  /,  m,  «;  f,  m',  n'  zu  zwei  gegenseitig  orthogo- 
nalen Richtungen  im  Räume,  sind  l^,  (^,  beliebige  Functionen  von  ti,  so 
kann  man  für  ein  constantes  pt  setzen : 

18* 


=  0. 
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{,  r=  1/  C05  /  +  17,  COSf^ 

iy,=  Ucosm+  U^  cosm'j 
f,  =  Ucosn  +  17,  cosn\ 

Ist  Ps  variabel ,  so  bat  man : 

{,  =  p^  cos  l  +  U  cosf^ 

ij^  =  p^cosm'\'U  cosm\ 

Jji  =Pt  cosn  +  Ucosn. 
Es  sei  zuerst  p2==^i  wo  A:  eine  Constante  bedeutet.   Für  |i={/  cos/ 
+  17,  C05/' . . .  geht  die  Gleichung  |,'|,'+  i/,'i2t'+  ti'S/=  0  über  in : 

{^iCosl  +  fiiCosm  +  iicosn)  r-  +  (Si'coäTH- fiiCosm  +  ii'cosn) -^  =  0. 

du  Cu 

Diese  Gleichung  giebt  zu  folgenden  Fällen  Veranlassung:  (/^,  U^  sind 
constant,   (7,  (/^|  stehen  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  einander,   die 

Factoren  von  5—  ,  -^  verschwinden ,  oder  endlich  |, ,  «, ,  f,  sind  constant. 
ou     ou 

Sind  (T,  {/,  constant,  so  ist  dieses  auch  mit  |,,  i},,  ^g  der  Fall;  die  os- 

culatorischen   Kugelflächen    des    einen   Systems  sind  dann    concentrisch. 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zum  gemeinschaftlichen 

Centrum,  so  hat  man  |2=0, 171  =  0,  £i  =  0.    Die  Gleichung 

(6.-l.)*+(i?,-.j.)»+(tx-£.)*  =  (/'.-*)'  +  ?.*  +  J«* 

wird  dann 

V  +  m'  +  fi*  -  (Pi  -^y-9i'  =  ?«•» 

da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nur  von  v  abhängt,  die  rechte  nur  von 
u,  so  muss  jede  ihrer  Seiten  constant  sein,  d.  h.  g^  ist  constant.  Die  Glei- 
chungen 

—  X  =^  kco8a  +  q^cosa^  — y  ^=^  kcosb  +  qfCosb",  zz=kco$c  + q^cosc" 
geben  dann  - 

:r«  +  y«  +  t«  =  ^'  +  ^,«, 
was  die  Gleichung  einer  Kugelfläche  ist 

o  I"  r     OFT" 

Stehen    r—  ,  -r-^  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  einander,  so  liegt 
du     du 

der  Punkt  (£ti  %)  £f)  ^^^  einer  festen  Geraden;  geht  dieselbe  durch  den 

Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  kann  man  einfach  {7,=0  setzen.    Man 

hat  dann  folgendes  System  von  Gleichungen : 

p^=^k^   j^i'cos  l  +  ^i^cos  m  +  i/cos  «  =  0, 

{,  =  Ucos l  =x  +  k  co8a+  q^  cosa^ 

vit=U  cosm=:^y  +  k  cosb  +  y,  cos  b\ 

Jli  =  U  cosns=:z  irkcosc  +  q^cos  c\ 
Die  Gleichung  {,-co5/  +  iy,'co*m  +  f,'co5n  =  0  zeigt,  dass  der  Punkt 
(I, ,  t/, ,  {;,)  in  einer  festen  Ebene  liegt,  welche  auf  der  Geraden  senkrecht 
steht,  die  den  Punkt  (ii,  171,  £1)  enthält.    Die  Gleichungen  für  |2,i}^,  {^ 
nach  u  differenzirt  geben: 
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U'cosl  ^^qA-r^cosa-^  Mcosa'j  +  lq\  +  P — k-rAcosa\ 
U'cosm=  q^(-r,  cosb  +  Mcosb")  +  (q^'  +  P^k  —  jcosb\ 
ü'cosn  =  q^  (-;,  COSC  +  M  coscj  +  (q^'  +  P — k  -7; )  co$c\ 

WO  U'  =  —  •    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar 

die  folgenden : 

p 

U'{cosa  cosl-i-cosb  co8m'\-co8C  cosn)  =5^,-77, 

r 

U'  (cosa'cosl  +  cosb^cosm  +  cosc'cosn)  =  qt^y 

und  durch  Division: 

r"  M cos  a'cos  l  +  cos  b"cos  m  +  cos  c'cos  n 

P         cos a  C05 /  +  cos b  cosm  +  cos c  cosn' 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  leicht — -  =  0,  d.  h.  das  System 

du    P  '' 

von  Krümmungslinien,  in  welchen  u  allein  variirt,  ist  plan.    Sind  ||,  1;^,  f, 
constant,  so  kann  man  setzen  |i=0,  ij,  =0,  ti^=0.   Die  Gleichung 

0  =  ar  +  p,  co«a  +  g,  cos a 
nach  V  differenzirt  giebt : 

\P\  +  ^%  -r\  cosa  +  Nq^  cosa  +  f  ^/+  Q r  Pij  cosa'=  p. 

Die  Factoren  von  cosa,  cosa\  cosa'  müssen  einzeln  verschwinden;  man 
hat  also  Nqt  ==  0.    Da  nun  q^  nicht  verschwindet,  so  ist  iV=0,  das  System 
der  Krtimmungslinien,  in  welchen  v  allein  variirt,  ist  also  plan. 
Nimmt  man  endlich 
^i'cos  l+rii  'cos  m  +  ti'cos  n = 0 ,    5i'co5  f + fji'cos  rn  +  i^cos  n  =  0, 
80  liegt  der  Punkt  (5i,iji,fi)  auf  einer  festen  Geraden,  welche  auf  der 
festen  Ebene  senkrecht  steht,  die  den  Punkt  (1,,  i/^,  ^,)  enthält.  Lässt  man 
die  Ebene  und  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen ,  so 
hat  man  folgende  Gleichungen : 

p,  =  Ar,    J,  =  Fco5?,   rii  =  Vcosmy   £i=rco5it, 
£,  cosl  +  ifi2  cosm  +  t^  cosn  =s  0, 
wo  V  eine  beliebige  Function  von  v  bezeichnet.    Durch  Elimination  von 
cosly  cosm^  cosn  zwischen  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

Die  Gleichung 

(I.— «.)*  +  ('».-%)*+ (f.-«*  =  (p.-P.)'  +  fi'.*  +  ft*  =  o 

i^ird  dann,  für  Pt=Af, 

I.'  +  Vi*  +  ti*  -  (P.  -*)•  -?.*=-  a* + V + &•  -  ?.')• 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nur  v,  die  rechte  nur  u  enthälti 
80  kann  man  setzen : 
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WO  Ar,  eine  Constante  bedeutet.     Wegen  |,  cos  /  +  i/t  cos  m  +  i^cosn=^  0, 
q^  =  R^  —  A:*,  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben : 
[l.-n*'+V)  coslY-Vlnt-ViJ^  +  K')  ^05iii]'+[5,-//(A«+*/)  cosnY=R,K 

Diese  Gleichung  enthält  nach  XV.  die  Bedingung,  für  welche  das 
System  (v)  durch  die  Transformation  mittelst  reciproker  Radienvectoren 
plan  wird;  die  Flächen,  welche  also  aus  der  obigen  Annahme  folgen,  lassen 
sich  umgekehrt  durch  die  bemerkte  Transformation  aus  den  Flächen  ab- 
leiten ,  in  welchen  ein  System  plan ,  das  andere  sphärisch  ist.  Nur  für  den 
Fall,  dass  Pj  ebenfalls  constant  ist,  können  die  obigen  Flächen  durch 
Transformation  aus  denen  abgeleitet  werden,  für  welche  beide  Systeme 
von  Krtimmungslinien  plan  sind. 

Ist p,  variabel,  so  hat  man:  |t  =JPi cosl+  Ucosf,  •.  ,  Die  Gleichung 
61' it  +  Vi  Vt  +  &'  t/=  PtP\  wird  dann : 

OTT 

Pt  {ii'cosl  +i^iCOsm  +  iiCosn--pi)  +  ^  (ii'co5r+i^/co«m'+t'co5n')  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen ,  wenn  pt\  —  in  einem  constan- 

ten  Yerhältniss   zu  einander  stehen ,  oder  die  Factoren  von  p^   und  ^~ 

ou 

gleichzeitig  verschwinden.  Im  ersten  Falle  liegt  der  Punkt  (|, ,  17, ,  {;,)  auf 
einer  festen  Geraden;  man  kann  dann  Z7=0  setzen  und  erhält  die  Glei- 
chungen: 

{,  =p,  COS  l  =  x  +  PfCosa  +  q^  cosa\ 

ly,  =sjp,  cosm^=:=:  y+Pt  cosh  +  q^cosb\ 

^  515 p,  co«n  =  z  -f  p,  cofc  +  q^ cosc. 
Durch  Differentiation  nach  u  folgt: 

Pt'cos l  =  Ip — p,  -n  +  qtj  cosa  +  ipt  +  2% -nj  cosa  +  q^Mcosa^ 
PiCosm  =  (P — pt -Tf  +  9t)  cosb'  +  f p/  -|- q^  -rA  cosb  +  q^Mcosl>\ 

p^'cosn^^  Ip — pjt  -7?  +  q^j  COSC  +  (p/  +  ^i ~ )  cosc  +  q^ Mcosc\ 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  unmittelbar : 

p 

Pf  {cosl  cos a  +  cosm  cosb  +  cosn  cosc — 1)  =  j^n  -7; , 

/>,' {cosl  cosa""{'  cosm  cosb"-^  cosn  cosc")  ^=qfM^ 
und  durch  Division : 

r"  M cosl  co*c"+  cosm  cosb"'\'  cosn  cosc" 

P         cos l  cos a '^-cnsm  cos b-^  cosn  cosc  —  l' 

Ä     r"  Ä# 

Diese  Gleichung  nach  u  differenzirt  giebt —  =  0,  woraus  folgt,  dass 

das  System  (u)  plan  ist. 
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Die  Annahme : 

it'cosl  +  rii'cosm  +  i^'cosn  =Pi', 
it'co$f+  fiiC08m  +  f,'  cosn  =  0, 
zeigt,  dass  der  Punkt  (£i,  i^i,  £^)  in  einer  festen  Ebene  liegt.    Läset  man 
dieselbe  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen,  sind  lym^ri] 
/,  m\  n';  t\  m\  vi'  die  Winkel,  welche  drei  gegenseitig  orthogonale  Rich- 
tangen  im  Baume  mit  den  Achsen  bilden ,  ist  V  eine  beliebige  Function 
yon  V ,  80  kann  man  setzen : 
Jj  =p,  coj/  +  Vcost\  1^1  =  p,  cosm  +  Vcogm\  Ji  =Pi  cotn  +  Vcosn\ 
^  ==p,  cosl  +  ücosf,    ij,  =p,  co«w  +  ücosm\    &  =Pf  co5«  +  Ucosn\ 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar :  li  lt  +  iji  ^t  ~i~  (i  £«  ==  PiPt* 
Hierdurch  geht 

«I— l,)*+(i?t— i7.)'+(&-«*=(Pi-p,)*  +  ö'i*+g,*=Äi*  +  Ä«*-2PtP.- 
über  in : 

-  (I.* +1?.* + 1.»  -  Ri*)  =  I.*  +  nt'  +  &*  -  Ä,'. 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nur  t;,  die  rechte  nur  u  enthält, 
80  xnnss  jede  Seite  constant  sein.    Man  hat  also : 

Si*  +  i?i'  +  ti' =  /?.•-*•, 

«••  +  i7.*  + ?«•  =  /?.•  +  *•, 
oder  wegen  |,  cost  +  rfi  cosm+ii  cosn  =0, 

({,  —  k  cosry  +  {fj,—k  cosmj  +  {ii—k  cosnj  =  R,\ 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  nach  XV.  das  System  {y)  durch  die  Trans- 
formation mittelst  reciproker  Badienvectoren  plan  wird,  also  umgekehrt 
die  obigen  Flächen  durch  die  bemerkte  Transformation  aus  denen  mit  pla- 
nen und  sphärischen  Krümmungslinien  abgeleitet  werden  können.  Für 
Ar=0  werden  beide  Systeme  von  Krümmungslinien  der  obigen  Flächen 
durch  die  Transformation  plan.  Die  sämmtlichen  Flächen,  für  welche 
beide  Systeme  von  Krümmungslinien  sphärisch  sind,  lassen  sich  durch 
Transformation  mittelst  reciproker  Badienvectoren  aus  denen  ableiten ,  für 
welche  entweder  beide  Systeme  plan  sind ,  oder  ein  System  plan  und  das 
andere  sphärisch  ist. 


Integration  der  partiellen  DifTerentialgleichting  erster 
Ordnung  mit  n+1  Veränderlichen. 


Von  August  Weilee, 

Professor  in  Mannheim. 


Vorwort. 
Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in 
der  allgemeinsten  Form,  welche  keine  Beschränkung  in  der  Zahl  der  Ver- 
änderlichen und  in  dem  Vorkommen  der  Differentialquotienten  macht,  ist 
ein  Gegenstand ,  welcher  die  Mathematiker  schon  lange  beschäftigt.  Die 
Lösung  der  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  nur  drei  Veränderliche  in  der  Dif- 
ferentialgleichung vorkommen,  die  abhängige  Veränderliche  z  und  die  bei- 
den unabhängigen  Veränderlichen  y  und  x^  dass  also  die  Differentialglei- 
chung nur  die  beiden  Differentialquotienten  —  =  p  und  —  s=q  enthält, 

hat  Lagrange  im- Jahre  1772  gegeben.  Wenn  auch  damals  noch  viel  ge- 
fehlt hat  an  der  Lösung  der  Aufgabe  für  den  allgemeinsten  Fall ,  wo  die 
Differentialgleichung  beliebig  viele  Veränderliche  enthält ,  so  hat  doch  die 
Arbeit  von  Lagrange  keine  wesentliche  Aenderung  mehr  erfahren.  Es 
hat  sich  allmälig  die  Ueberzeugung  festgestellt,  dass  Lagrange  die  an- 
gemessenste Behandlang  des  Gegenstandes  gegeben  hat,  welshe  bei  allen 
weiteren  Unternehmungen  der  Art  zur  Richtschnur  dienen  müsse. 

In  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  giebt  Pf  äff  1814  und 
1815  die  Lösung  der  Aufgabe  für  den  allgemeinsten  Fall,  dass  die  Differen- 
tialgleichung beliebig  viele  Veränderliche  hat.  Pf  äff  verlässt  aber  den 
von  Lagrange  eingeschlagenen  Weg  in  der  Meinung,  dass  demselben  für 
mehr  als  drei  Veränderliche  allzu  grosse  Schwierigkeiten  entgegenstehen. 
Die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  welche  Jacobi  in  dem  17.  Bande 
des  Crelle*8chen  Journals  giebt ,  hat  den  grossen  Vorzug  vor  der  Pfaff *- 
sehen,  dass  die  Zahl  der  zur  Lösung  führenden  Integrationen  viel  kleiner 
ist  als  bei  P  f a  ff.  Andererseits  aber  bringt  sie  neue  Schwierigkeiten  in 
die  Kechnung,  welche  in  gewissen  Eliminationen  ihren  Grund  haben. 
Auch  erfüllt  diese  Lösung  von  Jacobi  nicht  die  oben  gestellte  Anforde- 
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rang,  dass  sie  in  die  von  Lagrange  vorgeschriebene  Bahn  einlenkt. 
Gegen  Ende  des  Jahres  1858,  nachdem  ich  während  einer  Keihe  von  Jah- 
ren die  Anfgabe  wiederholt  angefasst  hatte,  brachte  ich  eine  Lösung  zu 
Stande,  welche  als  Verallgemeinerung  des  von  Lagrange  gegebenen 
Verfahrens  angesehen  werden  darf,  da  sie  für  den  Fall  dreier  VerUnder- 
licben  genau  dasselbe  giebt.  Als  ich  die  Absicht  hatte ,  mein  Resultat  zu 
veröffentlichen,  ist  mir  die  Mittheilnng  gemacht  geworden,  dass  auch 
Jacobi  eine  Lösung  gegeben  habe,  welche  die  Verallgemeinerung  der 
von  Lag  ränge  gegebenen  sei.  Wenn  auch  angenommen  werden  darf,  dass 
diese  Lösung  schon  in  den  Jahren  1836  und  1837  zu  Stande  gekommen  ist, 
80  hat  sich  dieselbe  doch  zu  Lebzeiten  Jacobi^s  nicht  der  Veröffentlichung 
erfreut.  Erst  kürzlich  wurde  die  Heraasgabe  der  Arbeit ,  welche  in  den 
von  Jacobi  hinterlassenen  Papieren  sich  vorfand,  durch  A.  C  leb  seh 
besorgt,  und  ist  dieselbe  in  dem  Crelle^schen  Journal  abgedruckt.  Ich 
glaubte  damals,  als  ich  mein  Resultat  gefunden  hatte,  und  mir  die  Mitthei- 
lnng von  dieser  Arbeit  Jacobi's  zukam,  dasselbe  dennoch  veröffentlichen 
SU  dürfen.  Es  findet  sich  in  dem  33.  Tbeile  des  Granert'schen  Archiv» 
abgedruckt.  Wenn  es  sich  um  eine  Verallgemeinerung  handelt,  so  sind  ja 
mancherlei  Darstellungen  denkbar,  welche  unter  sich  zwar  verschieden, 
in  dem  besonderen  Falle  aber  identisch  sind.  Dies  hat  mich  damals  ver- 
anlasst, die  Veröffentlichung  nicht  aufzugeben. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Arbeit  Jacobi's,  als  sie  veröffentlicht  war, 
macht  in  den  Comptes  rendus  der  Monate  Februar  und  März  1862  Bour 
Mittheilnng  über  eine  von  ihm  geschriebene  Abhandlung,  welche  schon  im 
Jahre  1855  der  Akademie  der  Wissenschaften  vorgelegt  worden  und  in  dem 
Recueil  des  sävants  etrangers  abgedruckt  sei.  Nach  diesem  Bericht  stimmen 
die  Resultate  Bour's  im  Wesentlichen  mit  den  Jacobi^schen  überein.  Das 
Verfahren  aber,  welches  Jacobi  eingeschlagen  hat,  scheine  mit  dem  sei- 
nigen nicht  übereinstimmend  zu  sein.  Auch  hat  Ossian  Bonnet  gleich- 
zeitig über  denselben  Gegenstand  eine  Abhandlung  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  vorgelegt.  Ich  habe  Veranlassung  genommen,  auch 
meine  Arbeit  mit  der  Jacobi'schen  zu  vergleichen,  wobei  mich  A.  Clebsch 
in  der  freundlichsten  Weise,  unterstützt  hat.  Es  hat  sich  herausgestellt, 
dass  nicht  allein  mein  Verfahren  von  dem  Jacobi^schen  wesentlich  ab- 
weicht, sondern  dass  auch  mein  Resultat  ein  anderes  ist.  Nach  Lagrange 
ist  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  die  Integration  von  partiellen  Differential- 
gleichungen zurückzuführen,  worin  die  Differentialquotienten  nur  linear 
vorkommen.  Jacobi  nimmt  an,  dass  die  abhängige  Veränderliche  z  in 
der  Differentialgleichung  nicht  vorkomme.  Wenn  n  die  Zahl  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  ist,  so  findet  Jacobi,  dass  man  zur  vollstän- 
digen Lösung  der  Aufgabe  je  ein  Integral  bestimmen  müsse  für  ein  System 

von  -^— — l  partiellen  Differentialgleichungen.    Das  System  hat : 
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1  DifferentialgleichaDg  mit  2n — i  Veränderlichen, 

2  „  „    2« -3  „ 

3  „  „    2« — 5  „  etc. 
und  endlich 

n^i  „  „  3  y, 

Ich  habe  aber  gefunden ,  dass  die  Zahl  der  Differentialgleichungen, 
wovon  jedes  Mal  ein  Integral  zu  bestimmen,  nur  2it — 3  ist..  Es  fand  8i<ih 
je  eine  Differentialgleichung  mit  2n — 1,  2n — 2,  2n — 3..i  3  VerSnder- 
liehen.  Man  hat  mir  eingewendet,  dass,  wiewohl  die  Zahl  der  Differential- 
gleichungen fiier  geringer  sei  als  dort,  dem  ersten  System  von  Differential« 
gleichangen  ein  Vorzug  gesichert  sei  durch  den  Umstand,  dass  die  Zahl 
der  Veränderlichen  darin  kleiner  ist.  An  die  Stelle  einer  Differentialglei- 
chung mit  2n  —  3  Veränderlichen  des  ersten  Systems  tritt  nämlich  eine 
Differentialgleichung  mit  2n  —  2  Veränderlichen  des  zweiten  Systems,  an 
die  Stelle  zweier  Differentialgleichungen  mit  2n  —  5  Veränderlichen  des 
ersten  Systems  tritt  eine  Differentialgleichung  mit  2;i  —  4  Veränderlichen 
des  zweiten  Systems  u.  s.  w.  Und  in  der  That  sind  die  Schwierigkeiten, 
ein  Integral  einer  solchen  partiellen  Differentialgleichung  aufznstellen ,  um 
so  grösser,  je  mehr  Veränderliche  darin  vorkommen,  so  dass  man  also 
sagen  dürfte,  die  Integration  des  zweiten  Systems  sei  schwieriger,  als  die 
des  ersten.  Allein  es  hat  sich  bald  gezeigt,  dass  mein  Verfahren  auch  ein 
anderes  System  von  2/i — 3  partiellen  Differentialgleichungen  giebt,  welche 
dieser  Vorwurf  nicht  mehr  trifft.    Das  System  hat: 

1  Differentialgleichung  mit  2n  —  1  Veränderlichen, 

2  „  „    2«— 3  „ 

2  „  „    2n — 6  „  '  etc. 

und  endlich 

*  >»  »         »  »> 

Den  Fall ,  dass  ausser  den  n  unabhängigen  Veränderlichen  auch  die 
abhängige  Veränderliche  z  in  der  Gleichung  vorkommt,  hat  Jacob i  auf 
den  anderen  znrückgeftihrt.  Durch  Transformation  wird  eine  neue  Glei- 
chung hergestellt,  worin  die  abhängige  Veränderliche  fehlt,  die  Zahl  der 
unabhängigen  aber  um  eine  vermehrt  wird.    Zu  dem  obigen  System  von 

-^ Differentialgleichungen  kommen  dann  noch  n  Differentialgleichun- 

gen  hinzu.  Die  letzteren  haben  drei  Veränderliche;  jede  der  schon  vor- 
handenen Gleichangen  aber  nimmt  zwei  weitere  Veränderliche  auf. 
Wenn  ausser  den  n  abhängigen  Veränderlichen  auch  die  unabhängige  Ver- 
änderliche vorkommt,  so  behalte  ich  ein  System  von  2n — 3  Differential- 
gleichungen, und  jede  dieser  Gleichungen  nimmt  nur  eine  weitere  Ver- 
änderliche auf. 

Das  Verfahren,  welches  Jacobi  einschlägt,  führt  in  allen  Fällen  in 
einer  und  derselben  Gestalt  zum  Ziel.     Dagegen  finden  sich  zahlreiche 
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Fälle ,  wo  mein  Verfahren  einer  Aenderung  bedarf.  In  der  oben  erwähnten 
Abhandlang  des  Grunert^schen  Archivs  habe  ich  diesa  Ansnahmsfälle 
nur  angedeutet,  and  hat  es  dort  den  Anschein,  dass  dadarch  die  Integra« 
tionsarbeit  erschwert  sei.  Die  weitere  Verfolgung  des  Gegenstandes  hat 
aber  geseigt,  dass  die  AasnahmsfäUe ,  welche  eine  Aenderang  meines 
Verfahrens  verlangen,  die  Integrationsarbeit  vielmehr  vereinfachen. 

Da  die  Vergleichang  meiner  Arbeit  mit  der  Jacobi^schen  zu  diesem  Er* 
gebniss  geftlhrt  hat,  so  glaabte  ich,  nachdem  die  erwähnten  Aenderungen 
angebracht  waren ,  es  werde  dieselbe  dem  Leser  dieses  Journals  nicht  un- 
willkommen sein. 

§•  1.   Wie  man  die  Differentialqnotienten  Pi ,  Pt »  Ps»  •  •  •  P«  ^^^  Function 
der  /i  + 1  Verftnderlichen  s ,  oT]  ,  rr, ,  ar« , . . .  o:.  darstellt 

Man  hat  die  Gleichung  '^^c,  wo  ^  irgend  eine  Function  dern  +  1- 
Veränderlichen  2,  a:|,  or,,  ar^, . . .  ^„  und  der  Differentialqnotienten  ■— ==/?|, 

dz  dz  dz 

-z —  =Pf  >  T"  ^i's»  •  •  •  1; —  =Pn  «nd  c  eine  willkürliche  Beständige  ist. 
dx^  aa*3  dXfi 

Man  soll  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  i^=:c  die  Grösse  z  als 
Function  von  ^n  ^t,  o:,, . . .  o:»  bestimmen.  Für  die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe ist  es  eine  Entdeckung  von  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  sie  auf 
die  Integration  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung 
surttckgeführt  werden  kann,  worin  die  Differentialqnotienten  nur  linear 
vorkommen.  Man  gelangt  zu  diesen  partiellen  Differentialgleichungen,  in- 
dem man  sich  die  Aufgabe  stellt,  nicht  z  als  Function  von  Xi,  or,,  o:,, . .  • 
Xnj  sondern  die  Differentialquotienten  P| ,  Pt ,  Ps,  •  •  •  P»  aIs  Functionen  der 
abhängigen  Veränderlichen  z  und  der  unabhängigen  arj,  rr,,  a:,, . . .  o:«  dar- 
zustellen. Die  Werthe  Pit  Pti  Pti  -  "  Pn  sind  dann  die  abhängigen  Ver- 
änderlichen in  diesen  partiellen  Differentialgleichungen.  Nachdem  man 
aber  die  Werthe  Pi  1  Pt  1  Ps  >  •  •  •  P»  aufgefunden  hat ,  erhält  man  z  durch  die 
Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung: 

dz  =  pi  dxi+pt  dXt+p^  dx^  +  ...+Pn  dXn. 

Man  thut  wohl,  die  Sache  noch  allgemeiner  aufzufassen.  Zwischen 
den  2n  + 1  Grössen  «, ,  or, ,  d;, , . . .  j?^ >  ^  nnd  Pi  >  p« »  Ps i  •  •  •  Pn  ist  die  eine 
Gleichung  ^=c  gegeben.    Es  lassen  sich  noch  n  —  1  andere  Gleichungen: 

J)  1/^1=0,  -^,=0,  -^3=0,...  i|;„-i=0 

aufstellen,  welche  zwischen  denselben  2n  +  l  Grössen  bestehen.  Aus  die- 
sen n  verschiedenen  Gleichungen  lassen  sich  die  fi  Differentialqnotienten 
als  Functionen  der  n  +  l  Veränderlichen  x^,  ir, ,  d?^ ,  • . .  x^,  z  bestimmen. 
Im  Uebrigen  wird  man  den  vorhin  angegebenen  Weg  gehen. 

Die  Functionen  if^i ,  if't ,  if's , .  • .  "^«-i  ergeben  sich  aus  n  —  1  partiellen 
Differentialgleichungen ,  worin  die  Differentialquotienten  nicht  linear ,  son- 
dern je  zwei  mit  einander  mnltiplicirt  vorkommen.    Bei  der  Darstellung 
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dieser  partiellen  Differentialgleichungen  mag  es  mir  gestattet  sein,  zu- 
nächst nnr  den. Fall  n=Z  zu  betrachten.  Man  hat  dann  nur  die  beiden 
Gleichungen  '^i^O  und  '4;,=0  darzustellen.  Ans  den  drei  Gleichungen 
if;  =  c,  1^1=0,  1^2=0  bestimmen  sich  alsdann  die  drei  Differentialquotien- 
ten Pi ,  p, ,  p,  als  Functionen  von  or, ,  ^r, ,  x, ,  z.  Da  ich  in  allen  Fällen, 
wenn  f  eine  Function  der  n  +  l  Veränderlichen  otj  ,  ar^,  or,,  • .  •  x«,  z  ist, 
die  Abkürzung 

dz^^^dxi       \dxj 
gebrauche,  so  zeigen  sich  die  bekannten  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Differentialquotienten Pi,Pti  Ps  bestehen,  in  der  Form: 

a\   (^\-(^\  (iE}\=^{^\  te^=te^ 

^        \dxj       \dxj'    \dxj       \dxj'    \dxj       \dxj' 

Aus  iff  =  c  bildet  man  die  Differentialgleichungen: 

/  dMf  (dp,\      dj,  fdpA      d^  /rfpA       (di^\_ 
l  dp^  \dxj  "^  rfp,  \dxj  "•"  rfp,  \dxj  "■"  \dxj 

1  Hf^(dpÄ,dj}^fdp^^  • 

(  dp,  VrfV  "^  dp,  Vda,/  "^  dp,  \dxj  "^  Vdo:./ 
Ebenso  erhält  man  aus  der  Gleichung  ^i=0  drei  andere  Differential- 
gleichungen 6),   welche  von  den  vorliegenden  dadurch  verschieden  sind« 
dass  überall  ^,  an  die  Stelle  von  '^  tritt.    Aus  diesen  sechs  Differential- 
gleichungen elimittire  man  die  Grössen  (;j— ^)i    l^"^)»    (t^)'  ^^^  ™*^ 

behält  die  drei  folgenden  Differentialgleichungen : 

/rf»  d^_diß^  d^\  rdp^\       /d^  d^_d^  d^A  /dpA 
\dp,  dpi       dpi  dpj  \dxj       \dp^  dp^       dp^  dp^J  \dxj 

/d7i,\d'^i   y^  /^^M^Q 
'^\dxjdp,       dp,\dxj 

/d^  Hfi_Hf_  dv^^  /rfpA  ,  /<M^  d^,  _ dvj;^  dti\  /tfp>\ 
\dpi  dp,       dpt  dpj  \dxj       \dp^  dp^       dp^  dp^J  \dxj 

/dt^Xdj^dtt;  /dt^,\       ^ 
■*"\dVdp,       dp^KdxJ 
fdj}  dtf^_  d^  d^A  /efpA      /d>  d;^t  _d^  d^A  /dpA 
Vc^Pi  ^'i'»       dpgdpiJKdxJ       \dpt  dpt       dp^dp^)\dxj 

\dxjdp^       dp^\dxj 
Durch  die  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  die  drei  Beziehungen  a) 
gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

c) 
/d^\  dp,^dj^  /d^\      /d^\  di{^ _  d^  /di|^,\      /^\<?*i _ ^ /^A _^^ 
VdjrJ  äp^      dpi  \dxj  "*"  WJ  dp^      dp^  \dxj  "*"  \dxjdp^      dpXdxJ 
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Die  GleichuDg  «f^tsO  führt  auf  ein  drittes  System  von  Differential- 
gleichuDgen  der  Form  6),  und  wenn  dasselbe  ebenso  mit  dem  ersten  System 
▼erblinden  wird ,  wie  man  soeben  das  zweite  System  damit  verbunden  bat, 
um  sn  der  obigen  Gleichung  c)  zu  gelangen,  so  erhält  man  eine  zweite 
Oleichang 

\dxjdpi       dpiXdxJ       \dx^J  dp^       dp^Xdx^J 

\dxj  dpt      dp^Xdx^J 

Endlich  findet  man  aus  den  Systemen  2  und  3  der  Differentialgleichun- 
gen^) ganz  ebenso  eine  dritte  Gleichung 

\dxj  dp^       dpi  Vdj?,/       \dxj  dp^       dp^  Xd^^J 

\dxjdpt       dp^KdxJ 

An  die  Stelle  der  drei  Gleichungen  a)  treten  also  die  drei  Gleichungen 
c),  und  dies  sind  die  partiellen  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung 
der  Functionen  '^i  und  i^,. 

Die  Coefficienten  der  beiden  ersten  Gleichungen  c)  sind  unmittelbar 
gegeben  durch  die  Function  if/.  Dieselben  sind  ausserdem  der  Eeihe  nach 
in  den  beiden  Gleichungen  übereinstimmend.  Die  erste  Gleichung  geht  in 
die  zweite  über,  wenn  i/;,  an  die  Stelle  von  ^i  kommt.  Die  Functionen 
^,  und  '^t  haben  demnach  die  Eigenschaft  mit  einander  gemein ,  dass  sie 
der  Gleichung: 

^  \dxj  dpi      dp\dxj       \dxj  dp2      dp^KdxJ 

\dxj  dp^      dp^  \dxj 
an  der  Stelle  von  q>  Genüge  leisten.    Man  sieht  ein ,  dass  auch  die  gege- 
bene Function  iff  diese  Eigenschaft  besitzt.    Man  schreibe  ausserdem  die 
Gleichung : 

^         \dxjdpi      dpi\dxj       \dxjdpt      dp^\dxj 

Kdx^Jdpi  dp^  \dxj 
an ,  und  die  dritte  Gleichung  c)  wird  erfüllt  sein ,  sobald  g>^=iff^  auch 
die  Gleichung  II)  befriedigt.  Es  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  auch  q>  =  ^^ 
der  Gleichung  II)  genügt;  und  ebenso  wird  9^=1/;  der  Gleichung  II)  ge- 
nfigen, weil  ^»if'i  der  Gleichung  I)  genügt.  Denn  setzt  man  hier  q>=^ 
ein ,  so  ist  die  Gleichung  II)  identisch  mit  der  Gleichung  I) ,  nachdem  man 
dort  9=^1  gesetzt  hat.  Es  ist  demnach  an  die  Functionen  tffi  und  ^t  ^^^ 
Anforderung  gestellt,  dass  sie  beide  gleichzeitig  den  Gleichup«^^  ail4 
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II)  an  der  Stelle  von  9  genügen.    Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  auch  die 
gegebene  Function  if;. 

Die  Kechnung  kann  leicht  ausgedehnt  werden  auf  den  Fall ,  dass  mehr 
als  drei  unabhängige  Veränderliche  vorkommen.  Lässt  man  die  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  o:, ,  ar, ,  0:^ , . . .  ^r^  in  die  Eechnang  herein ,  00 
findet  man,  dass  die  fi^l  unbekannten  Functionen  ^1 1  ^t»  If'o  •  •  •  ^»—1 
gleichzeitig  fi  —  1  verschiedenen  partiellen  Differentialgleichungen  genügen 
müssen ,  welche  Eigenschaft  die  gegebene  Function  ^  mit  ihnen  gemein 
hat.    Diese  n — 1  partiellen  Differentialgleichungen  sind: 

<=i  WäxJ  dpi      dpi  \dxj\         ' 

*=i  Wäxi)  dpi      dpi  \dXi)\        ' 

lTÄ)£f_*fL.f^)]  =  Oetc. 
.     <=  1  L  \dxj  dpi      dpi  \dxi/J 

und  endlich 

<=iL\  äxi  Jdpi        dpi    \dÄi/J~  ' 
Gebraucht  man  die  Abkürzung :  * 

:i:[a$,-ta]=<*->' 

so  schreiben  sich  die  n  —  1  partiellen  Differentialgleichungen  in  der  Form : 
(t<;9))=0,  (^i9)=0,  (if;,<p)  =  0,...  (ij;«-2g>)  =  0. 
Für  den  Fall  n  =  2  behält  man  nur  eine  partielle  Differentialglei- 
chung;  dieselbe  ist  identisch  mit  derjenigen,  welche  Lagrange  aufge- 
stellt hat,  um  daraus  in  Verbindung  mit  ^=c  die  beiden  Differential- 
quotienten p,  und  Pf  als  Functionen  von  cc^ ,  cr^  und  z  darzustellen. 

§.  2.   Wie  man  das  allgemeine  Integral  aus  dem  vollständigen  Integral 

ableitet 
Wenn  man  die  allgemeinsten  Werthe  der  Differentialquotienten  pi ,  Pt« 
Ps  1  •  *  •  P«  >  ausgedrückt  durch  die  n  + 1  Veränderlichen  arj ,  o-, ,  o:, , . . .  jt.  ,  z 
in  die  vollständige  Differentialgleichung 

dz=^Pi  dXf  +PtdXf+p^dx^  +  ...+pnda:n 
einsetzt,  so  versteht  es  sich,  dass  man  durch  die  Integration  dieser  Glei- 
chung das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  ^lr=c 
erhält.  Es  wäre  aber  eine  verwickelte  Unternehmung ,  wollte  man  aus  den 
in  S.  1  aufgestellten  partiellen  Differentialgleichungen  die  allgemeinsten 
Werthe  der  Functionen  ^j ,  t^i ,  ^8>  •  •  •  ^»—1  ableiten,  um  daraus  die  Diffe* 
rentialquotienten  Pi ,  Pt^/^s»  •  •  •  Pn  als  Function  der  Veränderlichen  zu  er- 
holten. Schon  Euler  hat  gezeigt,  dass  man  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  t/;=:c  aus  einem  vollständigen  Integral  ab- 
leitet.   Das  vollständige  Integral  ist  eine  Gleichung,  welche  der  partiellen 
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Differentialgleichung  ^=^c  genügt,  und  ausser  den  n  +  1  Veränderlichen 
^1 ,  Xt ,  a:, , . . .  o:« ,  z  noch  n  willkürliche  Beständige  <?! ,  ^t ,  c, , .  • .  c.  ent- 
hält. Um  zn  dem  vollständigen  Integral  zu  gelangen,  wird  man  an  die 
Stelle  jener  it  —  1  allgemeinen  Gleichungen: 

1)  *i  =  0,    *,  =  0,   ^,  =  0,...  i/;,-i  =  0, 
die  einfacheren 

setzen ,  worin  Cj ,  c, ,  c« ,  •  • .  c«.i  willkürliche  Beständige  sind ;  ff]  >  »f  t  ffs ,  • . . 
a»-.i  aber  bestimmte  Functionen  der  n  +  l  Veränderlichen  ^d  ^ti  ^s«  •  •  • 
Xa,  2,  und  der  Differentialquotienten  pi,  p,,  Pt^  •  •  •  Pn*  loh  nehme  an, 
die  Gleichungen  2)  seien  aufgestellt.  Man  verbinde  dieselben  mit  der 
Gleichung  ^=c  und  entwickle  daraus  die  n Differentialquotienten  j9|,  p,, 
Ptf  •  •  •  Pa  Als  Function  der  n  +  l  Veränderlichen  x^y  jr,,  ^tf*^«»  <• 
Die  vollständige  Differentialgleichung 

dz  =p,  dx,  +p,  dx,  +  p,  <fj?,+  . . .  +/?„  dar, 
liefert,  nachdem  man  die  Werthe  Pj ,  Pti  Po  .  •  •p»  eingesetzt  hat,  mit  Hilfe 
einea  integrirenden  Factors  das  vollständige  Differential 

Die  Integration  giebt  eine  Gleichung  von  der  Form  /*=&,  wo  h  eine 
neue  willkürliche  Beständige  ist.  Unter  f  hat  man  sich  eine  Function  der 
n  +  l  Veränderlichen  dPi ,  0:^,  x,,  •  • .  ar^,  z  und  jener  n — 1  willkürlichen 
Beständigen  C|,  c«,  ^s, . . .  c,^\  zu  denken.  Die  Gleichung  f^=ih  ist  also 
ein  vollständiges  Integral. 

Ich  darf  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  dem  vollständigen  und 
dem  allgemeinen  Integral  besteht,  nicht  übergehen,  da  derselbe  den  we- 
sentlichsten Aufschluss  giebt  über  die  Darstellungsweise  jener  Gleichungen 

2)  «,  =C|,    tt,  =  Ct,    «»  =  <?,,...  a„.i  =  c,-.i, 

woraus  das  vollständige  Integral  abzuleiten  ist.  Es  versteht  sich,  dass 
diese  Gleichungen  einen  bestimmten  Fall  der  allgemeinen  Gleichungen: 

1)  *i  =  0,    i(;,=  0,   ^3  =  0,...  -^,»«i  =  c„«i 

darstellen.  Wollte  man  von  den  Gleichungen  2)  zu  den  allgemeinen  Glei- 
chungen 1)  übergehen,  so  käme  es  darauf  an,  die  Grössen  C|,  c,,  c,,... 
c«.i,  welche  als  willkürliche  Beständige  gedacht  sind,  durch  veränder- 
liche Grössen  zu  ersetzen,  in  der  Art,  dass  den  in  S.  1  angesetzten  par- 
tiellen Differentialgleichungen  Genüge  geschieht.  Wenn  man  aber  unter- 
sacht,  in  welcher  Weise  die  willkürlichen  Beständigen  Cj,  c^,  c,,  •  •  •  Cn-^\ 
des  vollständigen  Integrals  durch  veränderliche  Grössen  ersetzt  werden 
könnten,  so  dass  das  vollständige  Integral  doch  noch  der  Gleichung  t^  =  c 
genügt,  so  findet  man  leicht,  dass  es  sehr  allgemeine  Functionen  der  Art  giebt. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  die  willkürliche  Beständige  6  des  voll- 
ständigen Integrals  als  willkürliche  Function  von  C|,  c,,  c,, . . .  Cn-\  auf- 
gefasst  werden  darf.    Wenn  aber  Ci ,  c^ ,  c, , . . .  c«.!  veränderlich  sind ,  so 
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wird  man ,  nm  die  Allgeroeinheit  des  Hesnltats  nicht  anfzngeben ,  auch  die 
Grösse  b  nicht  mehr  als  willkürliche  Beatändige,  sondern  als  willkürliche 
Function  von  C|,  Ct,  e, , . . .  Cm^i  betrachten,  und  das  vollständige  Integral 
anschreiben :  /"=  9  (<?i  >  ^t  i  ^»  i  •  •  •  <?ii-i)« 

Wenn  diese  Gleichung,  worin  nun  c^,  Of,  c,, . . .  Cn^i  veränderlich  ge- 
dacht sind,  der  Differentialgleichung  ^=^c  wieder  gentigt,  so  wird  man 
durch  Differentiation  nach  den  n  unabhängigen  Veränderlichen  :r, ,  j?^,  o?, , . . . 
an  und  durch  die  Elimination  des  Willkürlichen  auf  die  Differentialglei- 
chung ^=^c  zurückgeführt«  Man  schreibe  in  dieser  Absicht  das  vollstän- 
dige Integral  lieber  in  der  Form : 

9{fi  ^1 »  ^f  j  •  •  •  Cj^i)  =  ö, 
wo  q>  wieder  eine  willürliche  Function  ist.    Durch  die  vollständige  Diffe- 
rentiation entsteht: 

df\dz  dXi       ^^dx^      ■  '  dXn        J 

Gebraucht  man  zur  Bestimmung  der  veränderlich  gedachten  e^,  Tf,  • . . 

Cwi  die  » — 1  Gleichungen: 

QN   d<pdf    ,dq>_        d<p  df       dq>_  dip     df      ,     dtp   _^ 

^^   dfd^rd^~^'    dfd7,'^dF,~^'"'    dfd^,^di^~' 

so  bleibt  die  einfachere  Differentialgleichung: 

Daraus  bestimmen  sich  die  n  Differentialquotienten 
dz  .       dz  dz 

Die  so  gefundenen  Werthe  unterscheiden  sich  von  den  zur  Darstellung  des 
vollständigen  Integrals  benutzten  nur  dadurch,  dass  die  willkürlichen  Be- 
ständigen C|,  Cs,  Cn^x  jetzt  veränderlich  gedacht  sind.  Es  versteht  sieh, 
dass  man  durch  die  Elimination  von  Cj ,  c, ,  . . .  Cn^\  auf  ein  und  dieselbe 
Gleichung  «^ssc  geführt  wird,  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  Falle. 
Es  ist  aber  damit  der  Beweis  geliefert,  dass  das  vollständige  Integral  f^=:h 
auch  dann  der  partiellen  Differentialgleichung  ^  =  c  genügt,  wenn  die 
willkürlichen  Beständigen  in  der  oben  vorgeschriebenen  Weise  durch  Ver- 
änderliche ersetzt  werden. 

Man  kann  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  man  durch  die  angegebene 
Umwandlung  des  vollständigen  Integrals  das  allgemeine  Integral  erhält.  Es 
ist  zunächst  klar,  dass  jene  n  —  1  Gleichungen: 

ox     d<P  df       dtp_       dtp  df       d<p  dtp     df  dtp 


df  dc^      dci         '    df  de,  'de,         * ' "   df  dc„.i      dc„_i 
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in  jenen  anderen: 

1)  *i==^0,    t(;,  =  0,  ...   -^„^1  =  0 

antfaalten  sein  müssen,  von  welchen  angenommen  ist,  dass  dadurch  die  all- 
gemeinsten Werthe  der  DifFerentialqnotienten  Pt ,  Pti  •  •  •  Pn  bestimiut  sind. 
Man  überzeugt  sich  aber,  dass  die  letzteren  Gleichungen  keine  grössere 
Allgemeinheit  haben,  als  auch  die  Gleichungen  3). 

Die  partielle  Differentialgleichung  {%lfq>)=^0  hat  2n  +  l  Veränderliche, 
und  es  giebt  deshalb  2n  verschiedene  Functionen,  welche  an  der  Stelle 
Yon  q>  genügen.  Es  ist  in  S.  1  gezeigt  worden,  dass  die  n  —  1  Functionen  i/;|, 
^tt  •••  'V^M-i  gemeinschaftlich  der  Gleichung  {tlßq))=zO  genügen.  Es  folgt  da- 
raus, dass  dieselben  in  ihrer  allgemeinsten  Form  durch  Functionen  von  2»  ver- 
änderlichen Grössen  ausgedrückt  sind.  Wie  diese  Functionen  auch  immer  be- 
schaffen sein  mögen,  es  wäre  gestattet,  an  die  Stelle  jener  n — 1  Gleichungen 

1)  ij;,  =0,    if^t==0,...    af/,-i  =  0 

eben  so  viele  andere  Gleichungen  zu  bringen,  von  denen  jede  Function  ist 
von  nur  n  +  2  veränderlichen  Grössen.  Um  irgend  eine  von  diesen  Glei- 
chungen herzustellen,  würde  man  aus  den  obigen  n  —  1  Gleichungen  irgend 
n — 2  der  vorkommenden  2  n  veränderlichen  Grössen  eliminiren.  Es  bliebe 
dann  eine  Gleichung  zurück,  worin  nur  n  +  2  veränderliche  Grössen  vorkom- 
men. Die  Gleichungen  3),  welche  zur  Bestimmung  der  veränderlich  gedachten 
Grössen  C| ,  Cg ,  . . .  c^.i  aus  dem  vollständigen  Integrale  oben  abgeleitet 
sind ,  besitzen  aber  dieselbe  Eigenschaft.  Jede  von  den  Gleichungen : 
ov     ^9>  <'/'    .   ^<P_n     ^V^A    ,^g>_^  d(p     df    ^     dg)  _^ 

^^  dfdr,^d7,-^'dfdF,^dF^~'^''''Tfdc^i'^d^,~^' 

enthält  ausser  den  »+1  Functionen  c=tf;,  C|  =«1,  C|=at, . ..  C|,.i=aj|^i 

und  f  nock  eine  von  den  n  —  1  Functionen  -7—,   t— , . . .   :; .      Ansser- 

'  dc^     dc^'        dcn^i 

dem  darf  irgendeine  von  den  vorliegenden  Gleichungen  als  willkürliche  Func- 
tion der  darin  vorkommenden  n  +  2  veränderlichen  Grössen  aufgefasst  wer- 
den. Man  ist  also  berechtigt,  zu  behaupten,  dass  man  durch  das  soeben  aus- 
einander gesetzte  Verfahren  ans  dem  vollständigen  Integral  das  allgemeine 
Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  if;  =  c  ableitet. 
Man  sieht  nun ,  dass  die  Gleichung 

in  Verbindung  mit  den  n  ~  1  Gleichungen  3)  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  t^  =  c  ausdrückt.  Man  kann  auch,  ohne 
die  Allgemeinheit  zu  stören ,  die  Form 

/*=g?(c,  ,c,,..  .c„_i) 
wählen,  um  dieselbe  alsdann  mit  den  n  —  1  Gleichungen 

df d(p      df d<p  df    _    dq> 

dci      dci*    dc^      rfc, ' ' '  *  ^rfcn-i      dc^^i 
SU  verbinden.    Die  letzteren  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  den  obi- 
gen Gleichungen  3)  dadurch ,  dass  die  Function  /*eliminirt  ist. 

ZeiUchrin  f.  Mathemalik  u.  Physik.  VllI,  4.  ,  19      ' 
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§.  3.    Die  Function  Of  bestimmt  sieh  durch  .  eine  partielle  IKiFerential- 
gleichuag  der  ersten  Ordnung,  worin  die  Differentialquotienten  nur 

linear  vorkommen. 

Da  es  nun  feststeht,  dass  man  das  allgemeine  Integral  aus  dem  voll- 
ständigen Integral  ableiten  kann ,  so  ist  die  Integration  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung ^=c  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  der  n  —  1  Glei- 
chungen : 

2)  «i  =  <^i,     «2  =  ^1,     as  =  <?«,...     a«-i  =  <?ii-i , 

wo  c, ,  Cj,  Cj, .  - .  Cn__i  willkürliche  Beständige,  »j ,  or,,  dr,, .  . .  of,_i  aber  be- 
stimmte Functionen  der  n  +  1  Veränderlichen  ^ ,  X| ,  ar^ , . . .  Xn  und  der 
Differentialquotienten  PiyPt,"»Pn  sind.  Es  ist  nach  $.  1  an  diese  Func- 
tionen die  Anforderung .  gestellt ,  dass  sie  gleichzeitig  den  n  —  1  Differen- 
tialgleichungen 

(if;a)  =  0.    (a,o)  =  0,    (of.of)  =0,  .  .  .    (fl«_2)==0 
an  der  Stelle  von  a  genügen. 

In  S'  2  hat  man  gesehen,  dass  die  allgemeine  Gleichung  ^i=0  durch 
eine  willkürliche  Function  von  irgend  n  +  2  Integralen  der  Gleichung 
(tf;^)  =  0  ausgedrückt  ist.  Daraus  folgt,  dass  irgend  eines  von  den  2n  In* 
tegralen  der  Gleichung  (jiißa)  =  0  an  die  Stelle  von  a,  zu  setzen  ist.  Man  be- 
stimme deshalb  ein  Integral  von  (tf>  a)  =  0,  und  man  hat  die  Gleichung  a,  =  c^. 

Da  nun  ai  bekannt  ist,  so  kann  man  die  zweite  Gleichung  (a|a)  =  0 
anschreiben.  Die  Coefficienten  dieser  partiellen  Differentialgleichung  sind 
gegeben  durch  die  Function  a,.  Die  Function  a^  soll  aber  den  beiden 
Oleichungen  (t/;a)  =0  und  (a,  a)  =  0  gleichzeitig  genügen.  Man  wird  des- 
halb die  2n  Integrale  der  Gleichung  (^o)=::0  als  neue  Veränderliehe  in 
die  Gleichung  (aia)=0  einsetzen.  Man  gelangt  zu  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung mit  nur  2n  Veränderlichen.  Jede  Function  der  neuen 
Veränderlichen,  welche  der  transformirten  Gleichung  (er, a)  =  0  genügt, 
wird  anch  die  Gleichung  (t/;a)  =^  0  befriedigen. 

Nun  wird  man  fragen,  wie  die  allgemeine  Gleichung  ^,=0  sich  ge- 
staltet, wenn  die  Gleichung  ^^1=0  in  die  einfachere  a,t=Cj  übergeht.   Um 
dies  zu  erfahren ,  komme  man  zurück  auf  das  vollständige  Integral 
9>  (/"»  <^i  1  <^t  I  •  •  •  Ca-i)  =  0. 

Man  differentiire  und  betrachte  dabei  ^tt  Oi  •  •  •  ^n— i  <^ls  veränderliche 
Grössen ,  während  c,  als  willkürliche  Beständige  angenommen  ist.  Es  ent- 
steht dann  die  Gleichung 

df  Uz"'-^  dx,  *'^'  +  dx,  "*»+*••  +  dXn    ""') 

\är  dct  ^  dcj        ^  \df  de,  ^  dcj        ^ 
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Zar  Bestimmung  der  Veränderlichen  r,,  r,,  c„^i  hat  man  demnacli 
unter  der  obigen  Voraussetzung,  dass  '^isO  in  die  einfachere  Gleichung 
a,  =  C4  übergeht,  die  n  —  2  Gleichungen: 

^/-  de,  "^  cff,  ~   '    d/-  rfc,  "^  de,  ~'   '  •  •  •   d/-  dcn-i  "^  de„«,  ^ 

Mau  sieht,  dass  irgend  eine  von  diesen  Gleichungen  eine  willkürliche 

Function  ist  von  n  +  2  veränderlichen  Grössen.  Ausser  den  n  -j- 1  Functionen 

^  =  Cj  ai  =  c, ,  o,=c,, . .  .  Oj,.!  =  Cji—i  und  /hat  man  jedesmal  noch  eine 

^        .  df     df  df       ^     ^ 

von  den  n — 2  Functionen  -r^ ,  -r— ■  >  •  •  •  3 •    I"»  Ganzen  kommen  2n— 1 

de,    de,  den»i 

verschiedene  Functionen  vor.  Daraus  folgt,  dass  die  transformirte  Gleichung 
(ff,  a)  =  0,  welcher  alle  jene  Gleichungen  ^t=0,  af',=0, . . .  -^„—i  =  0  genügen, 
2n — 1  Integrale  a  haben  wird.  Da  aber  eine  partielle  Differential'glei- 
chnng  mit  2n  Veränderlichen  immer  nur  2n  —  1  Integrale  hat,  so  sieht 
man  ein,  dass  irgend  eines  von  den  2it — 1  Integralen  der  transformirten 
Gleichung  (ffi  a)  =  0  an  die  Stelle  von  a,  gesetzt  werden  darf.  Man  be- 
stimme eines  von  diesen  Integralen,  und  man  hat  die  Gleichung  a,=e,. 

Man  kann  nun  die  dritte  Gleichung  (a,  a)  :=  0  anschreiben.  Da  die 
Function  a,  den  Gleichungen  (tf;a)  =  0,  (a, a)  =  0,  {cc^a)  =  0  gleichzeitig 
genügen  soll,  so  führe  man  die  2n —  1  Integrale,  welche  den  Gleichungen 
(^a)  =  0  und  (ata)  =  0  gemeinsam  sind,  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  (a,o)  =  0  ein.  Man  findet  ganz  ebenso  wie  vorhin,  dass  die 
2n — 2  verschiedenen  Integrale  der  transformirten  Gleichung  auch  die  bei- 
den Gleichungen  (^  a)  =:=  0  und  (a,  a)  =  0  befriedigen.  Irgend  eines  davon 
wird  die  Stelle  von  a,==e,  einnehmen. 

Indem  man  so  fortfährt,  gelangt  man  endlich  zu  der  Gleichung 
(a«.2<')  =  0*  ^^®  Function  crn^i  ist  in  der  Art  zu  bestimmen,  dass  sie 
gleichzeitig  alle  n — 1  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt.  Man 
führe  deshalb  die  2«  —  (n — 3)  =  n+3  Integrale,  welche  allen  vorher- 
gehenden Gleichungen  gemeinsam  sind ,  als  neue  Veränderliche  in  die  Glei- 
chung (a«.2ff)  =  0  ^^°*  ^^u  findet,  dass  die  n  +  2  verschiedenen  Integrale 
der  transformirten  Gleichung  gleichzeitig  allen  übrigen  Gleichungen  ge- 
nügen, und  dass  also  irgend  eines  davon  die  Gleichung  a»^]  =Cn^i  dar- 
stellt. 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  in  den  partiellen  Differentialglei- 
chungen 

(tf;a)  =  0,  "(a,a)  =  0,    (a,a)=0,...    (of„_2)=0 

jedesmal  nur  die  Function  a  als  Unbekannte  vorkommt.  Man  hat  deshalb 
zur  Bestimmung  der  Functionen  »i,  o,,...  a»— i  jedesmal  eine  partielle 
Differentialgleichung,  worin  die  Differentialquotienten  der  Unbekannten 
linear  vorkommen. 

19* 
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s^^^^^^^^^>»^^^^^ 


§.  4.  Wenn  swei  Integrale  a  der  partiellen  Differentialgleiohang  (o|-a)=0 
bekannt  sind,  so  lassen  sieh  daraus  alle  übrigen  Integrale  ableiten. 

Bezeichnet  man  die  27i  Werthe  a,  welche  der  Gleichung  (ojo)=:o 
genügen,  durch  ßn  ßt%  ßt,  >  • »  ßny  so  sind  die  den  beiden  Gleichungen 
(t^c)  =0  und  («1«)  =  0  gemeinsamen  Integrale  ausgedrückt  durch  Func- 
tionen von  ßij  ßzi  ßii '  '  -  ßin*  Um  die  gemeinsameA  Integrale  zu  bestim- 
men, wird  man  die  Grössen  ßi,  ßty  ß^  • .  •  ßzn  als  neue  Veränderliche  in 
die  Gleichung  (t^o)  =  0  einsetzen.  Man  erhält  dadurch  die  transformirte 
Gleichung 

Jede  Function  der  neuen  Veränderlichen ,  welche  der  transforrairten 
Gleichung  genügt,  ist  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen 
(;i/;of)  ==  0  und  («4«)  =  0.  Nach  §.  3  ist  deren  Zahl  2n —  1.  Man  schliesst 
daraus,  dass  alle  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  als  Function 
der  n<^uen  Veränderlichen  /9i ,  J?,,  j?3,...  ßin  sich  darstellen  lassen.  Es 
versteht  sieh,  dass  man  durch  die  In  neuen  Veränderlichen  eben  so  viel 
von  den  Zn  +  l  ursprünglichen  Veränderlichen  in  den  Coefficienten  elimi- 
niren  kann.  Bringt  man  aber  den  ersten  Coefficienten  auf  die  Einheit,  in- 
dem man  die  ganze  Gleichung  durch  (t/;/3|).theiU,  so  wird  in  allen  übrigen 
Coefficienten  auch  die  letzte  der  ursprünglichen  Veränderlichen  hinaus- 
fallen. Wäre  dies  nicht  so,  so  fäilden  sich  für  die  partielle  Differential- 
gleichnng,  welche  2n  Veränderliche  hat,  weniger  als  2n  —  1  Integrale  als 
Functionen  der  neuen  Veränderlichen.    Es  werden  also  die  Quotienten : 

(.VßvY     (^ft)'*"     {^ß^) 
Functionen  von  ßn  ßt^  ßty  •  *  ß2n  «ein.    Wenn  nur  zwei  Integrale  a=s ßy 
und  ci=--=ßfi  der  Gleichung  (oja)=:=0  bekannt  sind,  so  erhält  man  ein  drit- 
tes o  =  /3,  durch  den  Bruchwerth  -. — ^,    da  jede   Function  der  Integrale 

ivßi) 
auch  wieder  ein  Integral   ist.     Alsdann   erhält  man  ein  viertes  Integral 

a  =  ß^  durch  den  Bruchwerth       \^   u.  s.  w.  auch  die  übrigen  Integrale  «. 

Es  ist  dabei  freilich  vorausgesetzt,  dass  cc  =  ßi  und  a.=  ß^  nicht  auch  Inte- 
grale der  Gleichung  ('^a)  =  0  sind,   da  sonst  {xi;ß^)=iO  und  (^/Jg)  =  0 

wäre.    Ferner  ist  die  Anforderung  gestellt,   dass  der  Bruchwerth  ,^!. 

(i'Pt) 
nicht  in  eine  Function  von  ß^  und,  ß^  übergehe. 

Bezeichnet  man  die  2n — 1  Werthe  a,  welche  den  beiden  Gleichungen 
(«j«)  =  0  und  (»1«)  =  0  gleichzeitig  genügen,  durch  yi ,  yt»  /•»  •  •  •  ysa-^ii 
so  sind  die  den  drei  Gleichungen  (i(;a)  ==  0,  (o,  a)  =  0,  («fft)  =  0  gemein- 
samen Integrale  ausgedrückt  durch  Functionen    von  yi ,  yt»  y»,  • .  •  y2n~i' 
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Will  man  die  gemeinsamen  Integrale  bestimmen ,  so  wird  man  die  Grössen 
7ty  Yty  79*' ' '  Y2n^i  ^^^  ueue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (t/;  a)  =  0 
einsetzen.    Man  erhfilt  daraus  die  transformirte  Gleichung  * 

(*y.)  5^^  +  (t  j-O  5^^  +  (ty,)  ^^  +  . . .  +  (t  y.-,)  ^^^  =  0. 

Jede  Function  der  neuen  Veränderlichen,  welche  der  transformirten 
Gleichung  genügt,  ist  gemeinsames  Integral  der  drei  Gleichungen  (if;a)=:0, 
(et, cr)  =  0,  (ascr)  =  0.  Die  Zahl  der  gemeinsamen  Integrale  ist  2n — 2. 
Man  schliesst  daraus ,  dass  alle  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung 
als  Function  der  neuen  Veränderlichen  dargestellt  werden  können.  Man 
theile  die  ganze  Gleichung  durch  (tf/yi),  und  alle  Coefficienten  müssen  die 
erwähnte  Eigenschaft  hesitzen.    Es  werden  also  die  Quotienten : 

(tyi)'   (^yi)""     Op'Yi)~ 

Functionen  von  y^  y«»  y«*  •  •  •  y2n-i  sein.  Wäre  dies  nicht  so,  so  fänden 
sich  für  die  vorliegende  Differentialgleichung,  welche  2« —  l  Veränderliche 
hat,  weniger  als  2n  —  2  Integrale  als  Function  der  neuen  Veränderlichen. 
Wenn  zwei  den  Gleichungen  (ofta)  =  0  und  (ajiy)  =  0  gemeinsame  Inte- 
grale o=yi  and  «  =  y,  bekannt  sind,  so  erhält  man  ein  drittes  y.^r^  —  -, 

(tf;y,) 

daraus  ein  viertes  ^4  =  ) — —-  u.  s.  f.  noch  andere  Integrale  a. 

Wenn  zwei  Integrale  or=5,  und  a^=i^  bekannt  sind,  welche  den  drei 
Gleichungen  («1«)  =  0,  (a,a)  =0,  (a,«)  =0  gemeinsam  sind,  so  schliesst 

man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  dass  auch  6^  =  -, — —i  ein  gemeinsames 

Integral  der  drei  Gleichungen  ist.    Man  erhäh  daraus  ein  viertes  in  der 

Form  6a  =  \ — ^  u.  s.  f.  noch  andere. 


§.  5.    Wie  man  ans  einem  Integral  «  der  partiellen  Differential- 
gleiohnng  (iy^a)s=o  alle  tkbrigen  Integrale  dieser  Oleichnng 

ableitet 

Um  die  den  Gleichungen  (if/o)  r=o  nnd  {a;a)  =  0  gemeinsamen  Inte- 
grale zu  bestimmen,  hat  man  in  S.  4  die  2n  Integrale  /9| ,  J?ti  /^s»  •••  i^2ii  ^^^ 
Gleichung  (a,  of)=0  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (tpa)  =  0 
eingesetzt.  Aus  der  transformirten  Gleichung  ergaben  sich  die  2n  —  1  ge- 
meinsamen Integrale.  In  derselben  Absicht  kann  man  auch  irgend 
eine  lineare  Verbindung  der  Gleichungen  (tf;a)  =  0  und  (ai«)i=0  her- 
stellen. Die  2n  Integrale  der  so  entstehenden  Gleichung  (er,  ir)^=0  wird 
man  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (t(;a)=:0  einsetzen.  Man 
wird  dann  auch  wieder  2/i  —  1  gemeinsame  Integrale  finden.  Man  bezeichne 
zwei  von  den  Integralen  der  Gleichung  («,«),  =0  durch  a  =  ft  und  «  =  /?,, 
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und  man  erhält  daraas  nach  $•  4  ein  drittes  Integral  dieser  Gleichung  in 

der  Form  /?.==  ;    \^ls  ein  viertes  64  =  ,    l^  u.  s.  f.  noch  andere.     Wenn 

aber  die  erwähnte  lineare  Verbindung  von  (^a)  =  0  und  (or,  o)  :=  0  in  der 

Weise  zu  Stande  gebracht  ist,  dass  der  Differentialquotient  — -  in  der  neuen 

€ur| 

Gleichung  fehlt,   so  genügt  derselben  offenbar  a^=^x^.    Anstatt  zwischen 

den  beiden  Gleichungen  (if;a)  =0  und  (aja)  =  0  den  Differentialquotienten 

—  zu  eliminiren,  kann  man  in  der  nämlichen  Absicht  den  Differential- 
qnotientenpi  in  der  Function  «j  durch  ^  =<:  eliminiren.  Es  ist  dann  — *  =0, 

An  An 

Der  Coefficient  von  - —  in  der  Gleichung  (a,  a)  =  0  ist  aber  — ' .   Es  fehlt 

da. 
deshalb  auch  jetzt  der  Differentialquotient  -—  in  der  Gleichung  («i  a)  =  0, 

und  man  kann  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass  die  so  erhaltene  Gleichung 
(oi  a)  =  0  identisch  ist  mit  der  obigen  (a^  a)|  =  0.  Die  Gleichung  (^«x  a)  =  0 
hat  also  das  Integral  a=2r| ,  wenn  sie  erst  dann  hergestellt  wird,  nachdem 
der  Differentialquotient  pi  durch  ^  =  c  in  aj  eliminirt  worden.  Man  braucht 
dann  nur  ein  einziges  Integral  der  Gleichung  (aj  a)  =  0  aufzusuchen ,  da 
man  alle  übrigen  Integrale  durch  Differentiation  daraus  ableitet.    Man  hat 

nämlich  A  =  f^,ft  =  ^;u.  s.w. 

Ferner  hat  man  in  S.  4  die  2n  —  1  Integrale  yi,  yt»  y»»  •  •  •  y2«-i>  '^^' 
che  den  zwei  Gleichungen  (er,  a)  =  0  und  (er,  a)  =  0  gemeinsam  sind  ,  in  die 
Gleichung  (tf;  a)  =  0  als  neue  Veränderliche  eingesetzt.  Die  transformirte 
Gleichung  giebt  die  In  —  2  gemeinsamen  Integrale  der  drei  Gleichungen 
(^a)==0,  («,«)  =0,  («,«)  =0.  Nachdem  man  zwei  Integrale  a  =  7i  und 
a  =  yi,  welche  den  Gleichungen  (or,  Qr)  =  0  und  (ata)=0  gemeinsam  sind, 
aufgefunden  hatte ,  ergaben  sich  die  übrigen  Integrale  der  Reihe  nach  in 

der  Form  y,  =  ,-      ,,   y^  =  \    ^^{  u.  s.  w.    Wenn  man  den  Differentialquo- 

tienten  Px  in  den  Functionen  «i  und  crt  mittelst  ^=c  eliminirt,  und  als- 
dann erst  die  beiden  Gleichungen  (a, «)  =  0  und  (a,  a)  =  0  herstellt ,  ao 
bedarf  man  nur  eines  einzigen  Integrals  u^^y^i  welches  den  beiden  Glei- 
chungen (a,Qr)  =  0  und  (a,Qr)  =  0  gemeinsam  ist,  um  alle  übrigen  durch 

Differentiation    daraus   abzuleiten.     Denn   man   hat  dann  -r^  s=  0    und 

dpx 

dix»  da 

^—  =  0.    Da  aber  der  Factor  von  -—  in  diesen  beiden  Gleichungen  be- 

rfp,  dXi  ^ 

zichungsweise -7-^  und -7-  ist,  so  sieht  man,  dass  der  Differentialquotient 
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da 

- —  in  denselben  fehlt,  und  dass  also  a^==Xi  ein  gemeinsames  Integral  ist. 

Man  erhält  dann  ein  zweites  gemeinsames  Integral  in  der  Form  y,  =  j — ^ , 

ein  drittes  y,  =  — —^  u.  s.  f.  noch  andere  Integrale* 

Damit  die  Gleichungen  (a, a)  =  0,  (c^t <^)  =  ^t  («•  tf)  =  0  das  gemeip- 
same  Integral  a=Xi  haben,  wird  man  dieselben  erst  dann  herstellen, 
nachdem  man  den  Differentialquotienten  p^  ans  den  Functionen  a^,  a^ ,  a, 
mittelst '^ssceliminirt  hat.  Es  genügt  dann,  ein  einziges  gemeinsames  Inte- 
gral a=s  aufzusuchen,  da  alle  übrigen  durch  Differentiation  sich  daraus  ab- 
leiten lassen.    Man .  erhält  weitere  gemeinsame  Integrale  nach  einander  in 

der  Form  d,  =  ,^ ,  d.=  ,^  u.  s.  w. 

§.  6.    Die  Zahl  der  Integrationen  bei  der  Bestimmung  von  ««•  und  die 

ZaU  der  Veränderlichen  in  den  zu  integrirenden  partiellen 

IKfbrentialgleichungeiu 

Die  Gleichung  (t/;«)  =0  hat  2«  +  l  Veränderliche.  Eliminirt  manpi 
mittelst  ^  =  Cy  so  bleiben  2  ;i  Veränderliche.  Man  bestimme  ein  Integral, 
und  man  hat  die  Gleichuug  or, -^Cf 

Man  kann  nun  die  zweite  Gleichung  (or,  a)  ==  0  anschreiben.  Es  kommt 
darauf  an,  eine  Function  a  zu  bestimmen,  welche  den  beiden  Gleichungen 
(^a)  =  0  und  (a,  a)  =  0  gemeinschaftlich  ist.  Auch  die  Gleichung  (aj  a)  =  0 
hat  2n-f-l  Veränderliche,  so  lange  oti  als  Function  aller  vorkommenden 
Veränderlichen  gedacht  wird.  Die  Veränderliche  Pi  ist  aber  schon  mittelst 
^=c  eliminirt.  Man  benutze  auch  die  Gleichung  o;j  =  C|,  um  dadurch  Pt 
zu  eliminiren.  Da  Pi  in  der  Function  ciri  nicht  vorkommt,  so  fehlt  (vgl.  S*  5) 

der  Differentialquotient  -—  in  der  Gleichung  (orift)  =  0,  und  man  genügt 

derselben  durch  a=Xj.  Da  ausser  o=Xi  auch  a=ifi  und  a=af  Integrale 
sind,  so  bat  die  Differentialgleichung  nur  2n  —  2  Veränderliche.  Man  be- 
stimme daraus  ein  weiteres  Integral  a=/?|.    Die  übrigen  Integrale  erhält 

(tl;  ß,)  (tf;  jS.) 

man  alsdann  der  Reihe  nach  in  der  Form  ft=  .       :,  ft  = ,— ^  u,  s.  w. 

Die  2n  Integrale  ß^  ßty  --  ßin  bat  man  in  die  Gleichung  (if;a)  =  0  als 
neue  Veränderliche  einzuführen.  Die  transformirte  Gleichung  liefert  die 
den  ursprünglichen  (tf;a)  =  0  und  (a|o)=3  0  gemeinsamen  Integrale.  Da 
schon  a='^  und  «=«,  genügen,  so  behält  dieselbe  2n  —  2  Veränderliche. 
Man  bestimme  ein  Integral,  und  man  hat  die  Gleichung  a^=c^. 

Man  kann  nun  auch  die  Gleichung  (0,0)  £=0  anschreiben.  Man  führe 
die  2n  Integrale  der  Gleichung  (cx,o)  =  0  dahin  ein.  Es  ist  schon  p^  durch 
^  =  c  und/?!  durch  ai  =  r,  eliminirt.    Die  Veränderliche j?,  eliminire  man 
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durch  or,  =  Ct.  Dap^  in  der  Function  «t  nicht  vorkommt,  so  fehlt  der  Diffe- 
rentialquotient — -,  und  man  genügt  der  Gleichung  («,«)  =  0  durch  a  =  a-,. 

Da  ausser  ori=ic,  auch  «  =  i>^,  «  =  «1  und  «  =  «,  Integrale  dieser  Gleichung 
sind,  so  behält  dieselbe  2n  —  4  Veränderliche.  Es  ergeben  sich  daraus  die 
übrigen,  den  Gleichungen  {aio)  =  0  und  (ato)  =  0  gemeinsamen  Integrale^ 
deren  Gesamrotsahl  2a  —  1  ist  (vgl.  S.  8).  Man  bestimme  ein  Integra)  «= )r,. 

Die  übrieen  Integrale  erhält  man  alsdann  der  Reihe  nach  durch  y.  =  ;■■  ^': , 

y,=  - — ^  u.  s.  w.    Die  2« — 1  Integrale  yi ,  yi, . . .  y2n— i  hat  man  als  neue 

Veränderliche  in  die  Gleichung  (^«)  =  0  einsuführen.  Aus  der  tranafor* 
mirtea  Gleichung  ergeben  sich  die  den  drei  ursprünglichen  (^a)5=0, 
(oTi  a)[  =  0 ,  (o,  a)  =  0  gemeinsamen  Integrale«  Da  schon  a = ^,  a  =  Oj  und 
tf=a,  genügen,  so  behält  dieselbe  2n — 4  Veränderliche.  Man  bestimme 
ein  weiteres  Integral.    Dies  ist  (r,=c,. 

Man   kann   nun   die  vierte  Gleichung  (a,a)=:0  anschreiben.      Die 

2«— rl  Integrale  yi ,  yt,  •  -  •  yzn-ij  welche  den  Gleichungen  («j«)  =0  und 

(o^a)  =  0  gemeinschaftlich  sind,   setze  man  dahin  ein.     Es  ist  schon  p^ 

durch  i^  =  c,  Pf  durch  a|  =  (;,  und  p,  durch  «t^^^t  climinirt.  Man  eliminire 

auch  P4  durch  cr|=c,.  Da  p^  in  der  Function  a,  nicht  vorkommt,  so  fehlt  das 

du 
Glied  T—  in  der  Differentialgleichung,  und  man  genügt  derselben  doreh 

a=arj.  Da  ausserdem  a=^,  a=cir|,  a=:a,,  o  =  at  genügen,  so  behält 
dieselbe  2n — 0  Veränderliche.  Es  ergeben  sich  daraus  die  den  Gleichun- 
gen (aja)=0,  (a,a)  =  0,  (a^a)  =  0  gemeinsamen  Integrale,  deren  Ge- 
sammtzahl  2n  —  2  ist.    Man  bestimme  ein  Integral  a  =  ^|.     Die  übrigen 

Integrale  erluilt  man  alsdann  der  Reihe  nach  in  der  Form  8g  z=^y    '- 

f'ihdf) 
dt  =  ^ r  U.S.  w.     Die  2»  —  2  Integrale  ä,  ,  ä,,  . . .  ^2n— 2  wird  man  als 

neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (i(;tt)  =  0  einführen.  Die  transfor- 
mirte  Gleichung  liefert  die  den  ursprünglichen  (ij;a)=0,  (a,a)=0,  (ff,a)=0, 
(or,a)  =  0  gemeinsamen  Integrale.  Es  genügen  schon  a=t^,  «=«,,  a£=ir^, 
a  =  ff,,  und  es  bleiben  deshalb  2ri  —  6  Veränderliche.  Man  bestimme  ein 
Integral,  und  man  hat  die  Gleichung  «4  =  04  u.  s.  w. 

Das  Bisherige  lässt  sich  in  der  folgenden  Regel  zusammenfassen.  Die 
Gleichung  a^^^c^  verlangt  eine  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung mit  2n  Veränderlichen.  Die  Gleichung  «i  =  Ct  verlangt  je  eine 
Integration  zweier  partiellen  Differentialgleichungen  mit  2n — 2  Veränder- 
lichen; die  Gleichung  ffs^=Ca  je  eine  Integration  zweier  partiellen  Differen- 
tialgleichungen mit  2n  —  4  Veränderlichen ;  die  Gleichung  «4=^4  je  eine 
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iBtegration  zweier  partiellen  Differeniialgieichungen  mit  2n  —  6  Veränder- 
lichen u.  s.  w.  Um  zu  der  letzten  Oleichnng  a»^]  =  c„_i  zn  gelangen ,  hat 
man  je  eine  Integration  aaszaführen  zweier  partiellen  Differentialgleiehnn- 
gen  mit  2n  —  2(n—  2)  =  4  Veränderlichen. 

§.  7.    Ein  anderes  YerfiBkhren,  wodurch  man  aus  einem  Integral  der 

partiellen  DifferentialgLeiohung  (a,o)  =0  alle  llbrigen  Integrale 

dieser  Qleiohung  ableitet 

Ich  gehe  jetzt  aus  von  der  Gleichung  i(;  =  ap^^i  +  g)=Cy  wo  g»  eine 
Function  von  z,  ar|,  j?,,...  j;„,  a:„^i  und  den  Differentialquotienten  pj , 
Pt^^' ' Pn  ist,  80  das8  also  der  Differentialquotient  Pn+\  nur  mit  dem  be^ 
ständigen  Factor  a  verbunden  in  der  Gleichung  ip=c  vorkommt.  Die 
Coefficienten  in  der  Gleichung  ('^«)£=0  sind  unabhängig  vonpu^i,  und' 
lAan  findet  deshalb  auch  a,  von  pj^\  nnabhängig.  Ferner  hat  die  Glei- 
chnng  (ttt ,  o)  =£  0  das  Integral  a  s=3  x,^\  (vgl.  $.  5).  Hat  man  ausserdem 
das  Integral  a=/9i  aufgefunden,  so  erhält  man  nach  $.  5  noch  weitere  In- 
tegrale der  Gleichung  (a,  er)  =  0  in  der  Form 

o    _     (»ft)              o    _      (»ft)       „     .     ^ 
p    =  ' :  y     P j  =  7— ^    U.  S.  W. 

Nun  ist  aber  diesmal  (^oTM^t)  =3— ^=  a>  was  als  Beständige  angenom- 

men  ist.  Da  man  den  Nenner  a  in  den  obigen  Integralen  streichen  kann, 
so  erhält  man  dieselben  in  der  Form  /?,  =  (t/;ft),  ßz  =  (^A)  ^-  ß-  w.  Es 
versteht  sich,  dass  dies  auch  dann  noch  Integrale  der  Gleichung  (a, a)  =  0 
sein  werden,  nachdem  man  die  Beständige  ar=o  gesetzt  hat.  Die  obige 
Differentialgleichung  '^==c  ist  dann  mit  der  früher  betrachteten  Gleichung 
^  =  c  identisch,  da  für  a  =  0  der  Differentialquotient  p^^^i  wegfällt,  und 
die  Grösse  x^\  nur  noch  die  Stelle  einer  Beständigen  einnimmt.  Man  kann 
also  auf  diese  Weise  aus  einem  Integral  der  Gleichung  (ctio)  ==0  die  übri- 
gen Integrale  durch  Differentiation  ableiten.  Man  darf  ^abei  aber  nicht 
übersehen,  dass  die  beiden  Grössen  t^  nnd  a,  in  den  Gleichungen  {iifaf=:^o 
nnd  (a,a)=i=0  als  Functionen  aller  2«+l  Veränderlichen  «,  a:, ,  ar,,  . . . 
^ny  Pij  Pty  '•*  Pu  gedacht  sind,  da  nämlich  keine  Elimination  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  ^=c  und  or|=sC|  vorgenommen  ist.  Umgekehrt  wird 
man  auch,  wenn  a=Ar,  ein  Integral  der  Gleichung  (^«)  =0  ist,  die  übri- 
gen Integrale  dieser  Gleichung  nach  einander  in  der  Form  Ar,  =  (a|  Ar^), 
Ar,  SS  («,  k^)  u.  s.  w,  erhalten. 

Gesetzt,  es  sei  auch  die  Function  Og  bekannt,  und  man  habe,  wie  in' 
S-  5  geschehen  ist,  den  Differentialquotienten />,  mittelst  a,=c,  eliminirt, 
ms  alsdann  die  Gleichung  (tf,Qr)  =  0  herzustellen.  Es  sei  a=/3,  ein  Inte- 
gral der  Gleichung  («i  a)  =  0.  Map  würde  nach  dem  Obigen  ein  zweites 
Integral  /?,  =  («x,ft)  erhalten ,  wenn  man  bei  der  Herstellung  der  Gleichung 
(a|ft)  =  0  gerade  diejenige  Form  der  Function  or,  gebraucht  hätte,  wie  sie 
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der  Gleichung  (at  a)  =  0  ohne  weitere  Benutzung  von  a^  =  e,  genügt. 
Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  auch  in  dem  vorliegenden  Falle ,  wo 
der  Differentialquotient />,  in  or,  mittelst  a^  =  Cj  eliminirt  ist,  die  Function 
(o,/3,)  ein  Integral  a  der  Gleichung  (a|Cir)£=0  ist.  Denn  die  obige  Glei- 
*chang  (a,  a)  =  0  unterscheidet  sich  von  der  zuletzt  erwähnten  Gleichung 
(^a^cc)  =  0  nur  dadurch,  dass  die  erste  eine  lineare  VerbiDdung  der  ande- 
ren und  der  Gleichung  {oi  a)  =  0  (vgl.  $.  5).  Schreibt  man  die  letztere  in 
der  Form  (or|a)|  =  0,  so  hat  man  die  identische  Gleichung 

(a,or)  =  {a^a)i  +  — *  {a^a). 

Da  nun  aber  a=l?i  als  Integral  der  Gleichung  (aja)  =  0  angenommen  ist, 
da  also  (»i  /?])  =  0,  so  hat  man  (ct^ßt)  =  (o^f l^Oi  i  und  es  versteht  sich,  dass 
'in  dem  einen  wie  in  dem  anderen  Falle  ein  Integral  der  Gleichung  (a,o)=0 
gefunden  wird.  Hieraus  ergiebt  sich ,  dass  man  unter  den  bisherigen  Vor- 
aussetzungen,  wenn  tt=/?i  ein  Integral  der  Gleichung  (aiff)  =  0  ist,  noch 
weitere  Integrale  dieser  Gleichung  nach  einander  in  der  Form  ßf  =  («t/S,), 
/3,  =  (of,/3,)  u.  s.  w.  erhält. 

Wenn  a=y,  ein  den  beiden  Gleichungen  (flfia)  =  0  und  (a,a)=o 
gemeinsames  Integral  ist,  so  genügt  den  beiden  Gleichungen  auch  der 
Ausdruck  {ce^Yt)'  Denn  nach  dem  Obigen  genfigt  dieser  Ausdruck  (at/i) 
sowohl  der  Gleichung  (a,a)  =  0  als  auch  der  Gleichung  (a,a)=0,  weil 
angenommen  ist,  dass  cr  =  /i  ein  Integral  der  einen  und  der  anderen  Dif- 
ferentialgleichung ist.  Man  erhält  also  aus  dem  einen  Integral  a  =  yi  alle 
übrigen  den  beiden  Gleichungen  gemeinsamen  Integrale  nach  einander  in 
den  Formen  y,  =  (a,y,),  y,  =:(tt,y,)  u.  s.  w. 

Ebenso  erhält  man,  wenn  a=6i  ein  Integral,  welches  den  drei  Gleich- 
ungen (Qrja)  =  0,  (<y,a)=:0,  (030)  =  0  gemeinsam  ist,  nach  einander  die 
übrigen  gemeinsamen  Integrale  in  der  Form  ^^  =  (04^1),  dg  =  (cc4Öt) 
u.  s.  w. 

§.  8.    Betrachtung  des  Fallet,  dasi  man  aus  einem  Integral  nicht  alle 
übrigen  Integrale  der  Gleichung  (a,a)  =  o  ableiten  kann. 

Um  EU  den  Gleichungen  a,  =c, ,  a,  =  c, , . . .  a«-i  =  c«_i  zu  gelangen, 
hat  man  eine  Reihe  von  Integrationen  auszuführen.  In  $.  0  ist  gezeigt 
worden,  wie  gross  die  Zahl  der  Veränderlichen  in  der  jedesmal  zu  integri- 
renden  Gleichung  ist.  Die  dort  angegebene  Zahl  kann  nicht  überschritten 
werden.  In  der  Kegel  aber  wird  die  Zahl  der  Veränderlichen  in  den  zu 
integrirenden  Gleichungen  kleiner  sein ,  als  die  angegebene.  Insofern  dies 
den  Fortgang  der  Rechnung ,  wie  er  in  S-  6  angegeben  worden  ist ,  beein- 
flusst,  soll  nun  auf  diejenigen  Umstände,  wodurch  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen vermindert  wird ,  näher  eingegangen  werden. 

Ein  Integral  der  Gleichung  («i  a)  =  0  ist  «=ar,  (vgl.  $.  5).    Man  hat 
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ausserdem  durch  Integration  gefunden  a=ßi.    Die  übrigen  Integrale  der 
Gleichung  (a,  er)  =17  0  ergeben  sich  der  Beihe  nach  in  der  Form 


Wenn  dieselben  alle  bekannt  sind ,  sö  versteht  es  sich ,  dass  der  Bruch- 


werth    ,        >    als  Function  davon  sich  darstellt.    Es  wird  aber  oft  vorkom* 


(^ßA 
men,  dass  der  Bruchwerth  .       ;   in  eine  Function  der  bis  dahin  bekann- 

ten  Integrale  übergeht,  wiewohl  dieselben  noch  nicht  vollzählig  sind. 
Man  findet  dann  auf  dem  vorgezeichneten  Wege  keine  weiteren  Integrale 
der  Gleichung  (a|ix)==0  mehr.  Die  übrigen  noch  fehlenden  Ar  Integrale 
sind  dann  zunächst  entbehrlich.  Man  setze  die  bis  dahin  bekannten  Inte- 
grale als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (^a)=zO  ein.  Die  trans- 
forroirte  Gleichung,  worauf  er,  gefunden  wird,  hat  dann  nicht  2n — 2  Ver- 
änderliche, wie  es  der  Fall  wäre,  wenn  alle  2  n  Integrale  jSj,/?!,.*.  ßin 
eingeführt  würden,  sondern  deren  nur  2n — 2 — Ar. 

Nun  sollen  die  2n  Integrale  /?(,  /S,,  •  •  .  ßin  aIs  neue  Veränderliche  in 
die  Gleichung  (a2€c)  =  0  eingesetzt  werden,  um  die  den  Gleichungen 
(ttj  o)  =  0  und  (a,  a)  =  0  gemeinsamen  Integrale  zu  erhalten.  Man  kennt 
aber  bis  dahin  nur  2n  —  k  von  diesen  Integralen.  Es  kann  sich  treffen, 
dass  die  2n — Ar  Integrale  hinreichend  sind  zu  dem  angegebenen  Zweck. 
Man  setze  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  {0^0)  ^=0  ein. 
Wenn  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  als  Function  der- 
selben 2/1 — A:  Integrale  sich  darstellen,  so  wird  man  aus  einer  Differential- 
gleichung mit  2»  —  4 — k  Veränderlichen  ein  Integral  of=y,  bestimmen. 
Im  Allgemeinen  aber  werden  jene  2n — Ar  Integrale  dazu  nicht  hinreichend 
sein.  Man  hat  dann  noch  weitere  Integrale  der  Gleichung  (a|  a)  =  0  dar- 
zustellen. Man  erhält  dieselben  nach  S.  7  in  der  Form  /3,^^i  =  (ix,/^,), 
ßfj^2  =  ip^tßt)  u*  s*  V*  Gelangt  man  auch  auf  diesem  Wege  nicht  zu  allen 
2fi  Integralen  ßu  ßa  •  •  *  /'2n— i?  da  man  nämlich,  noch  ehe  dieselben  alle 
aufgefunden  sind,  auf  die  schon  bekannten  Integrale  zurückgeführt  wird, 
so  sind  die  noch  fehlenden  /Integrale  entbehrlich.  Denn  setzt  man  die 
jetzt  bekannten  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  («1«)  ==0  ein,  so 
lassen  sich  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  als- Functionen 
dieser  Integrale  darstellen.  Man  behält  dann  eine  Differentialgleichung 
mit  2/1 — 4  — /  Veränderlichen  zur  Bestimmung  von  a=yi. 

Ein  Integral  der  transformirten  Gleichung  (or,«)£=:0  ist  a=;r|.  Durch 
Integration  hat  man  ausserdem  gefunden  a=^yi.  Die  übrigen  den  Glei- 
chungen (ai  a)  =  0  und  («,  &)  =  0  gemeinsamen  Integrale  ergeben  sich  der 

Reihe  nach  in  der  Form  y,  =  y^^l      y  ===  ^^^Lhl  u.  s.  w.    Wenn  man  auf 

diesem  Wege  die  schon  bekannten  Integrale  wieder  erhält,  noch  ehe  die 
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2n^— 1  Integrale  vollzählig  sind,  so  kann  man  die  übrigen  noeh  unbekann- 
ten Integrale  zunächst  entbehren.  Die  bekannten  Integrale  setze  man  als 
neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (t/;a)  =  0  ein.  Nach  vollzogener 
Transformation  hat  man  nicht  2n — 4  Veränderliche,  wie  es  der  Fall  wäre, 
wenn  alle  2n — 1  Integrale  }f| ,  yt,...  }^2m»i  eingeführt  würden,  sondern 
nur  2n  —  4 — k  Veränderliche  in  der  partiellen  Dififerentialgleichnng,  wo- 
raus a^  =  c^  zu  bestimmen  ist. 

Um  die  den  drei  Gleichungen  (a,(r)  =  0,  (a2a)=0,  (a,a)  =  0  gemein- 
samen Integrale  zu  erhalten,  hat  man  die  2n — 1  Integrale  /i ,  yi,  •  •  •  /sn-i 
als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (a,tt)  =0  einzuführen.  Es  sind 
aber  nur  2n  —  1  —  k  von  diesen  Integralen  bekannt.  Es  kann  sich  treffen, 
dass  dieselben  zu  deni  angegebenen  Zwecke  hinreichen.  Man  setze  die- 
selben in  (a^a)  =zO  als  neue  Veränderliche  ein.  Wenn  die  Coefficienten 
der  transformirten  Gleichung  als  Function  davon  sich  darstellen ,  so  wird 
man  aus  einer  Differentialgleichung  mit  2n  —  4 —Ar  Veränderlichen  ein  In- 
tegral «=^1  ableiten,  welches  den  drei  Gleichungen  {a^a)i=aO^  (Qr,cr)=0, 
(a,Qr)  =0  gemeinsam  ist.  Im  Allgemeinen  aber  wird  man  dazu  noch  wei- 
tere Integrale  ndthig  haben ,  welche  den  Gleichungen  (tfi  a)  =  0  und 
(a,a)  sabO  gleichzeitig  genügen.  Nach  $.  7  erhält  man  dieselben  nach  ein- 
ander in  der  Form  y/4.]  £=s  (tfa/i))  y».|.2  =  {«iYt)  ^'  8.  w.  Gelangt  man  aueh 
auf  diesem  Wege  nicht  zu  allen  2n —  1  Integralen  yi ,  t^d  • . .  yu-i  >  ^^  ^i^d 
die  übrigen  noch  fehlenden  /  Integrale  jedenfalls  entbehrlich.  Man  setze 
die  bekannten  Integrale  als  Veränderliche  in  die  Gleichung  (tt,a)=0  ein. 
Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  werden  sieh  als  Functionen 
dieser  Integrale  angeben  lassen ,  und  man  behält  deshalb  eine  Differential- 
gleichung mit  nur  2n — 0 — /Veränderlichen  zur  Bestimmung  von  a-^Sf 

Man  gelangt  zu  dem  folgenden  Schiasse.  Wenn  man  durch  das  Ver- 
fahren des  S.  5  oder  durch  das  Verfahren  des  $.  7  aus  einem  Integral  nieht 
alle  übrigen  Integrale  der  Gleichung  (a<or)  =0  ableiten  kann,  so  hat  dies 
jedesmal  eine  Verminderung  in  der  Zahl  der  Veränderliehen  der  zunächst 
zu  integrirenden  Gleichung  zur  Folge.  Die  Zahl  der  Veränderlieheii 
wird  dann  jedesmal  nm  eben  so  viel  kleiner,  als  Intt'grale  der  Gleichung 
(ai  a)  2=  0  unbekannt  geblieben  sind. 

§.  9.   Betraohtong  des  Falles,  data  man  aus  einem  Intogral  kein 
anderes  Integral  der  Oleiohung  (oja)  =  o  mahr  ableiten  kann. 

Das  Verfahren,  wodurch  man  die  den  Gleichungen  (a,  «)=-- 0  und 
(at«r)=0  gemeinsamen  Integrale  findet,  erleidet  unter  gewissen  Umstän- 
den eine  Aenderung.  Man  hat  in  der  genannten  Absicht  die  Integrale  der 
Gleichung  (aj a)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  andere  {a^a)  =0  einge- 
setzt. Man  hat  ein  Integral  a^=ß^  der  Gleichung  (a|a)=0  bestimmt. 
Die  übrigen  Integrale  dieser  Gleichung  ergeben  sich  der  Reihe  nach  in  der 
Form 
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Es  kann  aber  vorkommen ,  dass  der  Bruchwerth  f  — ;   eine  Function   der 

beiden  Integrale  ß^  und  Xi  ist.  Zur  Bestimnmng  der  Gldiebuqg  0,93^,  hat 
man  dann  nicht  mehr  eine  Differentialgleichung  mit  2 n^^ 2  Veränderlichen, 
wie  es  der  Fall  wäre,  wenn  alle  Integrale  der  GJeichnng  («, a)=:0  als 
Veränderliche  eingeführt  würden,  sondern  eine  Differentialgleiebung  mit 
nur  2  Veri^nderliQhen,  Da  nun  alle  übrigen  Iptegritle  /^t»  /^si  •  *  <  /'sn  unbe- 
kannt geblieben  sind,  ao  bestimme  man,  um  die  den  Oleicbumgen  (ct^ 0)^=0 
and  (<vg«)=:0  gemeinsamen  Integrale  8U  erhalten,  ein  Integral  der  Olei- 
ebung  (ort  ff)  =3  0.     Die  Fuaction  Uf  ist  vou  p,  und  pt  unabhängig  gefunden 

worden ,  und  man  hat  also  -— ^  =  0  und  -~  =  0.   Dies  sind  aber  die  Coef- 

äPi  dpt 

ficienten  von  - —  und  - —  in  der  Gleichung  (a,  a)  =  0.      Die  genannten 

Differentialquotienten  fallen  demni^ch  aus  der  Gleichung  (a,  a)  =  0  weg, 
und  man  genügt  derselben  durch  a=s;;r,  und  «yst^so:',.  Da  ausserdem  ^=  e, 
«,==0,,  ti^^=ic^  genügen,  so  ist  (cr,a)s=cO  eine  Differentialgleichung  mit 
2»  —  4  Y^xäuderlichen.  Nachdem  man  ein  Integral  u^=^ßi  bestimmt  hat, 
erhält  map  alle  übrigen  Integrale  der  Gleichung  (nf,  a)  =  0  der  Reihe  naph 
in  der  Form 

P«  =1 r  1*  Pa  =*  7 r  u.  fl.  w. 

Man  setze  die  2n  Integrale  ßi\  ßt\  . , .  ßzn  &ls  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  (a,  a)  =  0  ein.  Da  hier  a=i/;,  «=of,,  cir  =  org  und  a  =  x^  ge- 
nügen, so  behält  die  transformirte  Gleichung .2n — 4  Veränderliche.  Es 
ergeben  sich  daraus  die  den  Gleichungen  («]«)  s=  0  und  (ata)  =  0  geroein- 
Barnen  Integrale*  Nachdem  man  0^=71'  durch  Integration  bestimmt  hat, 
erhält  man  die  übrigeu  Integrale  der  Reihe  nach  in  der  Form 

y«  =  7 ;:  »    Vi  =  "; ^  u.  s.  w. 

Wenn  also  der  Ausdruck  ,        ,  als  Function  von  ß,  und  x.  sich  darstellt, 

80  dass  man  zur  Bestimmung  von  a^  eine  Differentialgleichung  mit  nur 
2  Veränderlichen  hai,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  den  beiden  Glei- 
chungen (aia)  =  0  und  («t^)  =  ^  gemeinsamen  Integrale  je  eine  Integra- 
tion zweier  partiellen  Differentialgleichungen  mit  2« — 4  Veränderlichen. 
Wenn  man  aus  a=:^,  ein  zweites  Integral  der  Gleichung  (a]a)  =  0 

erhält,  in  der  Form  ft  =  7-^-^,  wenn  aber  ,    '^^    eine  Function  von  ft, 

/}, ,^,  ist,  so  dass  also  zur  Bestimmung  vonat=sc,  eine  Differentialglei- 
chung mit  den  3  Veränderlichen  /3j,  jS,,  x^  vorliegt,  so  kann  der  Fall  ein- 
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treten,  dass  man  das  bier  gegebene  Verfabren  auch  wieder  einzuschlagen 
hat.  Um  nämlich  die  den  beiden  Gleichungen  (a,  a)  =  0  und  (aia)  =  0 
gemeinsamen  Integrale  zu  erhalten ,  hat  man  nach  den  $S.  6  und  8  die  Inte- 
grale der  Gleichung  (er,  or)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  andere 
(o,or)  =  0  einzuführen.  Ausser  a=af  kennt  man  nur  das  eine  Integral 
a=ßf.  Nach  $.  7  erhält  man  ein  weiteres  Integral  der  Gleichung  (a,  a)  =0 
in  der  Form  /}, ^(a,/?,).  Es  kann  aber  geschehen,  dass  der  Ausdruck 
(a^ßt)  selbst  eine  Function  von  c^,  /?,,  ar^  ist.  Man  kann  dann  aus  cc  =  ßt 
keine  weiteren  Integrale  der  Gleichung  (aj  a)  =  0  mehr  ableiten.  Es  ist 
offenbar,  dass  dann  das  obige  Verfahren  zum  Ziel  führt. 

Gesetzt,  es  seien  die  den  drei  Gleichungen  (aia)  =  0,  («,«)=  0, 
(a3a)  =  0  gemeinsamen  Integrale  zu  bestimmen.  Man  hat  deshalb  die- 
jenigen Integrale,  welche  den  beiden  Gleichungen  (a|o)=0  und  (ata)  =  0 
gemeinsam  sind ,  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (or,  o)  =  0  ein- 
geführt, und  eine  Differentialgleichung  mit  2n— 6  Veränderlichen  erhalten. 
Man  ist  aber  zu  den  Integralen ,  welche  den  beiden  Gleichungen  (a| «)  ==  0 
und  («t  a)  =  0  gemeinsam  sind ,  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gelangt. 
Ich  yerfelge  zunächst  den  in  $.  6  vorgeschriebenen  Weg.  Man  hat  dort 
die  Integrale  der  Gleichung  (o|  a)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  Glei- 
chung (or2tf)  =  0  eingesetzt.  Alsdann  hat  man  ein  Integral  a^=yi  der 
transformirten  Gleichung  bestimmt.  Die  übrigen  gemeinsamen  Integrale 
ergaben  sich  nach  einander  in  der  Form 

(^7i)  (*y») 

Yt  =  /  1     y«  =  /       1  u.  s.  w. 

Wenn  es  sich  trifft,  dass  -, — ~,   eine  Function  von  y*  und  x*  ist,   so  hat 

man  zur  Bestimmung  von  a^  =  c^  eine  Differentialgleichung  mit  nur  2  Ver- 
änderlichen yi  und  x^.  Allein  alle  übrigen  gemeinsamen  Integrale  sind 
dann  unbekannt.  Man  setze  deshalb  die  2n Integrale  /^u  /'d«  •  •  ßtn  der 
Gleichung  (o, a)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (a^a)^=0 
ein.  Dieselben  sind  vorhin  schon  in  die  Gleichung  (otfo)  =  0  als  Veränder- 
liche eingeführt  worden.  Da  man  den  beiden  Gleichungen  (o^a)  =  0  und 
(ff, a)  =  0  genügt  durch  a=if;,a  =  a|,  asat,  a  =  a^,  a  =  x, ,  so  behalten 

dieselben  2«  —  5  Veränderliche.    Durch  die  Elimination  von  --5-  zwischen 

oft 
beiden  stellt  man  aber  eine  andere  Gleichung  her,  worin  nur  2n  —  6  Ver- 
änderliche vorkommen.    Man  bestimme  ein  Integral  a  =  4|.    Daraus  erhält 
man  die  übrigen  Integrale  der  Reihe  nach  in  der  Form 

(«ift)  («ift) 

Man  führe  die  2n — 1  Integrale  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 
(a,a)  =  0  ein.  Da  schon  a=^,  «  =  «, ,  a=:a, ,  orsor,  und  a  =  a:,  ge- 
nügen, so  behält  man  eine  Differentialgleichung  mit2ii — 6  Veränderlichen. 
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Es  ergeben  sich  daraus  die  den  drei  Gleichungen  (a,  a)  =  0 ,  (a,  a)  =  0, 
(a3a)  =  0  gemeinsamen  Integrale.  Es  reicht  hin,  das  eine  Integral  a  =  €| 
zu  bestimmen.  Die  übrigen  Integrale  erhält  man  der  Reihe  nach  in  der 
Form 

Wenn  man  also  zur  Bestimmung  von  er,  eine  Differentialgleichung  mit  nur 

2  Veränderlichen  hat,  da  nämlich  der  Ausdruck  iilZli  eine  Function  von 

7i  und  X,  ist,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  den  drei  Gleichungen 
(ff,  a)  =5  0,  («^  «)  =  0 ,  (a,a)  =  0  gemeinsamen  Integrale  je  eine  Integration 
zweier  partiellen  Differentialgleichungen  mit  2n — 6  Veränderlichen. 

Es  ist  auch  der  Fall  denkbar,  dass  man  denselben  Weg  gehen  muss, 

wenn  aus  «  =  yi  zwar  ein  zweites  Integral  y,  = )       >.  folgt ,  wenn  aber 

^^-^<  eine  Function  von  y,,  y, ,  x^  ist,  so  dass  also  zur  Bestimmung  von 

er,  =2  Cs  ^1^^  Differentialgleichung  mit  3  Veränderlichen  vorliegt.  Es  ist 
dies  der  Fall,  wo  man  aus  a  =  yt  mit  Hilfe  des  §.  7  keine  weiteren  Inte- 
grale ableitet ,  welche  den  beiden  Gleichungen  {a^  a)  r=s  o  und  (or,  o)  ==  0 
gemeinsam  sind,  da  nämlich  der  Ausdruck  (a^yt)  in  eine  Fnnction  von  crj) 
yt>  ATf  übergeht. 

Ich  verfolge  jetzt  den  andern  Weg,  welcher  zu  den  gemeinsamen 
Integralen  der  beiden  Gleichungen  («i  o) =0  und  (or,  a) = 0  geführt  hat.  Man 
hat  das  anderemal  die  Integrale  der  Gleichung  (a,  a)  =  0  als  neue  Veränder- 
liche in  die  Gleichung  (ort  a)  =  0  eingeführt.  Nachdem  man  ein  Integral  a=. 
7/  der  transfurmirten  Gleichung  bestimmt  hatte ,  ergaben  sich  die  übrigen 

Integrale  dieser  Gleichung  nach  einander  in  der  Form  y,'=  — ^,  y,  =  - 

u.  s.  w.     Wenn  es  sich  trifft ,  dass  ^    ^*  ■  -  eine  Function  von  y/  und  cc,  ist, 

80  hat  man  zur  Bestimmung  von  a,  =  c^  eine  Differentialgleichung  mit  nur 
2  Veränderlichen.  Allein  man  kennt  dann  keine  weiteren  Integrale  mehr, 
welche  den  Gleichungen  (a|a)=i=0  und  (a|a)  =  0  gemeinsam  sind.  Man  setze 
deshalb  die  2n  Integrale  /}/,  /?/,  . . .  ß2n  ^er  Gleichung  (afo)  =0  als  neue 
Veränderliche  in  die  Gleichung  (a^  er) =0  ein.  Da  schon  tt  =  ^,  a= a^,a= ff,? 
«£=01,  tf3=arj,  a=;rg  genügen,  so  hat  man  eine  Differentialgleichung  mit  nur 
2n  —  6  Veränderlichen.  Nachdem  man  ein  Integral  a  ==  d/  bestimmt  hat, 
ergeben  sich  die  übrigen  den  Gleichungen  {ci^a):=0  gemeinsamen  und  {a^a) 

f      X  '\  f  '  X  '\ 

=0  Integrale  nach  einander  in  der  Form  i',  =  ;   *  V  ,  J,'=:  7 — ^  u.  s.  w. 

(«1^1)  («1«:,) 

Diese  2n  —  1  Integrale  führe  man  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 

(er,  a)  =  0  ein.  Da  hier  ir  =  ij;,  «=«, ,  a  =  a,,a  =  a:,  genügen ,  so  behält 
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man  2n  —  6  Veränderliche.  Aus  der  transformirten  Gleichung  ergehen  sich 
die  den  drei  Gleichungen  (a|a)=0,  (o^a)=:0,  (a,a)=:0  gemeinsamen  Inte- 
grale. Es  genügt,  eines  davon  a  =  c/  su  hettimmen.  Die  übrigen  ergeben  sich 

alsdann  nach  einander  in  der  Form  e,'=  )     *■,  e'=:^y    '■;  u.  s.  w.    Wenn 

(t/;x,)'  (t»;x,) 

also  zur  Bestimmung  von  er,  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  nur  2 

Veränderlichen  vorliegt,  da  nämlich  der  Ausdruck  y^^l  in  eine  Function 

von  yi  und  ^i  übergeht ,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  den  drei  Gleichun- 
gen (cX|  a)  =  0 ,  (a,  o)  f=  0  gemeinsamen  Integrale  je  eine  Integration  zweier 
partiellen  Differentialgleichungen  mit  2n  —  6  Veränderlichen. 

Man  wird  auch  dann  auf  dies  Verfahren  zurückkommen ,  Wenn  ein 
aweites  den  Gleichungen  (o,a)  =  0  und  (a^a)=iO  gemeinsames  Integral 

durch  Yt  =  )        .  dargestellt  ist;  wenn  aber  die  Grösse  ^    ^'^  durch  y,,  y„ 

Xi  sich  ausdrückt ,  so  dass  also  zur  Bestimmung  von  a,  =  c,  eine  Differen- 
tialgleichung mit  3  Veränderlichen  vorliegt. 

Ich  komme  auf  seine  dritte  Aenderung  des  Verfahrens ,  wodurch  man 
die  Integrale  bestimmt,  welche  den  drei  Gleichungen  («|a)  =  0,  (a(fir}  =  0, 
(«3«)  =  0  gemeinsam  sind.  Man  hat  soeben  den  Fall  betrachtet,  dass  man 
aus  a  =  )f|'  keine  weiteren    Integrale  findet,    welche   den   Gleichungen 

(a,  a)  =  0  und  (c^a)  =  0  gemeinsam  sind,  weil  )       !  eine  Function  von  7/ 

und  Xi  ist.  Man  hat  deshalb  die  2  n  Integrale  ßi\  ^m'  .  •  •  ßtm  der  Gleichung 
(cir,fir)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (asa)  =  0  eingeführt^ 
um  die  den  Gleichungen  {at€t)=iO  und  (a^a)=0  gemeinsamen  Integrale 
zu  erhalten.  Von  den  Integralen  der  Gleichung  (0^0)  =  0  ist  a  =  ßi  durch 
Integration  bestimmt  worden.     Die  übrigen  hat  man  nach  einander  in  der 

Form  Ä'=  V  ^'  [ ,  8'  =  ^—!-  "•  s.  w.  erhalten.     Es  kann  vorkommen, 

dass  \        .  in  eine  Function  von  ß^  und  x^  übergeht.     Man  hat  dann  zur 

Bestimmung  derjenigen  Integrale,  welche  den  Gleichungen  (ajo)  =:0  nnd 
(a,a)  ^=0  gemeinsam  sind,  eine  Differentialgleichung  mit  nur  2  Veränder- 
lichen. Allein  die  übrigen  Integrale  von  (o^a)  =0  sind  dann  unbekannt. 
Wenn  dieser  Fall  eintritt,  so  bestimme  man  vor  Allem  die  Integrale  der 
Gleichung  («,«)  =  0.  Da  «,  von  P|,  pi,  p,  unabhängig  gefunden  ist,  so  hat 

man  — -?=0,  —-^  =  0,  ---^  =  0.     Dies  sind   die   Coefficienten  von  - — , 
äPi  dp^  dp^  dot 

,  •- — .   Diese  drei  Differentialquotienten  fallen  deshalb  aus  der  Glei- 

dx^    dx^ 

chung  («s^J  =  ^  ^^S»  Q<^d  es  genügen  a  =  ^t ,  a  s=  x, ,  o  =  x,.  Da  ausser- 
dem tf;  =  c, ,  o,  =  Ci ,  o,  =  Ct ,  «9  =  0,  genügen ,  so  behält  dieselbe  2  n  —  6 
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Veränderliche.    Nachdem  man  ein  Tntegral  a  =  ßi'  bestimmt  hat,  ergeben 

sich  die  übrigen  der  Keihe  nach  in  der  Form  ß,"=^^^?^,  p-  =  (^«^«  ) 

u.  s.  w.  Man  setze  die  2n  Integrale  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 
(o,  a)  =  0  ein.  Da  derselben  schon  a  =  ^, a  =  er,  ,a=a2, «  =  «,,«  =  0:4 
und  a  =  x^  genügen,  so  hat  man  wieder  eine  Differentialgleichung  mit 
2n  — 6  Veränderlichen.  Daraus  bestimmen  sich  diejenigen  Integrale,  welche 
den  Gleichungen  {a^a)  =  0  und  {a^a)  =  0  gemeinsam  sind.  Nachdem  man 
durch  Integration  a  =ss  ^^'^  aufgefunden  hat,  erhält  man  die  übrigen  Inte- 

grale   der  Keihe  nach  in  der  Form  yt' =\      *  >  >  y«"  =  ^^^^-^^  u.  s,  w. 

Man  setze  die  2/t  —  1  Integrale  in  die  Gleichung  (a, a)  =  0  ein,  um  endlich 
die  den  drei  Gleichungen  (a, a)=sO,  (at<')  =  ^>  (a,a)  =  0  gemeinsamen 
Integrale  zu  erhalten.  Da  schon  a=:iff^  a  =  at,  a  =  a,,  a  =  a^,  a  =  ;r, 
der  Gleichung  («|a)  ==  0  genügen,  so  hat  die  transformirte  Gleichung  auch 
wieder  2n — 6  Veränderliehe.    Man  bestimme  ein  Integral  a=^/'.     Die 


übrigen  Integrale  erhält  man  alsdann  nach  einander  in  der  Form  V'== 


(ti»*.)' 


Jj"=  - — ^  u.  s.  w.    Wenn  man  also  zur  Bestimmung  von  a,  eine  Differen- 

tialgleichung  mit  nur  2  Veränderlichen  hat,  und  wenn  zugleich  die  eine  von 
den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen,  woraus  die  der  Gleichungen 
(aia)  =  0  und  (a,flf)=sO  gemeinsamen  Integrale  hervorgehen,  nur  2  Ver- 

änderliche  hat,  da  nämlich  \^      [  in  eine  Function  von  /J/  und  a:,  über- 

geht,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  den  drei  Gleichungen  (aja)=nO, 
(oga)  =  0,  (a«a)  =  0  gemeinsamen  Integrale  je  eine  Integration  dreier  par- 
tieller Differentialgleichungen  mit  2n — 6  Veränderlichen. 

Wenn   ein   zweites  Integral  der   Gleichung   (a,a)  =  o  in  der  Form 

ßt'==' )       \   vorliegt,  wenn  aber  die  Grösse  )-—<  eine  Function  von  ß^', 

ßi  und  x^  ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  den  Gleichungen  (cciu)  =  0 
(aj|a)=0  gemeinsamen  Integrale  eine  Differentialgleichung  mit  3  Veränder- 
lichen. Man  wird  auch  in  diesem  Falle  von  dem  zuletzt  beschriebenen  Ver- 
fahren Gebrauch  machen.  Dies  wird  dann  geschehen  müssen ,  wenn  auch 
{"^ißt)  eine  Function  von  03,  ß^\  x^y  jr,  ist. 

Es  hat  keine  weitere  Schwierigkeit,  die  vorkommenden  Aeuderuugen 
anzugeben,  welche  das  Verfahren  erleidet,  wenn  diejenigen  Integrale  be- 
stimmt werden  sollen  ,  welche  den  vier  Gleichuugen  (a,  a)  =  0,  (cft«)  =  ^> 
(a,a)  =  0,  (o4or)  =  0  gleichzeitig  genügen.  Die  Aenderung  besteht  jedes- 
mal darin,  dass  an  die  Stelle  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  t 
Veränderlichen  zwei  andere  partielle  Differentialgleichungen  gesetzt  wer- 
den, von  denen  die  eine  nur  2  oder  3,  die  andere  t — '2  Veränderliche  hat. 
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§.  10.    Wie  Jaoobi  verfährt  bei  der  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichnng  tf;  =  c. 

Die  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  lassen  sich  wie  folgt 
zusammenfassen. 

Die  Bestimmung  von  Oi  verlangt: 

1  Integral  einer  p.  Dffgl.  mit  2  n  Vcr. 

Die  Bestimmung  von  a,  verlangt: 
Alle  Integrale  einer  p.  Dffgl.  m.  2  (n-l)  V.  u.  1  Integral  einer  p.  Dffgl.  m.  2  (n-1)  V. 

Die  Bestimmung  von  er,  verlangt: 
Alle  Integrale  einer  p.  Dffgl.  m.  2  (w-2)  V.  u.  1  Integral  einer  p.  Dffgl.  m.  2  (;i-2)  V. 

-  Die  Bestimmung  von  a,,|.i  verlangt: 
Alle  Integrale  einer  p.  Dffgl.  m.  2{n-4)  V.  u.  1  Integral  einer  p.  Dffgl.  m.  2(«-t)  V. 

Die  Integrale  der  ersten  Differentialgleichung  jeder  Zeile  sind  als  neue 
Veränderliche  in  die  zweite  Differentialgleichung  derselben  Zeile  einzu- 
führen. Dieselben  Veränderlichen  sind  in  die  erste  Differentialgleichung 
der  zunächst  folgenden  Zeile  aufgenommen.  In  der  ersten  Zeile  fehlt  die 
ersteDifferentialglcichuug.  £s  ist  demnach  an  dicVeränderlichen  der  zweiten 
Differentialgleichung  dieser  Zeile,  und  auch  an  die  Veränderiiehen  der 
ersten  Differentialgleichung  in  der  zweiten  Zeile  keine  bestimmte  Anforde- 
rung gestellt.  Man  hat  hier  die  Veränderlichen  der  zu  integrirenden  Gleich- 
ung tif  =  c.  Durch  Integration  ist  jedesmal  nur  ein  Integral  zu  bestimmen, 
sowohl  in  der  ersten  als  auch  in  der  zweiten  Differentialgleichung  jeder 
Zeile.  Nachdem  man  ein  Integral  der  ersten  Differentialgleichung  irgend 
einer  Zeile  bestimmt  hat ,  ergeben  sich  alle  übrigen  Integrale  dieser  Differ- 
entialgleichung durch  die  Coefficientenbildung  der  zweiten  Differential- 
gleichung derselben  Zeilen  oder  auch  durch  die  Coefficientenbildung  der 
ersten  Differentialgleichung  in  der  zunächst  folgenden  Zeile. 

Wenn  in  der  t^'*  Zeile  die  Coefficientenbildung  der  zweiten  Differen- 
tialgleichung nicht  mehr  als  ein  Integral  der  ersten  Differentialgleichung 
gibt,  so  behält  die  zweite  Differentialgleichung  nur  3  Veränderliche.  Da- 
gegen ruckt  in  der  i+  !"•  Zeile  zu  den  beiden  schon  vorhandenen  Differ- 
entialgleichungen eine  neue  mit  ebenso  vielen  also  2(n — i)  Veränderlichen 
in  die  erste  Stelle  ein.  Wenn  aber  3  Differentialgleichungen  in  einer  Zeile 
stehen ,  so  sind  die  Veränderlichen  der  ersten  Differentialgleichung  in  der 
«  +  1'"*  Zeile  gegeben  durch  die  Integrale  der  drittletzten  Differential- 
gleichungen in  der  t"*  Zeile  oder  durch  die  Integrale  der  vorletzten  Gleich- 
ung in  der  t  —  1''"  Zeile.  Die  Intgrale  der  ersten  Differentialgleichung 
sind  als  Veränderliche  in  die  zweite ,  die  Integrale  der  zweiten  Differential- 
gleichung als  Veränderliche  in  die  dritte  derselben  Zeile,  und  auch  in  die 
erste  Differentialgleichung  der  zunächst  folgenden  Zeile  einzuführen ,  wenn 
darin  nur  2  Differentialgleichungen  stehen.  Von  den  erwähnten  Integra- 
len ist  für  jede  Differentialgleichung  wieder  nur  ein  einziges  durch  Integra- 
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tion  zu  ermitteln;  alle  übrigen  Integrale  ergaben  sich  dnrch  die  Coefficien- 
tenbildung  derjenigen  Differentialgleichung,  in  welche  dieselbea  als  Ver- 
änderliche einzuführen  sind. 

Wenn  die  CoefBcientenbildnng  nicht  mehr  als  ein  Integral  der  dritt- 
letzten Differentialgleichung  in  der  t^'*  Zeile  oder  der  rorletzten  Differential- 
gleichung in  der  i  —  l'**  Zeile  gibt,  so  behalten  die  zunächst  folgenden 
Differentialgleichungen  nur  3  Veränderliche.  Dagegen  rückt  in  der  t+l^'" 
Zeile  zu  den  drei  schon  vorhandenen  eine  neue  Differentialgleichung  mit 
ebensovielen  also  2(n — i)  Veränderlichen  in  die  erste  Stelle  ein.  Wenn  aber 
4  Differentialgleichungen  in  einer  Zeile  vorkommen ,  so  sind  die  Veränder- 
lichen der  ersten  Differentialgleichung  in  der  i  -+•  1 ''"  Zeile  gegeben ,  durch 
die  Integrale  der  viertletzten  Differentialgleichung  in  der  t '^"  Zeile ,  oder 
der  drittletzten  in  der  t  —  1'**  Zeile,  oder  auch  der  vorletzten  in  der  i — 2'*'» 
Zeile.  Die  Integrale  der  ersten  Differentialgleichung  werden  als  Veränder- 
liche in  die  zweite  Differentialgleichung,  die  der  zweiten  als  Veränderliche 
in  die  dritte,  die  der  dritten  als  Veränderliche  in  die  vierte  Differential- 
gleichung derselben  Zeile  und  auch  in  die  erste  Differentialgleichung  der 
zunächst  folgenden  Zeile  eingesetzt,  wenn  darin  nur  2  Differentialgleichun- 
gen stehen.  Von  den  erwähnten  Integralen  ist  aber  immer  nur  ein  einziges 
durch  Integration  zu  ermitteln.  Alle  übrigen  Integrale  ergeben  sich  durch 
di^  Coefficientenbildung  derjenigen  Differentialgleichung,  in  welche  diesel- 
ben als  Veränderliche  eingeführt  werden  sollen. 

Man  sieht  ein ,  dass  die  Zahl  der  Differentialgleichungen  in  einer  Zeile 
noch  grösser  werden  kann.  Diese  Zahl  kann  übrigens  höchstens  die  Ord- 
nungszahl der  Zeile  erreichen.  In  der  t'^  Zeile  kann  man  also  höchstens 
t  Differentialgleichungen  haben.  Wenn  die  Zahl  der  Differentialgleichungen 
in  jeder  Zeile  der  Ordnungszahl  dieser  Zeile  gleichkommt,  so  haben  alle 
Differentialgleichungen  höchstens  3  Veränderliche,  mit  Ausnahme  der  ersten 
Differentialgleichung  jeder  Zeile ,  welche  die  vorschriftsmässige  Zahl  haben 
kann.  Die  Veränderlichen  der  ersten  Differentialgleichung  sind  dann  jedes- 
mal die  Veränderlichen  der  zu  integrirenden  Differentialgleichung  i^  =  c. 

Eine  Aenderung  des  Verfahrens  ist  immer  nur  dann  nothwendig,  wenn 
es  sich  um  die  Veränderlichen  der  ersten  Differentialgleichung  einer  Zeile 
handelt,  ^^  nämlich  nicht  hinreichend  Integrale  einer  anderen  Differential- 
gleichung bekannt  s>ind,  welche  als  Veränderliche  in  die  erste  Differential- 
gleichung eingeführt  werden  sollen.  Da  in  dem  zuletzt  erwähnten  Falle 
die  erste  Differentialgleichung  jeder  Zeile  die  Veränderlichen  der  Differen- 
tialgleichung t/;  =  c  hat,  so  wird  der  dort  eingeschlagene  Weg  auch  in 
allen  anderen  Fällen  zum  Ziel  fuhren.  Die  Differentialgleichungen  haben 
aber  nur  dann  die  vorhin  angegebenen  Zahl  der  V^eränderlichen,  wenn  die- 
jenigen Bedingungen  erfüllt  sind ,  unter  welchen  dies  Verfahren  das  einzig 
mögliche  ist.  Im  Allgemeinen,  wenn  dies  Verfahren  auch  da  einge- 
halten wird,  wo  die  vorher  bezeichneten  Wege  zum  Ziel  führen,  werden 

20* 
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alle  t  +  i  Difierentialgleichnngen  der  i-fl^^"  Zeile  2(r»  —  t)  Veränderliche 
haben«  Es  ist  dies  aber  genau  derjenige  Weg,  welchen  Jacobi  einge- 
schlagen hat.  Jacobi  hat  diese  Lösung  nur  mit  der  Beschränkung  ge- 
geben, dass  die  abhängige  Veränderliche  z  in  der  Gleichung  if;  =  c  nicht 
vorkomme.    Dieselbe  wird  dann  auch  in  allen  zur  Lösung  des  Problems 

führenden  Gleichungen  fehlen ,  und  es  kann  deshalb  überall  —  ==  0  gesetzt 

werden.  Die  t  +  l  Differentialbezeichungen  der  t +  1^'"  Zeile  behalten  dann, 
so  wie  es  Jacobi  angegeben  hat,  nur  2(n — i)  —  1  Veränderliche. 
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XXYL    Integration  der  linearen  Differentialgleicliung 

1)  :r«y'"— y  =  0 

mittelst  bestimmter  Integrale.    Von  Prof.  Simon  Spitzer. 

Es  ist  sehr  leicht,  ein  particuläres  Integrale  der  Gleichung  1)  in  Form 
einer  unendlichen  Reihe  aufzustellen;  man  findet  nämlich  auf  bekannte 
Weise  vorgehend  für  y  folgenden  Werth : 

...         ^J_^'_L  ^  -L  ^*  -L  ^  _l_ 

2)  ^~r!"*"2!Ti"^  2!  3!  4!  "*"  3!  4!  5!  ^  4!  5!  6!  "^  ' ' " 

und  dieses  y  in  Form  eines  bestimmten  Integrales  wiedergegeben ,  ist  der 
eigentliche  Zweck  dieser  Note. 
Setzen  wir: 

a;*  ä'  x^ 

3)  ^  =  *  +  ^  +  ^Tin!"'"3Ur3!'''?nÜ!''"- 
so  ist,  wie  man  Bich  leicht  äberaeugt, 

kennt  man  daher  z ,  so  ergiebt  sich  leicht  .aus  selbem  mittelst  der  Glei- 
chung 4)  das  y. 

Um  z  zu  finden,  bedienen  wir  uns  der  Farsevarschen  Methode,  nacb 
welcher  man  die  Summe  der  Reihe 

^oA  +  ^1^1  +  -^t^t  +  ^, ^a+  . . . 
anzugeben  vermag ,  falls  die  Summen  der  zwei  folgenden  Eelhen : 

bekannt  sind,  und  zwar  ist  nach  Parscval 
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0 
Im  vorliegenden  Falle  ist : 

n 

1  +  UX+  —  +  —4-  —  +        — i  A»>^«..«da 
6)    <  0 

folglich  hat  man : 

1   t  j^+       ^       -L       ^*       +       ^        I 

1  -r  ^-Tgj  2!  2!  ^  3!  3!  3!  ^  4!  4!  4!  ^  "    " 

''o    0 
und  das  in  3)  stehende  z  ist  somit  gleich 

7) 

n    n 

^=K  f  f  e^*'^*f'^^^'^^'''''Tcos\l/xsinß  --2^xcosasin^)dadß. 
0    0 


Wollte  man  umgekehrt  das  eben  aufgestellte  Doppelintegrale  in  eine 
Beihe  entwickeln ,  so  müeste  man  auf  den  in  3)  stehenden  Ausdruck  kom- 
men ,  und  dies  wollen  wir  zunächst  nachweisen. 

Setzt  man : 


8)     ■    ' 


—   /  ^  2  ^cw«  CM  —  cos  \2  -/x  COS  a  sin  -^  j  da  =  <Pi  (a;), 

0 
n 

-je ^^^^osa  cos  —  ^^ U  y^  cosasin  -^  j  da  =  ^,  (a;), 


80  ist 


9)       zz=z^  j  e^*^^'^  [cos  {j/x  sin ß)  q>i {x)  +  sin  (j/x  sin ß)  -^j  {x)]  dß. 
0 
Man  kann  nun  9>|  (x)  und  ij^^  (x)  auch  so  schreiben : 
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0 

und  bedenkt  man,  dass 
ff 

0 
ist,  so  erhält  man: 

Setzt  man  alsdann  diese  Werthe  in  9) ,  so  erhält  man : 

13)  »=-  /  e^''^'^\cos{yxsinß)  +  }/xcos{ß  —  }/xsinß) 
0 
,  X cos  {2ß  —  "/x sin ß)      xj/xcos{Zß  —  j/xsinß) 

"*"  2r2l  "*"  äfäl 

,  a^cos(4ß  —  }/^sinß)  ^        1 

'^  iu!  "•"  •  •  J  '''*' 

welcher  Ausdruck  nun  auch  weiter  vereinfacht  werden  muss.      Zu  dem 
Zwecke  setzen  wir: 

n 

f{x)  =  /  e*  *^'^  cos  {nß  —  x  sin  ß)  dß, 
0 
und  differenziren  dieses  nach  x.    Wir  erhalten  hierdurch 

n 

f\x)=  I  e'^'^'ß cos[{n  —  l)ß—xsinß]  dß, 

0 

ff 

f\x)  =J  e^'^^'P  cos[{n—2)ß'-x  sinß]  dß, 


ff 
/'('«)(j?)=  I  c'^^'^'ß  cos  {x  sinß)  dß. 
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Differenzirt  man  die  letzte  Gleichung  noch  einmal,  so  erhält  man: 

n 

/•(«4-i)(a;)=   /  e*«»*^  [cosß  cos(x  sinß)  —  sinßsin{x  sinß)]  dß, 
0 
und  da 

n  % 

e»  cosß  sinß  sin  {x  sin  ß)dß  = 1  sin(x  sin  ß)  dß 

0  ^0 

ist ,  60  hat  man ,  letzteres  Integrale  nach  der  Methode  des  theilweisen  In- 
tegrirens  behandelnd : 

I  e'^^'^  sinß  sin  {x  sinß)  d|3  =  —  i  U'cosß  ^-^  (xsinß)  | 

0  "  0 

n 

-f   /  e^^'^'ß  cos{x  sinß)  cosß  dß, 
0- 
oder  kürzer : 

«  n 

/  c* ^^ P  sin ß  sin  (x  sinß)dß=  j  e' '''"ß cos ß cos {x  sin ß)dß\ 
0  0 

folglich  ist: 

n 

1 4)  /(H-i)  (x)  =  I  e'^^'ßcos{ß  +  x  sin ß)dß  =  0, 

0 
Man  hat  demzufolge 


n 


/•(")  (a?)  =  /  c '  cos ß  cos (x  sin ß)dß  =  ConsL 
0 
Um  nun  diese  Constante  zu  finden,  setzen  wir  in  /'<")(a:)  für  x  die  Zahl  0, 
dies  giebt  dann 

Const,  =  n , 
also  ist: 

n 

/•(-) (x)  =  I  e^ ^^'ß  cos  {x  sin ß)dß  =  n 
0 
und  jetzt  ist  es  leicht,  /^""^^{x)  zu  bestimmen.    Es  ist  nämlich : 

^('•-i)(a:)  =  /  e'^'^^'ß  cos{ß—x  sinß)  dß  =  nx  +  6^,. 
0 
Um  Ci  zu  bestimmen,  setze  man  wieder  x=^Oy  man  erhält  sodann 
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0 
folglich  ist 

0 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

n 

0 

fi''-^){x)=zJe^'^'ßco8(Sß'-xsinß)dß  =  ^y 
0 

/'(j?)=  I  e'^^ßcos{nß—x8inß)dß  =  ^. 

0 

Setzt  man  in  den  so  eben  gefundenen  Formeln  statt  x,  j/x ,  so  erhält  man : 
n 

I  e^xcosß C08 ()/x sin ß)dß  =  n,\ 

0 
n 


I  e^'^'^'ß  co8{ß — j/x8inß)  dß  =  7t}/xj 

0 

I       n 

15)  ^fe^'^'ßcos{2ß^j/^8inß)dß  =  '^, 

0 

Je^^^'ßco8{Zß—j/xsinß)dß  =  '^^, 


0 
ff 


Je^'^o*ßco8{nß—}/x8inß)dß  =  '^, 
0 
und  diese  Werthe  in  13)  eingeführt  geben 

*~^"''^"*'2!2I  2!"^3I3!  3!"^4l4!4l"*'" 
was  nachzuweisen  war. 

Dieses  «  genügt  auch,  wie  man  sieht,  folgender  linearen  Differential- 
gleichung : 
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16)  a^z''+  Zxz'+  *  — 2  =  0, 

folglicb  ist  ein  particuläres  Integrale  derselben :     ' 

17)  z=  f  f  e^^'^'^'ß-^^^^^^'acos  l-  cos(^l/x  sinß'^2p^  cosasin  ^^ 
0   0 


Nachdem  wir  das  z  gefunden  haben ^  ist  es  leicht,  ein  particuläres  In- 
tegrale der  Gleichung 

1)  a^y'"-y  =  0 

aufzustellen ;  es  ist  nämlich  vermöge  der  Gleichung  4) 

18) 

n  n 
y  =  ^^\^^  j  j  ß^^^^'^'+i^^^'« cot \cos(yxsinß~2 pxcosusin ^ j 


0  0 


)adß\. 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  jedoch  vereinfachen.     Denn  differenzirt 
man  z  nach  x,  so  erhält  man: 

19) 


0  0  ^^ 

+  rzrCOJOf  co^l  —  —  +  }/xsinß  —  2yxsin^cosa]    dadß. 
Ya^  \       2  2  /J 

Nun  ist  aber ,  wie  man  sich  leicht  überzeugt : 
/  g*^«f*l?+2^Fco*acw  ^  j        cos  iß  +  yxsinß  —  2y^x'sin  ^  cosaj 

—  7-3:  CD*«  cos( — —  +  j/x  sinß  —  2j/arm  —  cosaj  j  dß 

===i  e'^^^'^+2'^«*'«<^«' Y  ««(/^*««i5— 2|^^5m  —  co^aV 
folglich  hat  man : 

I  e^^'»ß'^^^^'^'^^*T\-^cosf ß+^x sinß -'2yx sin ^  cosaj 

—  TH^osa  cosi  —  —  +  /x sin ß  —  2yx sin ^  cos a)  1  dß  ^ 
j^^8  \        2  2  /J 

= e^^'  sin{2yxcosa). 
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Wird  diese  Gleichnng  mit  da  multiplicirt ,  und  innerhalb  der  Grenzen 

0  und  n  integrirt,  so  erhält  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichnng  den^ 

Ausdruck 

n 

e^^  I  sin{2yxcosa)dtty 

0 
welcher  sich  durch  die  Substitution  cosa=su  vereinfacbt,  und  hierdurch 

übergeht  in 

■fl 

e'^'  I  sin(2uy^x)-—JL=, 

was  gleich  Null  ist. 
Es  ist  demnach 

-^  f  f  €'^'^^'0+^^^'^'''*''''  T  cos  \^ß  +  yx  sin  ß^2j/x  sin  ^  cosaj  dadß 

^^0    0 

n  n 

==^  j  I  e^*««/?+2^^«>'«coi  l.  cosa  cos  (—  ^  +  j/xsinß 

—  2 j/x sin  ^  cosa)  dadß 
und  folglich 

20)   y  =  si?-^  f/W  A^c<,//J+2FJci,,a  eoB  L  ^^Jß  ^  y^ginß 

0  0 

—  2  j/x  sin  -^  cosajdadßl^ 

welche  Form  einfacher  ist,  als  die  in  18)  hingestellte. 

Aber  auch  dieses  y  lässt  sich  noch  sehr  vereinfachen.    Es  ist  nämlich 
n  % 


0  0 


n  % 


^  Wx  f  I  e^*  c«'/J+ ifeci»*«  cos  |-  cos (ß  +  }/x  sin  ß 
—  2  j/x sin  ^  cosa)  dadß  \ 
=  3  f  I  e^<^^'^+2^c««  c^'  Y  f-L  cos  (ß  +  yxsin  ß  —  2  ]/xsin  ^  cos  aj 

+  cos yzß  +  Yx  sinß  —  2 y^x sin  ^cosa) 

H cos  a  cosl^  +  Yx  sin  /S  —  2  ^a*  sin  ~  cos  a\\  dadß, 

Vx 
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Aus  der  identischen  Gleichung 

I  gV^cosß-^-  2Vxcosa  cos  —  1  J_ cos  fß  +  j/xstfi /3  —  2  -/xsin  ^  cos  a) 

+  COS  (2/3  +  }/x  sinß  —  2'/x  sin  -^  cosa\ 

—  -j — cosacosl^  +  ]/xstnß  —  2]/xsin^  cosa\  \dß 

yX 

=  4=  e^^"''+2^* co*a cüs l-  sin  (ß  +  j/xsinß  —  2  fxsm  ^  cos  a) 
yx  \  2         / 

folgt y  wenn  man  das  Integrale  innerhalb  der  Grenzen  0  und  n  nimmt 
n 
I  ßf^ cos $+2y^co,a tos  r.  [_}_ ^^g ^ß  ^  j/^sin ß_2  j/xsin  ^  cos «] 
0  '^^ 

+  cosf\2ß  +  yx  sinß  —  2]/x  sin  -^  cos  aj 

—  -j —  cos  acosi^  +  j/x  sinß  ^2  j/x  sin  ^cosajidß 

y   X 

1  -  *  — 

=  --=- e-^*  51«  (2  "/x  cos a). 
yx 

Wird  die  eben  anfgestellte  Gleichnng  mit  da  maltiplicirt,  und  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  n  integrirt ,  so  erhält  man  als  Werth  des  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  stehenden  Ausdruckes  Null ,  demnach  ist 
n  « 

—  Wx  I  I  e^^ew/J+2 y^cosa  tos  Y  cos  (ß  +  yxsin  ß 

0  0 

—  2yx  sin  ^  cos  aj  d  a  dß  j 


n  n 

/•  /• 


=  J^  jj  e^'^'^-^^^*^'«^'  T cosacos[ß-+yx  sin  ß 

*  —      ß         \ 
—  2  yx  sin  ^  cosa)  da  dß 

und  folglich 

ff  n 

21)    y  =  x*-^  fi-  /y  ^^*«^'^+2^*«'«c«*f  cosaco5r^  +  /^««''/5 

'^    y^O  0 

-—  2 yx  sin  ^  cusa)\  da  dß. 
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Wird  nun  die  letzte  hier  angezeigte  Differentiation  durchgeführt,  so 
erhält  man : 

yz=x*  I  I  e^''^'ß+^^*  cosaeos^  ^OS  a  f \—  €08  (^  +  j/xsitl ß 

0  0  4xj/x 


—  2^x8171^  cosaj 


+ 


"4 —  cos\iß  +  yx8inß  —  2'1/xsin  ^  cosa) 


H C08üC08\yic8inß  —  2'Vxs\n^  C08a\    dadß. 

Nun  ist  aber  wieder  identisch 

j  ^V^cotß-k-  ny^eosa  cos  |.  ^^g  „  f" L_  cos(^+  y^sin ß 


—  2yxsm^  cosa) 


j—  cosl^ß  +  Yx sin  ß  —  2yx sin  ^cosa) 


2yx^ 


+  —  cosa  cos\l/x  sin  ß  —  2  j/a:*in~  cosa)    dß 
= L—  ö^*<»'P+2^*"ci»*a«»*|^  CO*«  sin (^ +y X sin ß'^2yx  sin ^ cosa), 

2xyx 

folglich, hat  man 

/^F^cos ß^zhcosa  cos  i-  cos  a  f ^  cos  (^  +  }/xsin  ß 
^                               L    4^;/-     \2 

—  2yx sin ~  cosai 
^—  cosl\ß  +  yxsinß — 2yxsin^  cosa\ 

+  ,ri  cosacos\yx sinß — 2  yx sin  —  cosa)  j  dß 


2x 

^     ^         ^^^^^^A2yxcosaj. 

2xyx  ^  ^ 


== 2 —  ß— '^^  cosa  cos 


Wird  diese  Gleichung  mit  da  multiplicirt,  und  innerhalb  der  Grenzen 
0  und  7c  integrirt,  so  erscheint  rechts  Null,  und  folglich  hat  man 
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«  n 


22)    y  =  xyx  j  l  e^'^'/'+äKF«.,« cos  |. cosa cos \\ß  +  ^x sinß 
0  0 

—  2Yx  sin  ^  cosaj  da  dß 

als  particulärcs  Integrale  der  Gleichnng 

1)  a:V"  — y  =  0. 


Man  kann  sich  mit  grosser  Leichtigkeit  von  der  Eichtigkeit  des  eben 
gefundenen  particnlüren  Integrales  überzeugen.  Denn  schreibt  man  y  auf 
folgende  Weise : 

n  n 

y  —  ^^JJ  e^'  cosß+2h  cosa  cos  t  r^^ (8  ^  ^  y7sin  ß) 

cos  ityx  cos a  sin  ~-  j 
+  *'"  {iß+  y^sin  ß)  sin  1 2  Vxcosa  sin  -^jicosada  dß, 


so  hat  man 


23)   ■     « 


0 
setzend ,  • 


—  I  ß2^JcM a  tos  Y  COS acos(2  fx  cos «  «« -^  j  rfa  =  qp,  (ar), 

0 
n 

—  I  e^^*^^'^^**'-T  cosa  sinyzyx  cosa  sin  ^\  da  ==i^^{x) 


24)  y  =  ^^J  ß'''"«"P  rco«(|/S+/^wi/S)flP,(a:) 

+  «;i(|/3  +  /7*i>i /S)  t,';,(^)]  dß. 
9,  (f )  und  t/;«  (x)  können  aber  auch  so  geschrieben  werden : 
1     /•         r      *-  2  *-  "TT 


^j(,y)=   .^^.^    I   cosa  U'^'^^'^  ^  ^^2Vxcosae  \^^ 


""■    0 


und  da 
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TS 

nj  ^l!  2!  ^2!3!       3!  4» 

0 

ist,  wie  man  sich  durch  Differenziren  der  Gleichung  11)  überzeugen  kann, 

so  hat  man 

,/^       V-  ■    ß   ,y^sin\ß  .Vx'-ainlß  _^yx'sin\ß  , 
und  daher  ist 

25)  ,  =  ^-^Je^''''P[yxcosiß^V^sin?)J^  cosi^^^nß) 


4_  4_ 


yx^  cos  (jg—  }/x  sinß)      J/x''  cos  (2  /?  —  /x  sin  ß) 


]dß. 


2!3!  '  3U! 

Beachtet  man  nun  die  Gleichungen  14)  und  15) ,  so  geht  das  eben  ge- 
wonnene y  ilber  in 

_a:'        a^  x* 

^      2!"^2!  3l"*"3!  4!  "*■*'■ 
und  die  Richtigkeit  des  Integrales  22)  ist  hierdurch  dargethan. 


Wir  stellen  zum  Schluss  diejenigen  bestimmten  Integrale  zusammen, 
die  uns  durch  diese  Analysis  geboten  wurden,  und  die  uns  neu  vorkom- 
men, sie  sind: 

n 

1     /*  x^ 

—  I  e'  ^^'^  cos  (na  —  x  sin  a)  da=^—T  , 

nj  *  n\ 

0 

u 

1      I  1  X^  cos  4X         iF*  CttS  CX 

nJ  \  }  \  \     2!2!  3!3! 

0 

1  f^2x<osacosX  ,,„  (2j:eosasinl)  da  =       a»  simk  +  ^^4^  +  -'^+'  •  • 
TtJ  ^  ^  ^    2!2!     ^    3!  3!    ^ 

0 

n 

_  I  e"^'^^*"^^'^  cosa  cos(2xros Ol  sink)da^=^xcosX'i .    . 1 , — ; — h... 

nJ  ^  '  ^    l!2!     ^    2!  3!    ^ 

0 
n 

__   I  ^.'Vxeos  uco.<  l  f.f^g „  g^^  fox  cos  o  stn  k)da  =  x  sin  X  +     ^'^^      + 


x^  sin  Sil       a;*  sin  5X 
l!2!    "^     2!  3! 
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XXVn.    Hote  über  einige  Integrale.   —    Um  die  irrationalen  Aus- 
drücke : 


I)  i>=  r  a+^)^^ 

II)  ö=r_i^Ob:£L, 

III)  y=  fdx.i/ir-fx* 

IV)  g,=  /* ^^ 

»/   (1— x<)^l  +  a;< 


ZQ  integriren,  fand  L.  Euler  (enthalten  in  seinem  Werke  über  Integral- 
rechnung, dentachä  Uebersetzong  von  Dr.  J.  Salomon,  4.  Band)  zwei 
Kunstgriffe,  nämlich  die  Formen: 

*^^=p    und    dy  =  -ü£il+^  +^^£Ü-^') 


i+^*  (l_a:<)/l+a*       (H-a:«)/l-a:*' 

mittelst  welchen  man ,  zufolge  einer  weiteren  Reduction ,  die  Integrabilität 
dieser  Ausdrücke  erzielt. 

Ich  habe  gefunden,  daes  man  vermöge  einer  einzigen  und  zwar 
äasserKt  einfachen  Substitution  sämmtliche  vier  oben  angeführten  Aus- 
drücke intcgrabel  machen  kann.  Diese  Substitution  ist,  dass  man  durch- 
wegs statt  x*  =  tan  tj  setzt.  Die  hierbei  sich  ergebende  Reduction  ist  nun 
folgende. 

].    Setzt  man  in  I)  statt  x*  =:tanriy  so  folgt: 

{i  +  lanri)  d.j/ianti    _^cosri  + sinri    d.j/tanrj 

~  {l  —  tanrj)  }/i+'i^m^~  ^osri  —  sinrj'       sec  tj 
{cos  f]  +  sin  vjY  drj  ^        (l  +  sm2fj)  dri 

/sin  ri 

COSfl 

—  1    (!•+  sin2fi)dfj 1    (1  +  sin  2  rj)  dy 

cos  2  ij  y^  sin  2fi       }/2    cos  2 1^  y^sin  2  ij 

^^       .        .         .   /-'. cos2ndn        ,   , 

Nun  ist  aber  dysin27]~-    —  .  __r    und  daraus 

j/sin  2  ri 
dt}      ^^d.j/sin27i 
ysin2ri~     cos2ri 
welches,  in  rf/*  eingesetzt,  giebt: 

J^(l  '^sin2ri)  d,}/sin2ri_     i     {i  +  v*)dv 
j/2~  cos*2ri  j/r       \  —  v* 

und  daher 


1 

-      —  ^ 

cos  2 17 .  2  sec  n  .  cos\  ylan  n 


1/2  J   1— r 
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2.    Wenn  man  im  Ausdrucke  II)  statt  ^  =  ian  17  schreibt,  so  ist: 

^  _        Yl  —  ian  ri)  dl/tan  ry         costj  —  Sinti              dri 
dQ=  — ^^ 


(1  +  ian  fi)  ]/i  +  ian^fi       ^osti  +  sinri 
1       (1  —  sin2Tj)dfi 


2coSfi  1/  - 

'y     costi 


^2      C08  2rij/sin2ri 

in  welche  Gleichung  statt      ■  ans  A)  der  Werth  eingesetzt ,  giebt : 

y  sin2fi 


alsdann : 


.Q^    ^     (i  —  siu2fj)dy8in2i^^    1     l~^j,/- 
^       yi'  co^2ri  ^2~1  — ^  ' 

Q  =  — ^r    f    ; i    U.  8.  W. 

1/2  t/    l  +  v* 


3.     Wird  nun  in  den  Ausdruck  III)  statt  x^=^ianfi  gesetzt,  so  er- 
hält man : 


y\  +  ian*ti^  /- secfi.dfi  dtj 

dy=^ — J- — -Jd,yianfi= =  -7= '     - 

1  —  ian  fi  cos  2fi  ,   7/ *''*  V      y2  .cos2ti  r  **''  *^  *? 

cos*ri  r     cosfi 

und  mit  Benutzung  der  Gleichung  A)  ist : 

_    1     dysin2fi_    i       dp 
yT   cos^^n  """^/T^l— »*' 
alsdann 

0  =  -7=r    I ^    U.  S.   W. 

4.  Wenn  man  endlich  statt  o:*  =  ton  t/  in  den  letzten  Euler^schcn  Aus- 
druck setzt,  so  folgt: 

ianr\  dyian  ri  sin2ridri 

(1  —  ian  ^7])  yi-^an  *iy      2  j/2".  cos  2  tj  ysin  2  rj 

und  vermöge  der  Gleichung  A)  ebenfalls: 

1      sin  2  w  rf  ysifi  2  n 

fl  ?/  =     --__ J^ , 

2/2  cos*2ri 

l        rvUv 

y  = =  I  .  u,  s.  w. 

2/2«/   1-^* 

5.  Bei  der  Behandlung  des  Ausdruckes 

a)  u=  I   

*^    (l-x«)^2x«  — 1 
fand  Euler,  dass  sich  diejenige  Substitution,  welche  diesen  Ausdruck  in 
eine  rationale  Form  verwandelt,   derart  verallgemeinern  Ifisst,   dass  die- 
selbe, nämlich 
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=  Z  (gesetzt) 


die  Integration  der  allgemeinen  Form 

dx 


f: 


{a  +  bx*)  j/a  +  26a:« 
ermöglicht.    (Enthalten  im  4.  Bande  der  Euler'schen  Integralrechnung.) 

Beschränkt  man  sich  blos  auf  den  unter  a)  oben  angeführten  Aus- 
druck, so  genügen  die  einfachen  Substitutionen  entweder  2a:* — \  =  tan*fi 
oder  x=C08q>^  um  diesen  Ausdruck  auf  eine  rationale  Form  zu  transfor- 
miren. 

86C  f3 

Setzt  man  zuerst  2^ — 1  =ton*«,  also  a;s=  — =  ,  so  ist: 

y2 


1    . 

—=:  a .  sec  fi 


du 


und  da 


ist,  80  folgt: 


und  sodann 


8m^r\di\ 
cos  2  fij/ sin  2  ff 


d.j/sin2ifi  dfi 


cos2ti  yiin2fi 


stn 2n  d.y sin  2 fi 

du  = = — z- 

co**2i^ 


«  -ß 


v^dv 


Vergleicht  man  diesen  Integralausdruck  ß)  mit  der  Schlussform  des 
unter  IV)  bezeichneten  Integralausdruckes,  so  ist  klar,  dass  die  Inte- 
gralform 

dx 


£ 


{l—a^)j/2a^—l 

auf  die  Form 

ar,*  dXi 


A 


(1-V)  /T-M? 

gebracht  werden  kann,  oder,  was  dasselbe  ist,  diese  beiden  Formen  lassen 
sich  auf  die  Form 

'v*dv 

1— t^ 
bringen.    Dasselbe  ergiebt  sich  auch ,  wenn  man  in  die  Form  tt)  die  oben 

ZeiUchrifi  f.  Malhematik  u.  Physik.  VIII,  4.  21 


fi 
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angcfülirto    zweite    Substitution,    nämlich  « =  co*  <)p ,    einführt.     Sodann 
hat  man 

d .  cos  q>                       — sin<p  dq>               — rfg) 
rf?/  = = = -. 


(1  —  cos  '9)  y2cos^q>  —  r      sin  'cp  j/cos  2  q>      sin  q>  j/cos  2  q> 

und  wird  cos 2qi  =  w*  gesetzt,  alsdann 

—  2ti^  dw 
,  dq>~ 


j/l  —  rv*' 


ferner 
so  ist : 

und  endlich 


du 


wj/l-'fv^.j/i—n^ 


/—  /*          w*  dtv 
u  =  2y2    I  , 


welchem  Integralausdiuck  dieselbe  Form  wie  der  unter  IV  angeführte  Inte- 
gralausdruck hat.  G.  Skbivan,  Prof.  am  Polytechnikum  2a  Prag. 


ZXTIIL    Veber  den  Fagnano^sclien  Satz  auf  dem  Ellipioid.    Von 

Staatsrath  Dr.  Malmsti^m. 

Es  sind  schon  mehr  als  100  Jahre  verflossen,  i^itdem  Fagnano  [jpro- 
duzioni  mathem.  1750,  Tom,  IL)  bewiesen  hat,  dass  zu  je  einem  in  der  klei- 
nen Achse  beginnenden  Ellipsenbogen  immer  ein  anderer,  von  der  grösseren 
Achse  gerechnet,  sich  so  bestimmen  lässt,  dass  die  Di£Perenz  zwischen 
diesen  beiden  Bögen  dem  Theile  der  im  Endpunkte  gezogenen  Tangente 
gleich  ist ,  der  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  dem  Fusspunkte  einer 
vom  Coordinatenanfange  herabgelassenen  Senkrechten  liegt.  Ob  eine 
analoge  Eigenschaft  bei  dem  Ellipsoid  im  Allgemeinen  stattfinde ,  hat  man 
noch  nicht  (so  weit  es  mir  bekannt  ist)  untersucht;  deshalb  wage  ich  an 
hoffen ,  dass  folgende  Mittheilung  nicht  ohne  Interesse  sein  wird.  *) 

Das  Theorem  Fagnano 's  sagt  in  der  That,  dass  jedem  Punkte  in 
einem  Ellipsquadranten  ein  anderer  Punkt  in  demselben  Quadranten  so 
entspricht,  dass  der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Bögen,  von  denen 
der  eine  an  der  kleinen  Achse ,  der  andere  an  der  grösseren  Achse  beginnt, 
und  die  in  den  genannten  Punkten  sich  endigen ,  einer  leicht  bestimmbaren 
Geraden  gleich  ist. 

Die  analoge  Eigenschaft  bei  dem  Ellipsoid  kann  keine  andere  sein 


*)  Nachträglich  ersehe  ich,  dass  Prof;  Dr.  Schlömilch,  in  letzter  Zeit  mit 
der  Complanatioti  krummer  Flächen  beschäftigt,  den  Fagnano'schen  Sats  auf  die 
centrischon  Flächen  zweiter  Ordnung  ausgedehnt  hat. 
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als  diese ,  dass  en  jedem  System  von  Punkten  (d.  h.  jeder  Curve)  auf  einer 
EUipsoidfläche  ein  anderes  entsprechendes  Punktsystem  (d.  h.  eine  andere 
entsprechende  Curve)  gehört ,  von  der  Art ,  dass  zwischen  je  zweien  gegen 
die  ar- Achse  perpendikulären  Ebenen  die  Differenz  zwischen  den  krum- 
men Flächen,  deren  eine  von  der  ory- Ebene,  die  andere  von  der  j?s- Ebene 
gerechnet,  von  den  genannten  Cnrven  begrenzt  sind,  einer  ohne  Schwie- 
rigkeit bestimmbaren  ebenen  Fläche  gleich  ist. 

Eine  solche  Ausdehnung  des  Theorems  Fagnano's  habe  ich  be- 
wiesen im  folgenden  Theorem : 

Es  seien  auf  dem  Ellipsoide 

zwei  Curven  gezogen,  deren  Projectionen  in  der  xj/-Ebene 
sind 

und  von  der  Art,  dass 

wo  fr,,  Ci  und  e,  folgender  Weise  bestimmt  sind 


K-*^' 


&*  r"  c* 

so  ist  die  Differenz  zwischen  dem  Theile  des  krummen  El- 
lipsoidquadranten,  der  von  zwei  gegen  die  or-Achse  per- 
pendiknlären  Ebenen  x=iXQ^  a:  =  2r,  von  der  a;2-Ebene 
und  der  Ellipsoidcurve  Vi==ifi{x)  begrenzt  ist,  und  dem  Theile 
derselben  Fläche,  der  von  denselben  Ebenen  a:  =  a'^,  x  =  X^ 
von  der  xz-Ebene  und  der  Ellipsoidcurve  t;,  =  /*,(j?)  einge- 
schlossen ist,   der  ebenen  Fläche  gleich,  die   zwischen   der 

k  e 
«-Achse,    der   Curve   y  = -^*  ./;  (o?)  ./",(«) ,     und    den    beiden 

* 

Ordinaten    dieser   Curve    für  ir  =  «o)  «  =  -^  in  der  o^jf-Ebene 

eingefasst  liegt. 

Dieses  Theorem  ist  nur  ein  sehr  specieller  Fall  eines  viel  allgemei- 
neren Satzes,  auf  den  ich  bei  der  Discussion  einer  besonderen  Classe  noch 

21» 
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nicht  untersuchter  krummen  Flüchen,  die  durch  mehrere  sehr  merkwär- 
dige  Eigenschaften  sich  auszeichnen ,  gekommen  bin. 

Vertauscht  man  gegeneinander  x  und  y  oder  x  und  t,  und  gleichzeitig 
a  und  h  oder  a  und  c,  so  bekommt  man  zwei  neue  Theoreme,  die  sieh 
ebenso  auf  die  ^- Achse  oder  t- Achse  beziehen,  wie  das  oben  angeführte 
Theorem  auf  die  j:- Achse. 

Die  drei  Theoreme  geben  mit  grösster  Leichtigkeit  nicht  nur  die  For- 
meln für  die  planifiabeln  Ellipsoidzonen ,  welche  Lebe sgue  behandelt 
{Liouv.  Joum,  des  math. ,  Tom.  ÄI,  pag.  333) ,  sondern  auch  mehrere  andere 
neue  Formeln  für  die  Fälle,  wo  die  Fläehendififeremz  dureh  elliptische 
Functionen  ausdrückbar  ist. 

Bei  einer  anderen  Gelegenheit  werde  ich  diesen  Stoff  ausführlicher 
behandeln ,  und  beschränke  mich  für  jetzt  auf  den  speciellen  Fall 

a)  t;,*  =  t7,«  = 

Es  sei 
Ji  der  von  den  Ebenen  a:=a'p,  x=iX  begrenzte  Theil  der  krummen 
Ellipsoidflliche ,  von  der  orz- Ebene  an  bis  zur  Curye  a)  gerechnet, 
Af  der  entsprechende  Theil  derselben  Fläche,  von  der  o:^- Ebene  an  bis 
zu  derselben  Curve  a)  gerechnet; 
dann  wird  die  Differenz 

X X 

und  wir  haben  das  folgende  merkwürdige"^)  Theorem: 
Es  sei 

ar*       V*       2' 
o*  ^  6*  ^  c«        ^ 
ein  Ellipsoid,  dessen  drei  Halbachsen  a>6^<;  sind  und  des- 
sen   Durchschnitt    mit    der    :ry. Ebene    die   Ellipse    MR^B^Ä 
bildet; 

es  seien  ferner  RS^g'TA^  und  Qffff'TA^  zwei  Ellipsen  im 
der  or^-Ebene,  deren  Gleichungen 

respective  sind,  wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist 

;t.«=l  — ^    und  l^z=^l  —  %'^ 

es  sei  (p  ein  solcher  Winkel,  dass 

c  =  6  sin  <p 


*)  Die  Figur,  woranf  das  Theorem  sich  bezieht,  kann  der  Leser  selbst  zeiehiMn. 
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und  PP'P"A  eine  solehe  Cnrve  in  der  x^ -Ebene,  dassinjedem 
Pnnkte  die  qi-Projection  der  Ordinate  die  Mittelproportio- 
nale ist  zwiachen  der  gröaeeren  (correspondirenden)  Ellip- 
senordinate nnd  derDifferenz  zwischen  dieser  grösseren  und 
der  (correspondirenden)  kleineren  Ellipsenordinate;  nnd 

es  sei  endlich  diese  Curve  PP'P^'Ä  die  Directrix  einer 
gegen  die  ^j^-Ebene  winkelrechten  cylindrischen  Fläche, 
die  den  Ellipsoidquadranten  so  schneidet,  dass  der  eine 
Theil  davon  inwendig,  der  andere  Theil  auswendig  liegt; 

dann  ist,  wenn  je  zwei  Ebenen  das  Ellipsoid  winkel- 
recht gegen  die  «-Achse  (in  den  Punkten  Jlf,  und  M^)  schnei- 
den, die  Differenz  zwischen  dem  Theile  des  Ellipsoidqua- 
dranten, der,  von  den  genannten  Ebenen  begrenzt,  inwen- 
dig  liegt,  und  dem  Theile,  der  auswendig  liegt,  der  Diffe- 
renz zwischen  den  ebenen  Ellipsenflächen  S'S"At'M'  und 
Q'Q'M'M'\  d.  h.  der  ebenen  Fläche  S^S"Q''Q\  gleich. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  königl.  Akademie  zu  Stockholm.) 


Das  Oesets  und  die  Theorie  der  Stflrme.  Von  Dr.  F.  Dell- 
mann. —  Am  Weihnachtsabend  des  Jahres  1821  sank  das  Barometer  in 
einem  grossen  Theile  Europas  zu  einer  bedeutenden  Tiefe.  Brandes, 
damals  Physiker  in  Breslau,  erlies  eine  Aufforderung  an  die  Meteorologen, 
ihre  Beobachtungen  ihm  zuzusenden.  Im  Jahre  1826  legte  er  die  Ergeb- 
nisse seiner  Studien  dieser  Erscheinung  in  einer  Abhandlung  dem  Publi- 
cum vor.  Das  Resultat  seiner  Arbeit  war,  dass  eine  unbekannte  Ursache 
•  verminderten  Luftdruckes  über  einen  grossen  Theil  von  Europa  in  einer 
bestimmten  Richtung  fortgeschritten  sei.  Die  Deutung  der  That- 
Sachen  verfehlte  Brandes,  da  er  der  Ansicht  war,  dass  nach  der  jedes- 
maligen Stelle  des  verminderten  Luftdruckes  die  Luft  von  allen  Seiten 
zugeströmt  sei.  Dove  bewies  zwei  Jahre  später,  dass  dies  nicht  der  Fall 
gewesen,  dass  die  Luft  vielmehr  um  diese  Stelle  herumgeströmt  sei,  und 
dass  die  Drehung  um  einen  Mittelpunkt  sich  auch  in  allen  von  ihm  unter- 
suchten Orkanen  der  südlichen  Halbkugel  nachweisen  lasse,  aber  eine 
Drehung  in  entgegengesetzter  Richtung. 

In  Amerika  wiederholte  sich  ein  paar  Jahre  später  dasselbe.  Red- 
field  in  Newyork  veröffentlichte  vom  Jahre  1831  an  eine  Reihe  von  Auf- 
sätzen, anfänglich  ohne  Dove's  Arbeiten  zu  kennen,  in  denen  er  die 
drehende  Bewegung  der  Luftmassen  der  Stürme  nachwies  und  zugleich 
das  neue  Factum  hinzufügte ,  dass  beim  Fortschreiten  der  Drehung  diese 
erst  nach  NW,  dann  nach  N  und  endlich  nach  NO  gehe,  dass  also  die 
Bahn  eine  krumme  Linie  sei  im  nördlichen  atlantischen  Ocean,  mit  ihrem 
convexott  Scheitel  nach  W  gekehrt.     Espy  und  Bache  aus  Philadelphia 
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aber  widersprachen  und  vertheidigten  die  Ansicht  Ton  Brandes;  Red- 
field  Hess  sich  nicht  ans  dem  Felde  schlagen.  Da  erschien  1838  das  aas- 
gezeichnete Werk  von  Reid  über  die  Stürme  in  Westindien,  dann  das 
von  Pid  ding  ton  über  die  in  den  chinesischen  Meeren  und  das  von 
Horsburgh  über  die  im  indischen  Ocean,  welche  Red  field 's  Beobaeh- 
tungen  bestätigten  und  zeigten,  dass  die  Krümmung  der  Bahn ,  ebenfalls 
mit  dem  convexen  Scheitel  nach  W  gerichtet,  auch  in  den  südlich  vom 
Aequator  gelegenen  Meeren  stattfinde. 

Im  November  1840  las  Do ve  in  der  Berliner  Akademie  die  erste  Ab* 
handlang  über  die  Theorie  der  Stürme.  Er  zeigte,  dass,  wenn  eine  Luft- 
masse  aus  dem  oberen  Passat  in  den  unteren  sinkt,  diese  dann  an  der  Ost- 
t>eite,  wenn  sie  der  nnteren  nicht  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  ist, 
abgelenkt  werde,  und  aus  diesen  beiden  Bewegungen  (wie  bei  der  Cir- 
kularpolarisation  des  Lichtes)  eine  Kreisbewegung  entstehen  muss,  auf 
der  südlichen  Erdhälfte  in  der  Richtung  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers, 
auf  der  nördlichen  in  entgegengesetzter  Richtung.  In  der  Tropenzone 
werden  der  obere  und  untere  Passat  nur  selten  gerade  entgegengesetzte 
Richtung  haben ,  da  dieselben  aus  ihrer  ursprünglichen  nach  den  Meridia- 
nen gehenden  Richtung  mehr  und  mehr  durch  die  Achsendrehung  der  Erde 
abgelenkt  werden ,  der  untere  Passat  aber  am  Ende  and  der  obere  am  An- 
fange dieser  Einwirkung  ist.  Da  nun  Lnftmassen  so  gut,  wie  alle  K(>rpery 
Beharrungsvermögen  haben,  so  werden  die  Massen  aas  dem  oberen  Passat 
ihre  ursprüngliche  Richtung  behalten  wollen ,  und  da  der  Widerstand  beim 
Fortschreiten  auch  fortwirkt,  so  entsteht  eine  daaernde  Drehung.  DasA 
dabei  der  ganze  Wirbel  anfangs  nach  NW  geht,  folgt  aus  der  Riehtang 
des  Widerstandes;  dass  aber  jenseits  der  Passatregion ,  wo  der  Widerstand 
aufhört,  der  Wirbel  mehr  und  mehr  die  ursprüngliche  Richtung  annimmt . 
und  sich  dann  NO  wendet,  folgt  aus  dem  Beharrungsvermögen  und  dem 
dauernden  Einwirken  der  Rotation  der  Erde.  Ebenso  muss  die  Aasdeh- 
.nung  des  Wirbels  zunehmen,  wenn  der  zusammendrückende  Widerstand 
aufhört. 

Gegen  diese  Theorie  trat  Hare  in  Philadelphia  auf  mit  dem  doppel- 
ten Einwände: 

1)  dass  die  Angabe  der  Ursache  fehle,  welche  das  Herabsinken  von 
Theilen  des  oberen  Passats  in  den  nnteren  erkläre; 

2)  vermisse  man  die  Kraft,   welche  die  Wirbelbewegung  so  lange 
unterhalte ,  da  Stürme  oft  mehrere  hundert  Meilen  weit  fortgehen. 

Dove  versuchte  diese  Einwände  zu  beseitigen  in  einer  Abhandlang, 
gelesen  in  der  Berliner  Akademie  am  27.  Mai  1852.  Für  beide  glaubte  er 
den  gemeinsamen  Grund  gefunden  zu  haben  in  einer  bedeutenden  Auf- 
lockerung, Verdünnung  der  Luft  im  Sommer  über  den  grossen  Steppen- 
und  Wüstengcbicteu  des  mittleren  Asiens  und  Afrikas.  Dass  diese  Luft- 
Verdünnung  stattfinde,  bewies  er  durch  eine  Zusammenstellung  von  Baro- 
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meler-Beobaclitungen  ia  jenen  Gebieten.  Dureh  diese  Luftverdttnnung 
sollten,  meint  er',  dauernde  Kämpfe  zweier  Luftströme  in  der  höheren 
Atmosphäre;  des  oberen  Passats  und  localer,  namentlich  über  den  Sand- 
flächen aufgestiegener  Luftmassen  entstehen,  da  letztere  dem  ersteren  den 
Weg  Tersperrten«  Wenn  auch  hierdurch  der  erste  Einwand,  welcher  ohne* 
hin  nur  geringes  Gewicht  hat,  etwa  beseitigt  wird,  so  doch  keineswegs 
der  zweite;  denn  es  lies  sich  nicht  annehmen,  dass  diese  Strömungen  dem 
fortschreitenden  Wirbel  folgen,  was  doch  sein  müsste,  wenn  sie  immer 
neue  Kraft  ihm  zufuhren  sollten. 

Mitderweile  hatte  Maury  in  Nordamerika  seine  rastlose  und  erfolg- 
reiche Thätigkeit  begonnen;  18&g  fand  der  meteorologische  Congress  in 
Brüssel  statt,  und  schon  yorher  war  das  meteorologische  Institut  in  Utrecht 
gegründet  worden.  Die  Wind  -  und  Sturmbeobachtungen  zur  See  nahmen 
eine  Dimension  an  und  wurden  mit  einer  Genauigkeit  ansgefÜhrt,  wie  nie 
voriier,  da  sich  bereits  die  hohe  Bedeutung  solcher  Beobachtungen  für  die 
Sehififalurt  durch  Maury's  Arbeiten  herausgestellt  hatte. 

Maur  j  sammelte  alle  Wahrnehmungen  über  Winde^  im  Betrage  von 
1,213,030,  und  ordnete  sie  nach  den  Weltgegenden  und  nach  den  geogra- 
phischen  Breiten.  Er  fand,  dass  in  der  Breite  von  30^  bis  35*^  südlich  und 
nördlich,  im  atlantischen  Ocean  sowohl,  als  im  indischen,  alle  Winde, 
welche  zwischen  zwei  Hauptrichtungen  in  der  Mitte  liegen ,  also  die  NO, 
SO ,  SW  und  NW,  fast  genau  den  vierten  Theil  des  Jahres  oder  etwa 
00  Tage  wehen.  Wenn  man  sich  aber  dem  Aequator  nähert  V9m  30.  Grade 
der  Breite  an  bis  etwa  zum  5.  Grade  Breite ,  so  vermehrt  sich  bis  z^  einer 
gewissen  Grenze  die  Zahl  der  Tage  im  Jahr ,  an  denen  die  Passate  wehen, 
und  sie  nimmt  dann  wieder  bis  zum  Aequator  ab.  Die  Passatwinde  sind 
aber,  wie  bekannt,  auf  der.  nördlichen  Erdhälfte  im  atlantischen  Ocean 
NO  - ,.  auf  der  südlichen  SO  -  Winde.  Die  Steigerung  vom  30.  Grade  der 
Breite  an  ist  so  bedeutend,  dass  die  NO- Winde  von  20°  bis  \(fi  nördl.  Br. 
an  244  Tagen,  die  SO- Winde  von  5°  bis  l(fi  südl.  Br.  an  327  Tagen  wehen. 
Es  fragt  sich  nun,  woher  der  Wind  kommt,  welcher  an  so  vielen  Tagen  in 
den  angegebenen  Breiten  weht.  Unter  30°  Br.  weht  derselbe  Wind  nur 
etwa  00  Tage;  also  kann  er  daher  an  den  übrigen  Tagen  nicht  kommen. 
Es  kann  also  nur  der  herabgekommone  obere  Passat  sein,  und  damit  ist 
dann  das  Sinken  des  oberen  Luftstroraes  bis  zur  Erdoberfläche  im  Gebiete 
der  Passate  als  Factum  nachgewiesen.  Der  allgemeine  Grund  des  Sinkens 
ist  auch  bekannt;  es  ist  die  Erkaltung.  Und  jede  aufgestiegene  Luftmasse 
erkaltet  oben ,  muss  also  auch  wieder  herunterkommen. 

Das  niederländische  meteorologische  Institut  besteht  aus  zwei  Abthei- 
lungen, aus  einer  Abtheilung  für  die  Beobachtungen  zu  Lande,  deren  Di- 
reetor  Herr  Dr.  Kr  ecke  ist,  und  aus  einer  Abtheilnng  für  Beobachtungen 
zur  See,  welche  den  Capitain  erster  Classe,  Herrn  Audrau,  zum  Diroc- 
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tor  hat;  Herr  Buys-Ballot  ist  Gener aldirector.  Dies  Institut  hat  seit 
etwa  10  Jahren  eine  sehr  fruchtbare  Thätigkeit  entwickelt. 

Herr  Andrau  hat  im  Sommer  1862  eine  Schrift  herau^egeben  unter 
dem  bescheidenen  Titel :  Das  Gesetz  der  Stürme.  Sie  enthält  nicht  nur 
bedeutende  Znsätse  zu  dem  bisher  bekannten  Gesetzmässigen  der  Stürme, 
sondern  auch  eine  wesentliche  Ergänzung  der  Theorie,  da  sie  einen  bes- 
seren Erklärungsversuch  der  Fortdauer  der  Wirbelbewegung  der  Stürme 
enthält,  als  Dove  ihn  gegeben,  eine  Erklärung,  welche  den  Grund  der 
fortgesetzten  Wirbelbewegung  in  den  Stürmen  selbst  findet. 

Wie  Maury  zum  Studium  der  Passate,  so  hat  auch  Andrau  zur  ge- 
naueren Erforschung  der  Stürme  ein  sehr  grosses  Beobachtungsmaierial 
benutzt;  die  Zahl  der  von  acht  zu  acht  Stunden  aufgezeichneten  Beobach- 
tungen ist  80&,712.*  Wenn  man  diese  Facta  nur  oberflächlich  übersieht ,  so 
ergiebt  sich  Folgendes. 

Viele  Stürme,  bei  Weitem  die  meisten,  lassen  einen  Wirbel  gar  nicht 
erkennen;  das  wusste  man  bisher  schon.  Andrau  hat  aber  zuerst  gezeigt, 
dass,  wenn  man  sich  alle  Stürme  als  Wirbel  denkt,  sie  den  dem  Aequator 
augewendeten  Bogen  um  so  grösser  erscheinen  lassen,  je  näher  dem 
Aequator  sie  wahrgenommen  werden.  Durch  diese  Thatsache  kam  Andrau 
auf  den  Gedanken,  dass  wirklich  alle  Stürme  Wirbel  seien,  dass  aber  die 
Drehungsebene  mit  der  Entfernung  vom  Aequator  eine  immer  grössere 
Neigung  gegen  den  Horizont  annehme ,  und  zwar  so ,  dass  der  Wirbel  an 
der  dem  Aequator  zugewendeten  Seite  immer  an  der  Oberfläche  der  Erde 
bleibe ,  an  der  entgegengesetzten  Seite  aber  sich  hebe  mit  der  Entfernung 
vom  Aequator,  also  unten  nicht  mehr  wahrgenommen  werde.  Für  diese 
Erscheinung  suchte  er  den  Grund  und  fand  ihn  auch  im  Beharrungsver* 
mögen,  in  dem  Bestreben  rotirender  Massen,  die  Botattonsebene  beizube- 
halten.  *)  Und  damit  war  denn  auch  der  Grund  zur  Fortdauer  der  Wirbel- 
bewegung gefunden. 


*)  Um  dies  wichtige  Naturgesetz  zur  Anschannng  zn  bringen,  bedarf  es  keines 
Bohnenberger'  sehen  oder  F  e  s  s  e  P  sehen  Apparates.  Man  kauft  jetzt  in  Eng- 
land  metallene  Kreisel  (Patent  top)  au  5  Sgr.  unseres  Geldes ,  welche  sich  ganz  gut 
dazu  eignen.  Auf  einem  Stahlstift  läuft  eine  Metallscheibe,  welche  am  Rande  verdickt 
ist,  am  ihr  mehr  Schwang  zu  geben.  Diese  Scheibe  hat  an  der  unteren  Seite  eine  walzen- 
förmige Nase  zum  Aufdrehen  der  Kordel.  Hat  das  Aufdrehen  stattgefunden,  so  setzt 
man  das  untere  Ende  des  Stiftes  etwa  auf  einen  Tisch  oder  den  Fussboden,  hält  mit 
der  einen  Hand  das  obere  Ende  des  Stiftes  und  zieht  mit  der  anderen  die  Kordel  ab. 
Dann  lltost  man  den  Stift  los ,  welcher  nun  mit  heraml&uft.  Auf  diese  Weise  ist  das 
Setzen  des  Kreisels  erleichtert  und  er  läuft  sehr  schön  und  lange.  Bindet  man  an 
das  obere  Ende  des  Stiftes  eine  Kordel,  welche  man  am  anderen  Ende  in  den  Fingern 
der  einen  Hand  hält ,  während  mau  mit  der  anderen  Hand  die  Kordel  abzieht ,  wobei 
man  den  ganzen  Apparat  so  hält,  dass  der  Stift  in  horizontaler  Richtung  sich  be- 
findet, die  Scheibe  also  in  verticaler  Ebene  rotiren  muss;  lässt  man  dann  den  ganzen 
Apparat  fallen,  so  hängt  er  also  an  der  Kordel  und  die  Scheibe  rotirt  fort.  Da  zeigt 
sich  denn  dasselbe,  was  man  am  FessePschcn  Apparat  auch  sieht,  die  Scheibe  rotirt 
fort  in  vertioaler  Ebene,  wenigstens  so  lauge  sie  schnell  rotirt;  sie  hebt  durch  Hota- 
tion  ihr  eigenes  Gewicht  auf  und  das  des  Stiftes.    Zugleich  sieht  man,  wie  beim 
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Denken  wir  uns  in  niederen  Breiten  einen  Wirbel  entstehend  nnd 
vom  Aequatpr  sich  entfeinend,  dabei  aber  die  Drehnngsebene ,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Sichtung  seiner  Drehungsachse  beibehaltend,  so  gesellt 
sich  durch  Hebung  der  Drehungsebene  an  der  einen  vom  Aequator  abge- 
wandten^  Seite  bald  eine  neue  Ursache  der  Luftbewegung  zur  Entstehungs- 
ursache hinzu ^  es  ist  die  Ursache,  welche  in  der  Temperaturdifferenz  der 
Lnftmassen  liegt.  Warme  Luft  steigt  in  die  Höhe,  kalte  sinkt  herunter. 
Ist  also  die  Drehungsebene  gegen  den  Horizont  geneigt,  so  heben  die  die 
Erdoberfläche  berührenden  Luftmolecüle  als  wärmere  das  Bestreben,  in 
die  Höhe  zu  gehen ;  die  oberen  müssen  als  erkaltete  herabfallen.  Auf  dem 
Wege  einer  gaifzen  Umdrehung  verändern  sowohl  warme,  als  kalte  Luft- 
theilchen  ihre  Temperatur.  Die  herabfallenden  kalten  erhalten  erst  ihre 
höchste  Wärme  beim  Ueberschreiten  ihres  tiefsten  Punktes  und  müssen 
dann  nothwendig  wieder  steigen;  so  muss  die  Drehung  fortgehen.  Beim 
allmähligiBn  Fortschreiten  hebt  sich  an  der  vom  Aequator  abgewandten 
Seite  die  Wirbelebene  immer  mehr,  und  es  fragt  sich,  ob  der  Drehungs- 
kreis dabei  seine  Form  behalten ,  sowie  auch ,  ob  dann  wirklich  die  Dre- 
hnngsebene der  ursflrünglichen  Richtung  parallel  bleiben  kann.  Dass  Letz«* 
teres  verneint  werden  müsse,  steht  man  sogleich  ein,  da  auf  der  langen, 
wenn  auch  krummlinigen  Bahn  der  Wirbel  sich  immer  mehr  vom  Aequator 
entfernt,  und  bei  der  grossen  Ausdehnung  desselben  sein  oberster  Theil 
sich  bald  so  hoch  in  die  Atmosphäre  erheben  würde ,  dass  er  sogar  über 
die  Grenze  der  Atmosphäre  hinausreichte.  Das  Erstere  wird  man  aber 
aueh  leicht  verneinen  müssen ,  da  der  dem  Aequator  zugewandte  Theil  des 
Wirbels  beständig  gegen  die  Erdeberfläche  drückt,  also  wohl  nach  oben 
gebogen  werden  wird,  und  der  vom  Aequator  abgewandte  Theil  sich  im 
verdünnten  Lufträume  befindet,  wo  er  schwerlich  dieselbe  Gestalt  haben 
kann ,  als  der  ihm  entgegengesetzte.  Doch  wollen  wir  diese  Abweichungen 
später  noch  besonders  erörtern. 

Als  Andrau  mit  dieser  Theorie 'wieder  an  die  Erscheinungen  ging, 
zeigte  sich  im  Ganzen  Uebereinstimmung  mit  derselben.  Zuerst  wurden 
die  Windrichtungen  der  Stürme  studirt;  zu  dem  Zwecke  wurden  162,779  der 
bevten  Beobachtungen  ausgewählt,  nach  ihrer  Breite  und  Windrichtung 
verzeichnet  nnd  die  Zahl  einer  jeden  der  acht  Windrichtungen  in  Procen- 
ten  der  ganzen  Summe  berechnet.    So  entstand  folgende  Uebersicht: 


FessePschen  Apparat ,  den  Stift  langsam  rotircn  in  horizontaler  Richtung.  Ich  habe 
nir  eine  Spindel  mit  Scheibe  and  Nuss  von  einer  meiner  Drehbänke  zn  demselben 
Apparat  leicht  vorgerichtet,  indem  ich  die  beiden  Enden  eines  etwa  2  Linien  dicken 
Eisendrathes  zuspitzte ,  den  Drath  zweckmässig  bog  und  die  Spindel  zwischen  die 
Enden  des  Drathes  einklemmte.  Der  Verf. 
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NW. 

16% 
28% 
21)4 
29% 
27% 
20 
15 

Daraus  folgt  also: 
Zwischen  60°  u.  50°  Br.  beob.  man  vorzug8\9^ise  SW,  W,  NW. 

50°  „  45°    „       „         „  „  S,  SW,  W,  NW. 

„         45°  „  35°   „       „        „  „  S,  SW,  W,  NW,  N,  NO. 

„         35°  „  3tf>   „       „        „  „  S,  S W,  W,  NW,  N,  NO,  O. 

„        30°  „25°,,      ,,        „  „      S,SW,W,NW,N,NO,0,SO. 

Es  ist  also  darin  der  erste  Hauptsatz  ausgesprochen,  dass  mit  der 
Entfernung  vom  Aequator  die  Windrichtnngen  der  vom  Aequator  abge- 
*wanidten  Seite  des  Wirbels  immer  mehr  zurücktreten  in  den  Beobachtun- 
gen. Es  liegt  also  gewiss  nahe,  anzunehmen,  daaa  da,  wo  sie  nicht  wahr- 
genommen werden ,  sie  doch  vorhanden  sind ,  aber  in  der  Höhe.  Dass  sie 
dennoch  zuweilen  beobachtet  werden,  hat  darin  seinen  Grund,  dass  die 
Sttirme  unter  sehr  verschiedenen  Breiten  entstehen  und  dass  unter  der 
Grundebene  des  Wirbels  an  seiner  er}iabenen  Seite  ein  Gemisch  von  Win- 
den herrscht,  in  dem  an  dem  betreffenden  Beobachtnngsorte  auch  gerade 
unten  derselbe  vorkommen  kann ,  welcher  oben  weht. 

Der  zweite  Funkt  der  Untersuchung  betraf  die  Windstärke  der  Sttirme. 
Hier  waren  zwei  Fragen  zu  beantworten : 

1)  Wie  verhält  sich  die  Windstärke  eines  Sturmes,  wenn  man  ihn 
sich  als  Ganzes  denkt? 

2)  Wie  verhält  sieh  die  Windstärke  eines  Sturmes  in  verschiedenen 
Entfernungen  von  seinem  Centrnm? 

Ein  Sturm  ist  ein  Individuum,  welches  in  einex  krummlinigen  Bahn, 
mit  der  convexen  Seite  nach  Westen  gewendet,  gewöhnlich  Hunderte  von 
Meilen  fortschreitet  und  dabei  meist  beständig  sich  ausdehnt.  Die  Aus- 
dehnung erfolgt  meist  auffallend  deutlicher  ausserhalb  der  Passatzone. 
Das  allgemeine  Gesetz  der  Windstärke  ist: 
Die  Stärke  des  Sturmes  nimmt  mit  dem  Fortschreiten  ab. 

Beide  Erscheinungen,  die  Abnahme  der  Stärke  und  die  Zunahme  der 
Ausdehnung,  stehen  sicher  im  Causalzusammenhange.  Dove  hat  die  Zu- 
nahme der  Ausdehnung  ausserhalb  der  Passatzone  vom  Aufhören  des 
Druckes  des  Passats  auf  die  Wirbelsäule  abgeleitet;  daraus  würde  dann 
die  Abnahme  der  Stärke  folgen.  Andrau  hingegen  ist  der  Ansicht,  dass 
die  Abnahme  der  Stärke  das  Fjr.ste  sei  und  die  Zunahme  der  Ausdehnung 
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eine  Folge  davon.  Er  deutet  die  Ursache  der  Abnahme  det  fitirke  da- 
durch an,  das8  er  die  Vermnthung  aasspricht,  die  obere  Hälfte  habe  eine 
gritesere  Kraft,  als  die  untere*),  und  dass  also  auch  die  Kraft  des  gan- 
zen Wirbels  abnehmen  müsse  in  demMaasse,  als  das  Stück  abnimmt,  wel- 
ches man  unten  wahrnimmt.  Bef.  möchte  unmassgeblich  folgende  Ansicht 
darüber  vorschlagen. 

W&rme  ist  bewegende  Kraft  und  alle  Luftbewegungen  werden  durch 
Wärme  hervorgemfen.  Wir  finden  deshalb  auch,  dass  die  Luft  an  dem 
Orte  und  zu  der  Zeit  am  stärksten  in  Bewegung  ist,  wo  und  wann  es  am 
wärmsten  ist.  In  diese  allgemeine  Oesetamässigkeit  sind  die  Stürme  mit 
einbegriffen.    Ferner :    * 

Da  die  Atmosphäre  vom  Boden  aus  ihre  Wärme  erhält,  so  wird  aller- 
dings sein  Einfluss  unter  dem  Aequator  höher  hinaufreichen,  als  unter 
höheren  Breiten;  aber  da  die  Luft,  am  Boden  erwärmt,  in  die  Höhe  steigt, 
kühlt  sie  sich  beim  Steigen  wieder  ab  und  verliert  bald  den  vom  Boden 
geübten  Einfluss ;  und  je  wärmer  sie  war ,  desto  schneller  kühlt  sie  sich  ab. 
Es  ist  wohl  gewiss,  dass  die  Temperatnrdifferena  awischen  der  Luft  am 
Boden  und  der  in  gewisser  Höhe  unter  dem  Aequator  höher  ist,  als  in  hö- 
heren Breiten ,  oder  mit  anderen  Worten ,  dass  mit  steigender  Höhe  die 
Temperatur  um  so  rascher  abnimmt,  je  mehr  man  sich  dem  Aequator 
nähert.  Ebenso  wird  in  den  gemässigten  Zonen  die  Abnahme  im  Sommer 
schneller  erfolgen,  als  im  Winter,  wofür  auch  die  Temperatur •  Beobach- 
tungen sprechen,  welche  man  in  Luftballons  gemacht  hat.  In  den  käl- 
testen Gegenden  wird  im  Winter  kaum  eine  Abnahme  der  Temperatur  mit 
der  Höhe  stattfinden«  Wenn  nun  nach  der  Andrau^achen  Theorie  die 
Wirbelebene  eines  Sturmes  mit  der  einen  Seite  hoch  in  die  Atmosphäre 
hinanfreicht,  so  nimmt  also  die  Temperaturdifferena  der  beiden  Seiten  ab 
im  Allgemeinen,  wie  sich  der  Wirbel  vom  Aequator  entfernt,  also  auch 
die  Kraft  der  Wirbelbewegung. 

Was  die  Beantwortung  der  zweiten  der  obigen  Fragen  betrifft,  so  hat 
And r au  gefunden,  dass  die  durchschnittliche  Kraft  des  Wirbels  in  der 
vom  Aequator  abgewandten  Hälfte  geringer  ist,  wie  in  der  anderen,  und 
dass  im  Allgemeinen  diese  Kraft  steigt  in  der  Richtung  nach  der  Seite, 
woher  der  Sturm  kommt.  Von  diesem  Gesetze  ist  indess  anszuschliessen 
ein  kleiner  Kreis  um  das  Centrum,  in  welchem  Windstille  herrscht.  Auch 
wird  die  Stärke  umsomehr  in  beiden  Hälften  gleichgross  wahrgenommen, 
je  näher  der  Sturm  noch  dem  Aequator  ist  Man  sieht,  wie  dies  Alles  mit 
der  allmälig  sich  steigernden  Neigung  seiner  Drehungsebene  stimmt. 

Andrau  hat  dann  die  Verbreitung  der  Stürme  genauer  studirt  und 
dadurch  wieder  eine  neue  Stütze  für  seine  Theorie  gewonnen.  Er  hat  den 
ganzen  atlantischen  Ocean  durch  Meridiane  und  Farallelkreise  von  5  zu 
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5  Grad  in  Vierecke  g<etheilt  und  in  jedes  für  die  beiden  Haaptetonnperio- 
den  des  Jahres,  den  Winter  und  Sommer,  die  Anzahl  der  Procente  der 
Stfirme  hineingeschrieben.  Daraas  ergiebt  sich,  dass  der  Golfstrom  und 
die  brasilianische  Sttdströmnng  auf  die  Hliu£gkeit  der  Stfirme  bedentendeQ 
Einfluss  haben ,  am  meisten  aber  der  Golfstrom.  Dabei  tritt  jedoch  wieder 
die  merkwürdige  Verschiedenheit  hervor,  dass  der  südliche  Theil  des 
atlantischen  Oceans  in  beiden  Perioden  fast  gleich  viel  Stürme  hat,  der 
nördliche  bedeutend  mehr  im  Winter ,  als  im  Sommer ,  nnd  diese  grössere 
Stnrmmenge  des  Winters  ist  wieder  an  der  westlichen  Seite  des  Golfstro- 
mes grösser,  als  an  der  östlichen.  Zwischen  55  und. 60  Grad  nördl.  Breite 
kommen  im  atlantischen  Ocean  nach  den  bisherigen  Beobachtungen  im 
Sommer  gar  keine ,  im  Winter  die  meisten  Stürme  vor.  Ref.  will  auch  für 
diese  Thatsachen  einen  Erklürangsversuch  mittheilen,  da  And r au  dar- 
über schweigt. 

Man  kann  den  Grund  dieser  Erscheinungen  in  der  Temperatardifferenz 
zwischen  der  Erdoberfläche  und  den  höheren  Luftschichten  suchen.  Die 
beiden  genannten  Meeresströmungen  haben  bekanntlich  eine  höhere  Tem- 
peratur, als  die  übrigen  Theile  des  atlantischen  Oceans  unter  derselben 
Breite,  weil  sie  ans  der  Tropenzone  kommen.  Nun  legt  uns  die  Schrift 
von  Andrau  vom  Standpunkte  der  Erfahrung  aus  den  Gedanken  schon 
nahe,  welchen  auch  er  S.  8  ausspricht,  dass  alle  Winde  Wirbelwinde  sind, 
nnd  die  Theorie  der  Luftströmungen  muss  diesen  Gedanken  billigen.  Wir 
haben  bisher  schwache  Winde  nicht  zu  denen  gerechnet,  auf  welche  die 
Theorie  der  Stürme  anwendbar  sei.  Wenn  wir  aber  für  alle  Winde  diese 
Theorie  gelten  lassen ,  so  erklären  sich  die  angeführten  Erscheinungen  im 
atlantischen  Ocean  ganz  ungezwungen.  Die  Wirbelwinde  treten  nämlich 
über  den  genannten  Strömungen  heftiger  auf,  erscheinen  als  Stfirme  aus 
demselben  Grunde ,  aus  welchem  die  Heftigkeit  der  Wirbel  unter  geringe- 
ren Breiten  grösser  ist,  oder,  weil  die  höhere  Temperatur  der  Oberfläche 
dieser  Strömungen  dfe  Heftigkeit  eines  Wirbels  steigert,  welcher  fiber  dem 
übrigen  Theile  des  Oceans  nicht  als  Sturm  erschien.  Damit  hängt  wohl 
auch  zusammen  die  grössere  Häufigkeit  der  Winterstürme  über  dem  Golf- 
strome ,  sowie  die  grössere  Zahl  der  Stürme  über  diesem  im  Vergleich  mit 
der  brasilianischen  Südströmung,  und  die  grössere  Häufigkeit  derselben 
an  der  Westseite  des  Oolfstromes;  immer  ist  an  dem  betreffenden  Orte 
oder  zu  der  bestimmten  Zeit,  wo  die  grössere  Zahl  der  Stürme  sich  findet, 
auch  der  Ocean  wärmer,  als  an  dem  anderen  Orte  und  zu  der  anderen  Zeit. 
Wenn  man  auf  der  vom  königl.  niederl.  meteorologischen  lustitot  heraus* 
gegebenen  werthvollen  Karte  der  Temperatur  des  Meerwassers  an  der 
Oberfläche  des  nördlichen  atlantischen  Oceans  die  Grenzen  des  Golf- 
stromos  einzeichnet,  tritt  die  Temperaturdifferenz  an  den  Orten  und  in  den 
Monaten,  wo  die  StUrme  am  häufigsten  sind,  am  grössten  hervor.  Diese 
Temperaturdiffcrenz  benachbarter  Meerestlicile  legt  freilich  auch  noch  eine 
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zweite  Erkläning  nahe,  nimlieh  die,  diese  Differena  ab  leiste  «nd  Hanpt- 
nrsache  der  Stürme  za  betrachten,  indem  man  über  der  värmeren  Stelle 
die  Lnft  aufsteigen  und  von  der  külteren  herbeiströmen  lüsst.  Es  muas 
weiteren  Forschungen  überlassen  werden ,  die  eine  oder  die  andere  dieser 
Erklärungen  als  die  riehtigere  nachauweisen« 

Ueber  die  letzte  Classe  von  Sturmerscheinungen,  welche  ein  Colle|39 
^des  Herrn  Andrau,  Herr  van  Asperen,  untersuchte,  berichtet  ebenfalls 
die  Sclirift  des  Ersteren;  sie  betreffen  den  Barometerstand.  Um  über  diese 
Eraehetnuttgeu  ein  sicheres  Urtheil  zu  gewinnen,  mttseen  wir  zuerst  er- 
mitteln, welche  Figur  die  Schwerelinien  auf  der  Horizoatalebene  büden. 
Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Figur  des  Wirbels  als  Kreis.  Die 
Schwerelinien  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  der  Erde.  Wird  eine  Ge- 
rade, welche  durch  diesen  Mittelpunkt  geht,  um  die  Peripherie  des  Wirbel- 
kreises gedreht,  so  entsteht  die  Oberfläche  eines  schiefien  Kegels,  und  wird 
dieser  durch  die  Horizontalebene  geschnitten,  so  ist  diese  Schnittfläche 
eine  Ellipse ;  ist  sie  keine  Ellipse ,  so  ist  also  die  Wirbelflgur  ein  Kreis. 

Der  Mittheilnng  der  Beobachtungsresultate  gehen  allgemeine  Sätze 
voraus ,  von  denen  einige  hier  stehen  m5gen. 

Wenn  über  einen  Ort  eine  Luftverdichtung  strömt,  muss  das  Baro- 
meter steigen;  strömt  eine  Luftverdünnung  darüber  weg,  so  muss  es  fallen. 
Es  ist  also  klar,  dass  in  Luftwirbeln  vermöge  der  Centrifugalkraft  der 
Lufttheilchen  in  der  Umdrehungsachse  die  Luft  verdünnt  wird  und  der 
tiefste  Barometerstand  wahrgenommen  werden  muss.  Diese  Luftverdttn- 
nung  im  Centrum  der  Stürme  hat  in  unseren  Breiten  meist  einen  deutlich 
in  die  Länge  gezogenen  Lauf  in  der  Richtung  von  WSW  nach  ONO*  Zu- 
weilen ist  der  ganze  Lauf  nur  ein  grosses  Thal,  zuweilen  werden  auch 
zwei  Thäler  gebildet,  die  durch  einen  kleinen  Damm  geschieden  sind; 
oder  es  bilden  sich  kleine  Becken  von  verschiedener  Länge,  die  zusammen 
eine  unregelmässige ,  langgezogene  Figur  darstellen* 

l.  Uebersicht  der  Beobachtungsresultate. 

Barometerstände ,  wahrgenommen  in  verschiedenen  Entfemangen  vom  Centrum. 
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Beobachtangen  haben  gelehrt,  daas  innerhalb  der  Wendekreise  der 
tiefste  Barometerstand  in  oder  nahe  bei  dem  Centmm  des  Sturmes  beob- 
achtet wurde ,  und  dass  die  Kreise  gleicher  Barometerhöhen  dort  das  Cen- 
trum des  Sturmes  aum  Mittelpunkt  haben.  Ausserhalb  der  Wendekreise 
aber  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall;  die  Linien  gleicher  Barometerhöhen  bil- 
den hier  Ellipsen. 

Aus  diesen  Angaben  folgt,  dass  ein  Schiff,  welches  unter  der  Tom 
Aequator  abgewandten  Hftlfte  des  Wirbels  dem  Centrum  anführt,  am 
sichersten  am  Fallen  des  Barometers  wahrnehmen  kann,  was  oben  im 
Luftkreise  sich  ereignet,  und  was  ihm  beyorsteht,  wenn  es  seinen  Cours  in 
dieser  Bichtung  fortsetzt. 

2.    Uebersicht  der  Beobachtnngsresultate. 

Stündlicher  Fall  des  Barometers  in  verBchiedenen  £ntfemangen  vom  Centrum. 

«UHieher  TheU  dM  WirbeU.  HMUch«r  TheU  des  Wirbelt. 

Stündl.  Abstand  des  Schiffes  vom  Centrum    Stiindl. 
in  deutschen  Meilen. 


Abstand  des  Schiffes  vom  Centrum 
in  deutschen  Meilen. 
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Wenn  man  bedenkt,  wie  schwer  es  ist,  namentlich  ausserhalb  der 
Tropen ,  aus  den  Beobachtungen  auf  nur  einigen  Schiffen  mit  einiger  Be* 
stimm thcit  die  wahre  Stelle  des.  Centrums  au  ermitteln,  so  kann  man  mit 
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auf  der  Nordseite  das  Barometer  durchgängig  etwa  doppelt  so  schnell  f&llt, 
als  auf  der  Südseite,  und  dass  nahe  beim  Centrum  auf  beiden  Seiten  in 
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gleichen  EntfornQngen  das  Fallen  beinahe  gleich  und  hier  auch  bedeutend 
st&rker  ist,  als  an  Orten,  welche  grössere  Entfernung  Tom  Centrum  haben. 
Es  folgt  also  ans  dieser  aweiten  üebersicht,  dass  das  schnell  fallende  Ba« 
rometer  unter  der  Nordseite  des  Wirbels,  wo  meist  nnr  veränderliche  und 
schwache  Winde  wahrgenommen  werden;  deutlich  zu  erkennen  giebt,  dass 
hoch  oben  in  der  Atmosphäre  Luftströmungen  schnell  ab-  und  zugeführt 
werden^ 

Es  wird  von  Herrn  An  dran  noch  eine  weitere  Prüfung  seiner  Theo- 
rie vurgenomitoen  an  den  Erscheinungen,  welche  bestimmte,  genauer  be- 
obachtete Stürme  (9  an  der  Zahl)  zu  erkennen  gegeben.  Ein  Sturm  vom 
21.  bis  28.  März  1856  ist  so  genau  beobachtet  worden,  dass  es  möglich  war, 
eine  kleine  Karte  desselben  von  8  zu  8  Stunden  zu  entwerfen.  Wenn  die 
Resultate  «us  diesen  Special-Untersuchnngen  zusammengestellt  werden,  so 
erhält  man  nur  Sätze,  welche  im  Vorigen  schon  ausgesprochen  sind. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  zum  Vorstehenden  noch  einige  kritische  Be- 
merkungen fügen. 

Da  Stürme  sich  im  Durchschnitt  beim  Fortrücken  um  viele  Grade 
vom  Aequator  entfernen,  häufig  ans  der  Tropenzone  bis  tief  in  die  ge- 
mässigte hineingehen,  so  ist  es  durchaus  unmöglich,  dass  die  Rotations« 
Ebene  der  ursprünglichen  Richtung  parallel  bleibt.  Eine  einfache  Rech- 
nung wird  dies  zeigen. 

Sind  a  und  ß  kleine  Winkel,  so  gilt  bekanntlich  der  Satz: 
seca —  1 :  secß  —  l  =  o*:/5*. 

Dieser  Satz  gilt  für  Winkel  von  5  bis  6  Grad  noch  fast  genau,  wie  die 
Sekanten-Tabellen  zeigen;  denn  ^^cl^r=:  j, 0001523,  und  «e ^5®  =  1,0038198 
nach  den  Tabellen,  also  secif^  — 1=0,0038108;  und  nach  obigem  Satze, 
wenn  bei  der  Berechnung  secl^  zu  Grunde  gelegt  wird,  ist  secb^  —  1  == 
0,0038075.  Wenn  wir  nun,  wie  in  Fig.  0,  an  einen  bestimmten  Funkt  p  in 
der  Peripherie  eines  Kreises  eine 
Tangente  pm  ziehen,  den  Punkt  p 
immer  um  gleiche  Bogen,  etwa  1^ 
nach  q,  r,  s  fortrücken  lassen  und  die 
Parallelen  der  Tangente  qu  und  vo 
ziehen,  so  ikt  so  z.  B.  für  3°,  was  sec 
l*-—  1  für  1®  ist,  d.  h..  die  Erhebung 
über  den  Horizont,  wenn  wir  uns 
statt  des  Kreises  die  Erdkugel  den- 
ken; und  hier  können  wir,  ohne 
einen  grossen  Fehler  zu  begehen 
auch  tnn  :=:no  =  5«cl°  —  1  setzen. 
So  sehen  wir  ein,  dass  die  Erhebung 
über  den  Horizont  bei  2**  das  4—1 
fache,   und    bei   3*  das  9  —  2  fache  der  bei 


1°  etc.  ist.    Dfi  sec\^ 
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0,0001523  and  der  Erdradins  1720  Meilen  beträgt,  so  ist  für  1?  die  Erhebuagr 
über  den  Horiaont  0,2610  Meilen,  für  2®  ist  sie  0,7857  Meilen,  fttr  3^  aber 
schon  1,8333  Meilen,  und  für  4<' sogar  =:(ia— 3),  0,2619  =  3,4047  Meilen, 
eine  Grösse ,  die  in  der  Wirklichkeit  nicht  vorkommen  kann.  Bei  unserer 
Annahme  ist  aber  der  Wirbel  nur  1®  oder  15  Meilen  im  Durchmesser;  ist  er 
grösser ,  so  kann  er  also  noch  weniger  mit  Beibehaltung  der  Richtung  sei- 
ner Ebene  bis  4°  sich  fortschieben.  Neigt  sich  also  diese  Ebene  mehr  und 
mehr  gegen  den  Horizont,  so  geht  der  obere  Theil  durch  einen  luftver- 
dünntenBaum.    Auch  nimmt  die  Schwere  oben  etwas  ab,  und  wenn  die 

Lufttheilchen  eine  Meile  hoch  stiegen,  um  — -.     Diese  Gründe  müssen  auf 

oOÜ 

die  Ablenkung  der  Drehungs-Ebene  im  oberen  Theile  einwirken«  Femer 
drückt  der  untere  Theil  gegen  den  Boden  und  wird  dadurch  aufgebogen. 
Auch  wird  die  Bahn  der  Lufttheilchen  kein  Kreis  bleiben  können. 

Wenn  And r au  sagt,  dass  ausserhalb  der  Tropen  die  Linien  gleicher 
Barometerhöhen  Ellipsen  bilden,  so  hat  er  dafür  den  Beweis  nicht  geliefert; 
aber  wohl  hat  er  den  Beweis  geliefert,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die 
zweite  Uebersicht  zeigt,  dass  ein  bedeutender  Unterschied  in  der  Breite 
der  beiden  Hftlften  stattfindet,  und  das  spricht  entschieden  gegen  die  Ellipse, 
deren  grosse  Achse  doch  die  beiden  Seiten,  die  vorderen  und  hinteren, 
oder  die  südlichen  und  nördlichen  trennen  mttsste. 

Dove  erklärte  in  einer  Sitzung  der  geographischen  Gesellschaft  in 
Berlin  sich  gegen  diese  Theorie,  weil  eine  in  Drehung  befindliche  Luft- 
masse sich  anders  verhalte,  als  ein  drehender  fbater  Körper,  da  bei  diesem 
die  gröBste  Geschwindigkeit  in  der  Peripherie ,  bei  jenem  im  Centram 
liege. 

Herr  Andr  au  selbst  sagt,  dass  die  Sache  mit  seiner  Arbeit  noch  nicht 
abgeschlossen  sei  und  empfiehlt  den  Seeleuten  namentlich  sorgfältige  Be- 
obachtung des  Zuges  der  oberen  Wolken ,  um  dadurch  vielleicht  zu  einer 
neuen  Stütze  für  seine  Theorie  zu  gelangen.  Auf  dem  Gebiete  der  Na- 
turforschung giebt  es  keinen  Abschluss,  aber  wohl  Fortschritt. 

Abgesehen  von  der  Darstellungsweise,  welche  öfter  zu  tadeln  ist, 
müssen  wir  Herrn  Andr  au  das  Zeugniss  geben,  dass  er  einen  sehr  dan- 
kenswerthen  Beitrag  geliefert  hat  zur  genaueren  Erforschuog  eines  für  die 
Wissenschaft  sowohl,  als  auch  für  die  Schiffahrt  höchst  wichtigen  Gegen- 
standes. Seine  Schrift  zeigt  grossen  Fleiss,  Kenntniss  der  Literatur  und 
sichere  Handhabung  der  wahren  Methode  echter  Naturforschung. 


XI. 

üeber  die  Genauigkeit  der  Winkel-  und  Linien- 
Messungen. 

Von  Dr.  Otto  Börsch, 

Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeschale  in  Kassel. 


Nach  den  Principien  der  AaBgleichangsrechnung  wächst  die  Genauig- 
keit eines  Winkels,  welcher  durch  das  arithmetische  Mittel  yon  einander 
unabhängigen,  einfachen  Winkelbeobachtnngen,  oder  durch  Repetiren  er- 
halten wird,  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  einzelnen 
Beobachtungen,  beziehungsweise  aus  der  Bepetitionszahl ;  bei  einer  Linien- 
messung dagegen  ist  die  Genauigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  Länge 
der  Linie  umgekehrt  proportional.  Diese  durch  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung theoretisch  aufgestellten  Sätze  haben  aber  bis  jetzt,  meines 
Wissens  wenigstens ,  durch  die  Erfahrung ,  d.  h.  durch  eine  Untersuchung 
a  posteriorij  ihre  nähere  Begründung  noch  nicht  erhalten,  sie  sind  im  Gegen- 
theil  von  mehreren  Seiten  angegriffen  worden. 

Was  zuerst  die  Winkelmessuugen  betrifft,  so  erschien  1834  unter  No. 
256  der  astronomischen  Nachrichten  von  Schumacher  eine  Abhandlung 
von  Bessel:  „Betrachtungen  über  die  Methode  der  Vervielfältigung  der 
Beobachtungen,'*  in  welcher  eine  Sonderang  der  Fehler  des  Visirens  von 
den  Fehlern  des  Ablesens  empfohlen,  das  bisherige  Verfahren  des  Bepe- 
tirens  angefochten  und  als  ,, nicht  zu  vertheidigen'^  hingestellt,  statt  dessen 
aber  die  Bestimmung  der  Winkel  aus  sog.  Satzbeobachtungen  vorgeschla- 
gen wird ,  welche  Methode  jedoch ,  da  sie  wieder  auf  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Sätze  beruht,  in  einem  wesentlichen  Punkte  wenigstens  mit  dem 
Repetitions verfahren  übereinstimmt.  Ueber  diese  Abänderung  des  Ver- 
fahrens und  den  in  der  erwähnten  Abhandlung  enthaltenen,  Vorwurf,  wel- 
cher namentlich  gegen  Gauss  gerichtet  war,  hat  sich  der  Letztere  zwar 
nie  öffentlich  ausgesprochen,  aber  auch  in  der  von  ihm  angewendeten  Me- 
thode nicht  beirren  lassen ;  seine  Ansicht  hierüber  findet  sich  kurz  ausge- 
sprochen in  dem  jetzt  erschienenen  Briefwechsel  von  Gauss  und  Schu- 
macher, IV.  pag.  219. 

Die  BesseUschen  Betrachtungen  sind   nur  von  der  seitherigen  Regel 
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abweichende ,  sie  enthalten  aber  keinen  Angriff  gegen  die  Grundlagen  der 
Ansgleichungsrechnung ;  in  dorn  letzten  Decennium  dagegen  haben  zwei 
Sohriftsteller  über  die  Bestimmung  der  Genauigkeit  von  Winkel-  und 
Linien-Messungen  Ansichten  ausgesprochen,  welche  von  den  der  beiden 
erwähnten  grossen  Autoritäten  zugleich  abweichen,  und  ausserdem  auch 
gegen  die  Grundlagen  der  Ansgleichungsrechnung  gerichtet  sind. 

t.  Hartner,  Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien, 
setzt  in  seinem  Handbuche  der  niederen  Geodäsie  (zweite  Auflage,  Wien 
1856)  pag.  387  die  Gewichte  zweier,  durch  Repetitionen  erhaltener,  Winkel 
proportional  den  Quadraten  der  Repetitionszahlen,  also  die  Genauigkeiten 
proportional  den  Repetitionszahlen. 

2.  Vorländer,  königlich  preussischer  Steuerrath  in  Minden,  hat  die 
Kettenmessungen  einer  Vergleichung  unterworfen,  und  die  aus  einer 
grossen  Anzahl  gemessener  Linien  gewonnenen  Resultate  im  ersten  Jahr- 
gange (1856)  dieser  Zeitschrift  No.  LSL,  pag.  142  etc.  veröffentlicht;  hier- 
nach sollen  die  Genauigkeiten  bei  Linienmessungen  den  Längen  der  Linien 
selbst  umgekehrt  proportional  sein^  so  dass  die  Fehlercnrve  sich  als  gerade 
Linie  darstellen  würde. 

Zur  Lösung  der  hierdurch  aufgeworfenen  Streitfrage  glaube  ich  nun 
meine,  in  der  Praxis  gesammelten,  Erfahrungen  nicht  nützlicher  verwen- 
den zu  können,  als  wenn  ich  auch  einmal  a  posteriori  die  Genauigkeiten 
der  Winkel-  und  Linien-Messungen  untersuche,  und  danach  feststelle,  ob 
die  zuletzt  erwähnten  beiden  Schriftsteller  mit  Recht  oder  mit  Unrecht  das- 
jenige verwerfen,  was  bisher  nach  den  theoretischen  Sätzen  der  Ansglei- 
chungsrechnung für  wahr  gehalten  wurde. 

Zugleich  möge  hier  npch  erwähnt  werden,  dass  im  Folgenden  der  von 
Vielen  für  höchst  wichtig  gehaltene,  s.  g.  wahrscheinliche  Fehler  von  mir 
gar  nicht  in  Betracht  gezogen  wird;  dieses  scheint  aber  bei  der  Unter- 
suchung a  posteriori  um  so  mehr  nothwendig,  als  man  sich  hier  von  der 
Wahrscheinlichkeits-Hjpothese  ganz  unabhängig  zu  machen ,  und  letztere  * 
ebenso  nach  der  Erfahrung  zu  prüfen  hat;  hiermit  stimmt  auch  eine  Aeusse- 
rung  von  Gauss  in  seinem  Briefwechsel  mit  Schumacher  (I,  pag.  433), 
welche  so  lautet :  „l^i^  sogenannten  wahrscheinlichen  Fehler  wünsche  ich 
eigentlich,  als  von  Hypothese  abhängig,  ganz  proscribirt,  man  mag  sie  aber 
berechnen,  indem  man  die  mittleren  mit  0,6744897  multiplicirt.** 

Endlich  sei  noch  zur  Literatur  der  Lioienmessungen  hier  angeführt, 
dass  sich  im  6.  Band  (1845)  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik  von 
Grnnert,  No.  XLVI,  pag.  375  etc.  ein  Artikel  von  Professor  Dr.  Gerling 
in  Marburg  „über  die  Genauigkeit  der  Ketten-Messungen^S  und  in  vorlie- 
gender Zeitschrift,  6.  Jahrgang  (1861)  No.  V,  pag.  108  ein  dem  erpteren  sich 
anschliessender  Artikel  von  Professor  Dr.  W  ine  kl  er  in  Gratz  „über  den 
mittleren  Fehler  der  Kettenmessungen'*  vorfindet,  welche  beide  alle  Be- 
achtung verdienen. 
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Erster  Abschnitt. 
Genauigkeit  der  Winkelmessimgen. 

§1. 
An  jedem  mit  dem  Theodolithen  gemessenen  Winkel  haften  zwei 
wesentlich  von  einander  verschiedene  Fehler;  der  eine  hat  seinen  Grnnd 
in  der  Art  der  Beleuchtung  und  der  Grestalt  des  Objects,  in  der  durch  die 
Unvollkommenheit  unseres  Sehorgans  ungenauen  Pointirung,  in  den  am  In- 
strumente selbst  haftenden,  bei  aller  Sorgfalt  unvermeidlichen  Mangel- 
haftigkeiten, und  in  äusseren,  bald  mehr,  bald  weniger  auf  die  Messungen 
einwirkenden  Einflüssen,  als  Luftzitterungen,  Winde  etc.,  die  Gesammtheit 
der  hier  zu  befürchtenden  Fehler  äussert  sich  bei  der  Einstellung  des 
Visirpunctes;  der  zweite  liegt  in  der  Kreis-  und  Nonientheilung,  und  eben- 
falls wieder  in  unserem  Auge,  er  ist  zu  suchen  bei  der  Ablesung. 

«2. 

1.  Da  jeder  einfach  gemessene  Winkel  durch  zwei  Einstellungen  und 
zwei  Ablesungen  bestimmt  wird,  so  haben  auch  alle  einfachen,  mit  demsel- 
ben Instrumente  gemesenen,  Winkel,  ganz  unabhängig  von  ihrer  Grösse, 
gleiche  Genauigkeit,  also  auch  gleiche  mittlere  Fehler,  und  bezeichnet  man 
diesen  mit  m,  den  mittleren  Fehler  der  Einstellung  mit  m«,  den  der  Able- 
sung mit  m«,  so  ist: 

mm  =:  2mgmt  -f-  2mam«, 
oder  

1)  m  =r  y%{m^me  +  mam^), 

*1                   1                    1 
und  führt  man  die  zugehörigen  Gewichte  p  =  — ,  p^  = ,  p^  = 


ein,  auch 


2) 


^         2(p,.fPe) 

2.  Hat  man  einen  Winkel  n  mal  unabhängig  von  einander  gemessen, 
also  2»  mal  eingestellt  und  2n  mal  abgelesen,  und  bezeichnet  man  den 
mittleSren  Fehler  des  daraus  berechneten  arithmetischen  Mittels  mit  ^^y 
dessen  Gewicht  mit  p,«,  so  ist: 

l/2n  {nie  m^  +  tnania) 
f*«= 


}/2  {me  nie    +  ««  ^a) 

und 

A\  P«  P' 


22* 
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3.  Ist  ein  Winkel  zuerst  n  mal  nnd  dann  q  mal  unabhängig  von  ein- 
ander mit  demselben  Instrumente  gemessen,  und  bezeichnet  man  die  mitt- 
leren Fehler  beider  arithmetischen  Mittel  mit  ^ny  f^ji  ihre  Gewichte  mitp« 
und  pg,  so  erhält  man: 

5)  Ä=£ 
und  ^«      ^» 

6)  ^=-^, 

d.  h.  die  mittleren  Fehler  der  aus  nnabhängigen  Messungen  abgeleiteten 
arithmetischen  Mittel  zweier  Winkel  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Quadratwurzeln  aus  den  Anzahlen  der  unabhängigen  Messungen,  ihre  Ge- 
wichte aber  dircct  wie  die  Anzahlen  dieser  unabhängigen  Messungen ;  hier- 
aus folgt  aber  j/nrfi«=^5r.^,  =  Const.,  oder  der  mittlere  Fehler  des  arithmeti. 
sehen  Mittels ,  multiplicirt  mit  der  Wurzel  ans  der  Anzahl  der  Messungen 
desselben  Winkels,  muss  eine  constante  Grösse  sein. 

§3. 

1.  Ist  ein  Winkel  durch  r  Repetitionen  bestimmt,  so  dass  2r  Einstel- 
lungen auf  nur  3  Ablesungen  kommen,  so  gehen  die  Formeln  (3.)  und  (4.) 
über  in : 

^ _ 


7)  /2Km,  +  ^) 

und  * 


—  jt       P^P^ 


^^  ^""-"Hrp.  +  Pe) 

2.    Je  grösser  nun  r,  und  je  kleiner  m«,  d.  h.  je  grösser /?«  wird,  um 

so  mehr  kann  man     **       gegen  menig  und/?^  gegen  rpa  vernachlässigen  und 

man  erhält  folgende  genäherte  Werthe : 

9)  |*r=       ^    >  yr.llr^y2.  nie 

im  «    —^    Pl    Pr_Pe 

^  ^'*         *  2 '   r        2 


d.  h.  Yr .  ^r  und  —  werden  sich  in  diesem  Falle  constanten  Grössen  immer 
mehr  nähern,  jedenfalls  aber  werden  sie  den  Constanten  y^,  m^,  bezieh- 
ungsweise -^  näher  liegen  als  r.fir  und  -^,  wie  H artner  annimmt. 

3.    Es  folgt  also  auch,  dass  bei  Winkeln,  welche  durch  verschiedene, 
der  eine  durch  r,  der  andere  durch  p  Repetitionen  bestimmt  sind,  ebenfalls : 


und 


11) 
12) 
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Pr  r 


P9  Q 

d.  h.  yrl Hr  =y^'  (iQ  =  einer  constanten  Grösse  zu  setzen  ist. 

4.  Ein  strenges  Festhalten  an  den  entwickelten  Formeln  (7.)  und  (8.) 
f&r  die  Bestimmung  der  fi  und  p  wird  einem  Praktiker  nie  einfallen ,  da  er 
aus  der  Erfahrung  weiss,  dass  der  zu  erwartende  Nutzen  nur  illusorisch, 
dagegen  die  Arbeit  unverhältnissmässig  weitläufiger  ist,  da  er  ferner  weiss, 
dass  sich  eben  nach  der  Natur  der  zufälligen  Fehler  auch  die  jii  und  p  der 
YorzÜglichsten  Beobachtungsreihe  einer  bestimmten  Formel  nie  absolut  ge- 
nau anschliessen  werden,  und  wird  daher  auch  umgekehrt  ein  einfacheres, 
näherungsweise  richtiges,  dem  praktischen  Gefühle  entsprechendes  Gesetz 
stets  vorziehen.     Hiernach  kann  der  Satz  so  aufgefasst  werden : 

Die  mittleren  Fehler  zweier,  mit  demselben  Instrumente  durch  Repe- 
titionen  gemessener,  Winkel  stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  der  Qua- 
dratwurzeln ihrer  Eepetitionszahlen ,  ihre  Gewichte  aber  verhalten  sich 
direct  wie  die  Kepetitionszahlen  selbst. 

Um  nun  auch  die  Eichtigkeit  dieses  theoretisch  entwickelten  Satzes 
umgekehrt  aus  den  Beobachtungen  selbst  nachzuweisen ,  wurde  in  folgen- 
der Weise  verfahren. 

1.  Bei  einigermassen  ausgedehnten  trigonometrischen  Arbeiten  erhält 
man  die  einzelnen  Winkel  dadurch,  dass  man  dieselben  nicht  blos  r  mal, 
sondern  2rmal,  3r  mal,  allgemein  zr  mal  repetirt,  und  zur  Controle  zwischen 
je  rRepetitionen  abliest.  Zwei  aufeinander  folgende  r  fache  Winkel  zwischen 
denselben  Objecten  haben  jedesmal  eine  gemeinschaftliche  Ablesung,  sind 
also  theilweise  von  einander  abhängig;  hat  man  aber  einen  Winkel  aus  3r, 
5r  etc.  Repetitionen ,  so  sind  der  !*•,  3^«*,  5*«,  7*«  etc. ,  oder  2^,  4^,  6*«  etc. 
r fache  Winkel  von  einander  unabhängig.  Aus  zwei  solchen  r fachen,  von 
einander  unabhängigen,  zwischen  denselben  Objecten  gemessenen  Winkeln 
w,  und  TV,,  findet  man  aber  den  mittleren  Fehler  des  r  fachen  Winkels  nach  der 

bekannten  Formel  m  =  J/  -^ — -^  wo  z  die  Anzahl  der  Beobachtungen  und 

[v  v]  nach  der  hierbei  üblichen  Bezeichnungsweise  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate bedeutet, 

,..,=/(.,--±-)%(,„_-+-.j 

13)  =-(-', -1>„)Vl=:^, 
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wo  d=s(w,  —  w,,)  gesetzt  ist,  den  mittleren  Fehler  des  Winkolsjselbst  aber: 

2.  Dieser  mittlere  Fehler  m,.  eines  durch  r  Repetitionen  bestimmten 
Winkels  bietet  jedoch ,  da  er  nur  auf  zwei  Beobachtungen  basirt  ist,  eine 
zu  geringe  Glaubwürdigkeit,  und  muss  daher  noch  durch  andere  Zeugen 
der  Wahrheit  näher  festgestellt  werden.  Da  nun  das  m  eines  einfachen 
Winkels  immer  unabhängig  von  der  Grösse  desselben  uud  nur  abhängig 
von  den  Umständen  der  Beobachtung  ist,  so  dass  man  nur  dann  die  m 
zweier  Winkel  gleich  setzen  kann,  wenn  letztere  über  gleichen  Unterlagen, 
zwischen  gleichmarkirten  Objecten,  mit  demselben  oder  gleichguten  In- 
strumenten gemessen  wurden,  dagegen  verschiedene  m  erhält,  wenn  die 
Aufstellungen  das  einemal  auf  Postamentsteinen,  das  anderemal  auf  Stati- 
ven stattfand,  oder  das  einemal  Heliotropenlicht,  das  anderemal  phasenge- 
fährliche Thürme  zwischen  die  Fäden  gebracht  wurden,  so  wird  auch  allen 
durch  Repetition  jedoch  unter  gleichen  Umständen  bestimmten  Winkeln, 
ganz  abgesehen  von  ihrer  Grösse ,  wenn  sie  nur  dieselbe  Repetitionszahl  r 
haben,  dasselbe  m,.  zuzuschreiben  sein.   Ebenso  wird  auch  das  arithmetische 

Mittel  aus  s  solchen  m,.  =  ,  welche,  ganz  abgesehen  von  dem  doppel« 

ten  Vorzeichen,  auf  die  im  Satze  1.  dieses  Paragraphen  angeführte  Weise 
aus  s  gleichvielmal,  zwischen  beliebigen  jedoch  gleichmarkirten  Objecten 
repetirten,  Winkel -Paaren  gewonnen  wurden,  einer  Grösse  (»t  gleich  zu 
setzen  sein ,  welche  sich  als  der  mittlere  Fehler  eines  aus  r  Repetitionen 
abgeleiteten  Winkels  ergeben  hätte ,  wenn  zu  der  Berechnung  dieses  Feh- 
lers eine  Gruppe  von  s  wirklich  angestellten  Beobachtungen  ein  und  des- 
selben Winkels,  jede  Beobachtung  aus  r  Repetitionen  zusammengesetzt, 
benutzt  worden  wäre.  Man  hat  hiernach  für  den  mittleren  Fehler  eines 
r fachen  Winkels  nunmehr  zu  setzen: 

^^^V^'^V^'^r^^"''^Vr^    [d]  ^^^.^    .^^. 
r.fir sVT       ^    ^  ^^' 

oder  für  den  mittleren  Fehler  des  Winkels  selbst: 


.5,  r.i     ^'('•"<  +  "^) 

3.  Hat  man  ferner  20  durch  Repetitionen,  aber  unabhängig  von  ein- 
ander gemessene,  paarweise  jedoch  zusammengehörige,  p fache  Winkel,  so 
erhält  man  ebenso :  • 

und  für  den  aus  p  Repetitionen  bestimmten  Winkel  selbst : 
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16)  w=J-^ 


j/2(^,„,+!^ 


und  kann  nan  aas  beiden  Oleichnngen  (15.)  and  (16.),  oder  den  folgenden : 

")  ^       [sy 

I  =  T--Y  —  2  ^  m,m,  —  2  Wa  »I, 

die  beiden  Unbekannten  ntg  und  m^  bestimmen. 

4.  Berechnet  man  rückwärts  mit  den  aas  (l7)  gefundenen  nie  und  m« 
und  dadurch,  dass  man  für  r  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  .  • .  setzt,  die  diesen 
Sepetitionszahlen  entsprechenden,  je  z  verschiedenen,  fi^  \/r,  ^r  und  r.ft^, 
Qnd  hieraus  die  in  S  3,  2.  und  3.  angedeuteten  Constanten  für  die  beiden 
Annahmen  dadurch,  dass  man 

,  Qx  f  1  +  ^.  ftt  +  KT.  ft,  +  . .  >  +  yr.  (iz  ^  [j/^'l^r]  _  ^^ 

19)  f*i  +  *^^t  +  3.fi>  +  > .  +  g.ftz  _  [r.fir]  _  ^ 

i  z 

setzt;  bildet  sodann  aus  diesen  C,  E  und  der  Veränderlichen  r  die  je  «  ver- 
schiedenen 

20)  -^  =  fic  und  -  =  ^^, 

ferner  die  beiden  Gruppen  aus  je  »  Differenzen  von  der  Form : 

21)  fir  — j^tf=  A  und  flr  —  f«ifc  =  Ai, 

oder  statt  dieser,  da  man  zur  Berechnung  von  C  und  K  die  ]/r.Hr  und  r.fir 
doch  haben  muss,  die  folgenden : 

22)  y7.iiir  —  C  =  y^.A  und  r.fir— JSr  =  r.A„ 

und  endlich  durch  Quadriren  und  Summiren  der  Differenzen  21),  oder 
durch  Dividiren  der  einzelnen  Differenzen  22)  mit  }/r  bezws.  r ,  und  nach- 
heriges  Quadriren  und  Summiren  dieser  Quotienten  die  Gleichungen : 

23)  [(^.-^c)1  =  [AA], 

24)  [(Hr-^t)*]  =  A,A.], 

80  sind  die  Summen  der  Quadrate  der  Abweichungen,  nämlich  [A  A]  und 

C 
[Ai  Aj]  Minima,  und  es  wird  offenbar  die  der  beiden  Annahmen  Z7^  oder 

—  die  richtige  sein,  welche  die  kleinste  Quadratsumrae  liefert. 

§.  5. 
Mit  Anwendung  der  in  S«  4  entwickelten  Formeln  auf  eine  hinläng- 
liche Anzahl  selbst  gemachter  Beobachtungen  werde    ich   nun  versuchen 
(also  durch  die  Er£|ihraDg)  nachzuweisen,  ob  durch  ^r.fir=C^  oder  r  .fir 


328     Ueber  die  Genauigkeit  von  Winkel-  und  Linien-Messungen. 

=  K  das  Gesetz  für  die  Genauigkeit  der  aus  Repetitionen  erhaltenen  Win- 
kel ausgesprochen  wird. 

1.  Die  Horizontal  •  Winkel  -  Messungen  der  topographischen  Landes- 
aufnahme von  Kurhessen  wurden  in  den  Jahren  1845  — 1853  von  mir  in  der 
Weise  ausgeführt,  dass  bei  Winkeln  zur  Bestimmung  von  Punkten  1***^  und  2**'' 
Ordnung  von  6  zu  6 ,  bei  Winkeln  zur  Bestimmung  von  Punkten  3**^  Ord- 
nung dagegen  von  4  zu  4  Repetitionen  am  Kreise  eine  Ablesung  geschah. 
Von  jeder  Art  dieser  mit  demselben  Theodolithen  und  unter  gleichen  Umstän- 
den ,  aber  durch  Ueberspringung  von  6 ,  resp.  4  Repetitionen  unabhängig 
von  einander  beobachteten,  Winkel  sind  140,  wovon  je  2  denselben  Ob- 
jecten  angehören,  d.  h.  unabhängige  Doppeltbeobachtungen  sind,  —  selbst- 
verständlich ohne  vorhergehende  Auswahl  — ,  zur  Berechnung  der  m,  und 
m«  benutzt  worden. 

Die  70  Winkel  zu  je  2  mal  6  Repetitionen  gaben  : 

[d]  =  1273",2, 
die  70  Winkel  aber  zu  je  2  mal  4  Repetitionen : 

[a]  =  1120",6; 
da  nun  #  =  0  =  70,  r  =  6  und  ^  =  4  ist,  so  folgt  nach  17) : 
0  =  165,41  —  12  m^m<r  —  2m«m« 
0  =  128,14 —    Smetne  —  21»«!»« 
und  hieraus: 

m^  ==  +  3",0525,  »»«='  +  5",1768. 

2.  Mit  diesen  Werthen  von  nie  und  m«  und  der  Veränderlichen  r  ist 
die  am  Ende  beigefügte  Tabelle  I  berechnet. 

Die  1*®  Verticalspalte  giebt  die  Anzahl  r  der  Repetitionen  von  1  bis  30 
{==iz)y  die  2^®  und  5^®  die  zugehörigen  }/r,iir  und  r.fi^;  ihre  arithmetischen 

Mittel  1?_1^J  =  C=  5,0106  und  i^^^^  =i5r=:  17,9036  sind  die  Constanten  für 
30  30  ' 

die  beiden  Annahmen,  dass  sich  die  fi  umgekehrt  verhalten,  entweder  wie 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Repetitionszahlen,  oder  wie  diese  Zahlen  selbst. 
Die  3*®  und  6^**  Spalte  enthält  die  Differenzen  j/r^iir —  C^yr.Z:^  und  r.^,. 
— K=: r .  Ai ;  diese  sind  vor  dem  Quadriren  durch  f/r^  beziehungsweise  r  zu  di- 
vidiren,  um  die  in  der  4^^"  und  7*®**  Spalte  aufgeführten  Quadrate  A  A  und 
A|Ai  der  Differenzen  zu  erhalten..  Für  die  Annahme  ^r .  jUr  =  C  ist  die 
Quadratsumme  [AA]  =  14,299,  für  die  Annahme  r.iir=^K  aber  [AiAi]== 
118,137,  woraus  sofort  folgt,  dass  die  Annahme  f/r.iir^^O  der  Wahrheit  zu- 
nächst liegte  In  der  Spalte  8  sind  die  mittleren  Fehler  fir  für  die  durch  r 
Repetitionen  bestimmten  Winkel ,  in  der  Q^^^  die  ft«,  für  die  arithmetischen 
Mittel  der  aus  n  =  r  Einzelmessungen  erhaltenen  Winkel ,  endlich  in  den 
Spalten  10  und  11  die  aus  den  Constanten  C  =  5,0106  und  i'=  17,9036  rück- 
wärts berechneten  (Ac  und  fij^  zur  Vergleichung  mit  den  (ir  zusammenge- 
stellt.   Diese  Vergleichung  ergiebt,  dass  die  mittleren  Fehler  bei  dem  Re- 
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'\A^^>i^V^ 


petitionsverfahren  anfangs  zwar  schneller  abnehmen,  als  bei  dem  arith- 
metischen Mittel  ans  unabhängigen  Einzelbeobachtungen,  dass  der  Unter'- 
schied  aber  mit  wachsendem  r  sich  immer  mehr  ausgleicht,  dass  zwischen 
den  fir  und  f»«  schon  bei  20  Repetitionen  eine  ganz  gleiche  Zunahme  statt- 
findet, während  zwischen  den  fir  und  (i^  die  beiden  Reihen  divergiren. 
Construirt  man,  wie  in  der  beigefügten  Zeichnung,  die  Fehlercurven ,  so 
gehen  dieselben  für  fir  und  (in  von  einem  Anfangspunkte  aus,  die  erstere 
krümmt  sich  anfangs  stärker,  wird  aber  der  Carve  für  fi»  allmählich  parallel; 
die  Curve  für  fi«  schmiegt  sich  der  für  fir  am  innigsten  an ,  indem  sie  letz- 
tere zwischen  r  =  8  und  r  =  0  durchschneidet;  die  Curve  für  uk  hat  die 
stärkste  Krümmung  und  durchschneidet  die  drei  übrigen. 

Hiermit  ist  auch  aus  den  Beobachtungen  die  Richtigkeit  des  theore- 
tisch aufgestellten  Satzes,  dass  die  Genauigkeiten  der  durch  Repetitionen 
gemessenen  Winkel  den  Quadratwurzeln  der  Repetitionszahlen ,  die  Ge- 
wichte also  diesen  Zahlen  selbst  proportional  sind,  nachgewiesen. 

§.6. 

1*  Wenn  Hartner  (siehe  Einleitung)  die  in  §.  5  a  posteriori  begrün- 
dete, für  jeden  practischen  Gebrauch  hinlänglich  genaue,  und  bei  der  Zu- 
nahme der  Repetitionszahlen  der  Wahrheit  sich  immer  mehr  nähernde, 
Annahme  für  die  Bestimmung  der  Gewichte  verwirft,  und  diese  den  Qua- 
draten der  Repetitionszahlen  proportional  setzt,  so  verfällt  er  geradezu  in 
einen  Fehler,  welcher  gegen  die  Grundlage  der  Ausgleichungsrechnung 
verstösst,  da  die  unvermeidlichen  Fehler  den  Beobachtungen  selbst  anhaf- 
tende und  mit  diesen  in  innigem  Zusammenhange  stehende  sehr  kleine 
Grössen  derselben  Gattung  sind ,  mithin  ihre  Entstehungsart  durch  die  der 
Beobachtungen  selbst  bedingt  ist.  Nur  wenn  die  zwischen  der  ersten  und 
letzten  Einstellung  liegenden  (2r  —  2)  Einstellungsfehler  =0  wären,  d.  h. 
wenn  der  r fache  Winkel  als  ein  einfach  gemessener,  aus  2  Ablesungen 
und  2  Einstellungen  abgeleiteter,  und  der  gesuchte  Winkel  als  der  r^^  Theil 
desselben  angesehen  werden  dürfte,  könnte  die  H  artner 'sehe  Annahme 
die  richtige  sein;  da  aber  diese  Voraussetzung  nicht  stattfindet  und  nie 
stattfinden  kann ,  da  vielmehr  der  r  fache  Winkel  durch  Addition  (Repeti- 
tion)  von  r  einfachen,  wenn  auch  zusammenhängenden,  Beobachtungen  ent- 
standen, und  der  Winkel  selbst  das  arithmetische  Mittel  derselben  ist,  so 
kann  die  Genauigkeit  dieses  so  gewonnenen  Resultates  nicht  einem  Gesetze 
folgen,  welches  auf  Division  einer  einfachen  Beobachtung  beruht,  und  liegt 
hiermit  die  Unhaltbarkeit  der  von  mir  angegriffenen  Annahme  klar  auf  der 
Hand. 

2.  Ferner  sind  von  Hartner  zur  Begründung  seiner  Annahme  in 
dessen  Handbuche  der  niederen  Geodäsie  die  Nr.  331  und  336  gegebenen 
Beispiele  3)  und  1)  falsch  gewählt.  Wie  pag.  226 ,  Nr.  172  zu  ersehen  ist, 
wurde  nämlich  ein  Winkel  12  mal  repetirt  und,  ausser  am  Anfange  und 
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am  Ende,  anob  nacli  der  1^®",  4^''  und  S^^^  Bepetition  abgelesen,  bieranf, 
wenn  man  die  Anfangsablesnng  mit  (0),  die  nacb  der  1^\  4'*°,  8**"  nnd  12*«" 
Bepetition  mit  (l),  (4),  (8)  nnd  (12)  bezeichnet  (wobei  die  vollen  Umdrebnn* 
gen  nm  360"  mit  eingescblossen  sind),  (l)  —  (0),  (4)  —  (0),  (8) — (0)  nnd 
(12) — (0)  gebildet,  so  dass  der  Winkel  (1)  —  (0)  mit  seinen  Fehlem  in 
(4) — (0),  dieser  ebenso  in  (8)—  (0)  nnd  dieser  in  (12)  —  (0)  enthalten  ist,  nnd 
nnn  in  No.  320  3)  behauptet: 

i((i)-(o))  +  ,e{j)z:(g)H.C4(g)^) 

1  +  16~+64 

((1)-  (0))  +  4^(4)  -  (0))  +  8((8)-(0)) 

"^  1  +  16  +  04 

sei  der  nach  den  benutzten  Messungen  richtigste  Winkel ,  wlbrend  dieser 

doch  ganz  einfach  = —  ist 

o 


Zweiter  Abschnitt* 

Genauigkeit  der  Linien -Messungen. 

§.7. 
Zu  Linienmessungen  werden  vorzugsweise  zwei,  in  ihrer  Construction 
durchaus  verschiedene,  Lftngenmess-Instrumente  verwendet,  die  Messkette 
und  die  Messlatte.    Die  Aufgabe  wird  daher  auch  eine  doppelte  sein,  näm- 
lich die  Bestimmung  der  Genauigkeit 

1.  der  einzelnen  mit  einer  Kette  oder  Latte  gemessenen  Linien  unter 
sich,  und 

2.  einer  Kettenmessung  gegen  eine  Lattenmessung. 

Die  Kettenmessungen  hat  bereits  Vorland  er  (siehe  Einleitung)  einer 
Untersuchung  a  posteriori  unterworfen,  hiernach  wächst  der  Fehler  propor- 
tional der  gemessenen  Linie.  Dieses  im  Widerspruche  mit  den  Schlüs- 
sen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gefnndene  Besnltat  veranlasst  mich 
hauptsächlich  in  ganz  ähnlicher  Weise  im  Folgenden  die  Latten messungen 
zu  vergleichen,  und  dann  die  Gründe  aufzusuchen,  weshalb  Vorländer 
zu  dem  angeführten  Besultate  gelangte. 

§.8. 
1.    Sind  die  Fehler  der  einzelnen  Lattenanlagen   einer  einmalig  ge- 
messenen Linie  von  x  Lattenlängen  :=:  v,j  v^,,  v,„  . . . ,  und  denkt  man  sich 
neben  dieser  wirklich  gemessenen  Linie  noch  eine  zweite  Messung  von  der 
Art,  dass  alle  Fehler  der  einzelnen  Lattenanlagcn  einander  gleich  sind ,  so 
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erhält  man  den  mittleren  Fehler  m,  einer  Lattenanlage ,  also  der  Längen- 
einheit, dnreh  die  bereits  schon  in  $•  4  angeführte  Formel : 


-/s 


2.  Nicht  aber  allein  der  mittlere  Fehler  der  Längeneinheit,  sondern 
anch  der  mittlere  Fehler  m  jeder  ans  x  Latten  zusammengesetzten  Linie, 
und  dessen  Abhängigkeit  von  der  Länge  dieser  Linie  und  dem  mittleren 
Fehler  tn,  der  Längeneinheit,  welches  Gesetz  allgemein  durch  m,.f{x)  aus- 
gedrückt werden  kann,  wird  gesucht.  Da  nun  die  Länge  einer  Linie 
durch  Aneinanderfügen ,  d.  h.  Addiren  der  Latten  erhalten  wird,  so  mnss 
man  auch  für  den  mittleren  Fehler  m  einer  Linie  tou  x  Lattenlängen 

m  =  +  m,  +  w,  +  m,  . . .  +  m^.  =  j/m^  m,  +  m,  m,  +  mj  »ij . .  +  m^^  nijc 
oder  da  m,  =  m,  =  m, . . .  ==  m^ 

/—  m 

25)  m=:m,ya:,m,  =  — .^ 

also  für  f{x)  =  yxzu  setzen  haben;  der  mittlere  Fehler  der  ganzen  Linie 
ist  hiemach  proportional  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Länge.  Vorländer 
setzt  aber  bei  dem  mittleren  Einheitsfehler  =  m' : 

26)  m==tn  .X,  m'  =  — , 

X 

also  f{x)=Xy  was  nur  dann  richtig  sein  könnte,  wenn  entweder  die  Länge 
der  Linien  durch  Multiplication  gefunden  worden  wäre,  d.  h.  wenn  man, 
Yorausgesetzt,  dass  dieses  überhaupt  möglich,  eine  Linie  zuerst  absolut  ge- 
nau in  gleiche  Theile  zerlegt,  einen  Theil  gemessen  und  hierauf  durch 
Multiplication  mit  der  Anzahl  der  Theile  die  Länge  der  ganzen  Linie  be- 
rechnet hätte,  oder  wenn  ein  überwiegender  constanter  Fehler  bei  der 
Messung  mitwirkte. 

§.  9. 

Der  mittlere  Fehler  der  Längeneinheit  sowohl ,  als  auch  der  jeder 
Linie,  oder  doch  das  Verhältniss  der  Genauigkeiten  von  Linienmessungen 
verschiedener  Längen  unter  sich,  kann  aus  Beobachtungen  am  genauesten 
gefunden  werden,  wenn  man  eine  hinlängliche  Anzahl  Linien  von  verschie- 
denen, aber  zweckmässig  gewählten,  womöglich  gleichmässig  wachsenden 
Längen  unter  gleichen  Umständen  wiederholt,  jedoch  unabhängig  von  ein- 
ander, mit  der  Latte  misst,  und  die  Ergebnisse  der  Berechnung  unterwirft. 
In  Ermangelung  solcher  kostspieliger  und  zeitraubender  Messungen  kann 
man  aber  auch ,  ähnlich  wie  im  ersten  Abschnitte  bei  der  Ermittelung  der 
Genauigkeiten  der  Winkelmessungen,  die  bei  Generalvermessungen  zur 
Controle  doppelt  gemessenen  Polygonseiten  verwenden.  Da«  Verfahren 
hierbei  ist  folgendes : 

1.    Zuc  Berechnung  der  Genauigkeit  von  Linicnmossungen   mit  der 
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Latte  (hier  die  Karhessische  Catasterrnthe  ssu  14  Kasseler  Fass  k  126,3  Pa* 
riser  Linien,  als  Längeneinheit)  wurden  die  1005  Doppel messungen  der  Po- 
lygonseiten ans  den  Kurhessischen  Generalvermessungsacten  von  drei  Ge- 
markungen, Altenmittlau,  Bernbach  and  Lamerden  gewählt.  Die  Messungen 
sind  von  diei  der  zuverlässigsten  Geometer  in  bergigem  and  conpirtem, 
also  ungünstigem  Terrain  ausgeführt,  und  enthalten  Linien  von  den  ver- 
schiedensten Längen. 

2.  Bei  der  Beschaffenheit  des  Messinstrnmentes,  einer  Ruthenlatte  als 
Längeneinheit,  einem  ungetheilten  Ganzen  —  im  Gegensatze  zu  der 
fünfruthigen  aus  mehr  als  120  Gliedern  zusammengesetzten  Messkette  — 
und  dem  bei  derartigen  Messungen  eingeführten,  dem  Zwecke  entsprechen- 
den Gebrauche ,  das  Erdmaas  nur  auf  0,01  höchstens  auf  0,005  Huthen  ge- 
nau, also  nicht  mikroscopisch,  abzulesen  (nur  bei  sehr  kurzen  Linien  könnte 
diese  Ungenauigkeit  für  den  vorliegenden  Gebrauch  von  nachtheiligem 
Einflüsse  sein) ,  kann  man ,  gut  und  genau  gearbeitete  Latten  und  zuver- 
lässige Handhabung  derselben  vorausgesetzt,  die  unvermeidlichen  Theil- 
ungs-  und  Ablesungsfehler  unbedenklich  =0  setzen,  und  hat  die Messuogs- 
fehler  nur  in  der  Latten anlegung  zu  suchen,  so  dass  bei  den  Doppelmes- 
'  sungen  aller  Linien  zwischen  x  —  1  und  x  Ruthen  Länge  die  Differenzen 
beider  Messungen  dieselben  bleiben  werden,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  bei  allen  Linien  zwischen  x —  1  und  x  Ruthen  Länge  derselbe  mittlere 
Fehler  zu  befürchten  ist.  Berechnet  man  nun  aus  jeder  Doppelmessuog 
jeder  Linie  zwischen  x  —  1  und  x  Ruthen  den  zugehörigen  mittleren  Fehler 
der  einfachen  Messung,  so  wird  man  n  Doppelmessungen  von  verschiede- 
nen, alle  jedoch  zwischen  x  —  1  und  x  Ruthen  Länge  liegenden  Linien, 
nur  allein  zur  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers,  zusammen  als  eine  n 
malige  Messung  ein  und  derselben  Linie ,  und  zwar ,  weil  dazu  immer  x 
Lattenanlagen  gehören ,  von  gerade  x  Ruthen  Länge  betrachten  können. 
Der  aus  einer  solchen  Doppelmessung  abgeleitete  mittlere  Fehler  m^  der 
einfachen  Messung  ist  aber,  wenn  x,  die  1^%  x,^  die  2^®  und  d  die  Differenz 
beider  Messungen  bedeutet: 


''^       =j/i+-,-'y^ 


Dividirt  man  daher  die  Summe  A=[(i]  aller,  aus  n  Doppelmessun- 
gen zwischen  x —  1  und  x  Ruthen  Länge  gefundenen,  Differenzen  d  mit  n}/T^ 
so  ist  dieser  Quotient  das  Mittel  aus  allen  n  mittleren  Fehlern  m,,  und 
einem  mittleren  Fehler  y  gleich  zu  setzen ,  welcher  unmittelbar  aus  einer 
11  mal  gemessenen  Linie  von  x  Ruthen  Länge  berechnet  worden  wäre,  d.  h.: 

'  ^~    nj/2  nj/i 
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Man  hat  also  eine  Relation  zwischen  x  als  unabhängiger  nnd  y  als  ab- 
hängiger Variablen,  welche  man  allgemein  als  eine  nach  steigenden  Poten- 
zen von  X  fortlaufende ,  und  zwar  bei  dem  in  der  Natur  der  Sache  liegen- 
den endlichen  sehr  kleinen  Werthe  von  y  selbstverständlich  als  sehr  stark 
conrergirende  Reihe  darstellen  kann,  bei  welcher,  wie  die  später  folgende 
Berechnung  auch  zeigen  wird ,  die  beiden  ersten  Glieder  zur  Bestimmung 
von  y  vollständig  ausreichen,  ja  schon  das  erste  Glied  einen  für  jede  prak- 
tische Anwendung  hinlänglich  genauen  Werth  für  y  giebt,  nämlich: 
/  y  =  ax^  +  6ar««  +  .  . . 

29)  }  .    ^^"^ 

/   —;— a  — 6a;«  — .,=0 
\    x" 

3.  Sind  nun  in  der  vorstehend  angegebenen  Weise  verschiedene  Li- 
nien von  d?! ,  o:, ,  «r, . . .  Ruthenanlagen  n« ,  n, ,  n, . . .  mal  gemessen  —  jede 
Messung  aus  zwei  Repetitionen  bestehend  —  und  hieraus  die  ^i,  ^t»  ^s  •  •  m 

A,         A,         A> 
d.  h.         /-^ ,       /^ ,  — /=- . . .  .abgeleitet ,  so  wird  man  aus  den  in  über- 
W|l/^2      Wjl/2      ^tv  ^ 

schüssiger  Anzahl  vorhandenen  Beobachtungen,  wenn  man  für  et  einen 
bestimmten  Werth  einführt  und  die  folgenden  Glieder  der  Reihe  vernach- 
lässigt, für  a  und  h  die  wahrscheinlichsten  Werthe  finden,  indem  man  die 
Summe  der  n  fachen  Quadrate  der  Widersprüche  zu  einem  Minimum  macht, 
d,h. 

30)  [n{y—am^  —  bix?^y]  =  Min. 
oder 


31)  \^i'^  —  a  — 6a?«yi  =  M«. 


setzt,  hierauf  nach  a  und  h  partiell  diffcrentiirt,  die  beiden  Differentialquo- 
tienten ==0  setzt,  und  hierdurch  entweder  nach  30)  oder,  wie  folgt,  nach 
31)  die  beiden  Gleichungen: 


^^)  [^]-H«-[«^1^  =  o 


[ny\  —  [nx^\a-'  [«x*«]6==:0 
erhält,  aus  welchen  mau  nun  endlich  die  Zahlenwerthe  für  a  und  h  berech- 
nen kann. 

§.  10. 
Die  unter  28)  bis  32)  dargestellten  allgemeinen  Gleichungen  geben  nun 
ein  Mittel  an  die  Hand,  das  nach  den  Principien  der  Ausgleichungsrech- 
nung in  25)  ausgesprochene  Gesetz,  und  das  für  Kettenmessungen  von  Vor- 
länder aus  Beobachtungen  rückwärts  berechnete  Resultat  26)  auch  für 
Lattenmessungen  a  posteriori  einer  Vcrgleichuug  zu  unterwerfen,  und  aus 
deren  Ergebnisse  die  Entscheidung  für  die  eine  oder  die  andere  Annahme 
festzustellen,  dann  weiter  aber  die  Gründe  aufzusuchen,  weshalb  die  theore- 
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tiich  entwickelten,  und  die  von  Vorländer  gefundenen,  Endresultate  awei  so 
entgegengesetzte  Gesetze  ergeben  konnten. 

1.  In  der  schliesslich  beigefügten  Tabelle  II  sind  in  der  Spalte  1  die 
Längen  der  in  S*  d»  !•  angeführten  I0d5  Polygonseiten,  und  zwar  nach  der 
im  Vorhergehenden  auseinandergesetzten  leitenden  Idee  nach  vollen  Ruthen 
in  r«  =  &5  Gruppen  zusammengestellt ,  so  dass  z.  B.  eine  Linie  von  21'*,58 
zu  der  Gruppe  von  22  Ruthen  gehört.  Die  2^"  Spalte  enthält  die  Anzahlen 
n  der  Doppelmessungen  der  einzelnen  Gruppen,  die  3^*  Spalte  die  Summen 
A  der  aus  den  Doppel messungen  jeder  einzelnen  Gruppe  abgeleiteten 
Differenzen  d,  in  Tausendtel-Ruthen  ausgedrückt;  durch  Addition  der  Ver- 
tikalspalten 2  und  3  und  durch  Division  ^er  letzten  Summe  mit  yi'  erhält 
man  aber: 

[n]  =  1095,  [A]  =  8235,  f— 1  =  5823,02. 

Eine  besondere  Spalte  fUr  die  einzelnen  -r=r,  schliesslich  mit  der  Summe 

j  -=  L  würde  überflüssig  gewesen  sein. 

Setzt  man  nun  den  Exponenten  a  in  den  Gleichungen  29)  bis  32)  ein- 
mal =-r",  das  anderemal  =  1,  so  wird  für  den  ersten  Fall  x«  =  j/x,a^  = 

X,  fttr  den  asweiten  aber  a:^  =  x  and  x**'  =  x*  werden;  berechnet  man  so- 
dann aus  den  nun  gegebenen  Grössen  in  den  Spalten  4,  5,  6,  7, 13,  14  und  15 
A  ,_  A        A  A 

mirang  der  Verticalspalten  4,  5,  6,  13  und  14 : 

[v^]  ^  *''^'<>™5  ["/*  1  =  '•«22,12;  [nx]  =  22726;  [^7;f"]  =  «».<»«; 

[n}^\  =  617694, 
so  kann  man  in  die  Gleichnngen : 


33) 
und 
34) 


A 


L^J  —  [«•«]. «1  —  (n.«»].6,  =  o, 


A 


in  welche  die  Gleichungen  32),  wenn  man  aus  28)  y  =  ~~7= ,  und  einmal  a 
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=:4,  das  anderemal  ac=:l  einfiihrt,  übergehen,  die  Zahlen werthe  der 
Constanten  substituiren  und  daraus  o,  by  sowie  a|,  6|  berechnen.  Man  er- 
hält nämlich  für  a  ~  ^  nach  33): 

1298,07  —  1095. a    -  4822,12.6  =  0 
5823,02  —  4822,12 .  a  —  22726 .6  =  0 
und  hieraus  durch  Elimination : 

«  =  +  0,870418,  6  =  +  0,071535, 
setzt  man  aber  o  =s  1,  so  folgt  nach  34) : 

311,908  —  1096.0,  —  22726. 6i  =  0 
5823,020  —  22720 . «,  —  617694 .  6|  =  0 
und  ebenfalls  durch  Elimination : 

flj  =  +  0,377523,  b,  =  —  0,004463. 
2.    Bildet  man  hierauf  aus  den  x ,  welche  55  verschiedene  Langen  re- 

prftsentiren,  den  jeder  Gruppe  der  x  zugehörigen  y  =  -y;—   'ind  den   eben 

gefundenen  a  und  6,  sowie  a,  und  6,,  für  jede  der  beiden  Annahmen,  sowohl 
für  a  =  ^j  als  auch  für  «=1,  die  55  Differenzengleichungen  vo^  der 
Form : 


und 


35)  -^w—  —  V^ .  ö  —  x>b  =  d 

36)  -V.—  —  x.a^  —  a;*.6.  =  d, 


und  quadrirt  die  so  erhaltenen  2 mal  55  Differenzen,  so  wird  nothwendig 
die  Annahme  der  Wahrheit  zunächt  liegen,  d.  h.  nach  den  vorhandenen 
Beobachtungen  für  die  Wahrheit  selbst  genommen  werden  müssen,  nach 
welcher  die  Summe  der  »fachen  Quadrate  der  Differenzen,  nämlich  [n.dd] 
oder  [n.^0]  die  kleinere  ist.  Will  man  aber  statt  35)  und  36)  die  Differen- 
aengleichungen : 


und 


37)  -7=— a— i/o;. 6  =  -7= 

*  ny^x  ^         •  yx 


d 


38)  / ÜA — j;.6i  =  ,/ — 

^  nxyt        *  '      yx 

einführen,  welche  man  durch  Division  der  vorigen  mit  y^  beziehungsweise 
x  erhält,  und  eine  Benutzung  der  bereits  schon  für  die  Gleichungen  33)  und 

34)  berechneten  ~F=^  und  — t=  gestatten,  ausserdem  auch  die  Coefficien- 

y  iX  Xy  i 

ten  von  a  und  a^  beseitigen,  und  die  von  b  und  6|  vereinfachen,  so  muss  man 

6  ^  - 

vor  dem  Quadriren  die  Differenzen  "/=  und  ~  selbstverständlich  mit  yx 
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beziehungsweise  x  multipliciren ,  um  die  zur  Vergleichung  richtigen  Qua- 
dratsammen \nhh\  und  [»O'^]  zu  erhalten. 

A 

In   den  Spalten  7  und  15  der  Tabelle   IL   %\hA  nun  die  — >-^  und 
^  ny%x 

zusammengestellt,  ihnen  gegenüber  in  8  und  16  die  Glieder  yx  .  b 


nxy% 

und  x.h^y  oben  unmittelbar  unter  dem  Kopfe  dieser  Spalten  aber  steht  das 

jetzt  constante  Glied  a  und  a, ,  welches  jedem  Yx^b^  resp.  x.b^  vor  seiner 

A  A 

Subtraction  von  — 7=  und 7=  au  addiren  ist:  in  9  und  17  sind  sodann 

ny^x  nxy2  ' 

S  ^ 

die  Di£Perenzen  "7=  und  -~,  und  endlich  in  10  und  18  die  n  fachen  Quadrate 
yx  X 

n.Sd  und  n.^d'  gebildet,  durch  deren  Addition  für  die  Annahme  a  =  ^ 

[ndö]  =  1173,325,  und  [n^d]  =  2921,760 

für  die  Annahme  a  =  1  erhalten  wird. 

Diese  Zahlen  zeigen  sofort,  dass  die  Gleichungen  29),  wenn  darin  «= 

^  gesetzt  wird,  nämlich: 

39)  y=^}/x.a  +  x.b  +  .. 

das  richtige  Gesetz  für  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  bei  Latten- 
messungen abgiebt.  Aber  selbst  ein  entgegengesetztes  Resultat  würde  den 
aufgestellten  Satz  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so  ohne  Weiteres  nicht. 
uragestoBsen  und  dafür 

40)  y==a:.a,  +  a:"6i  +  . . 

als  richtig  eingeführt,  sondern  nur  gezeigt  haben,  dass  bei  Aufstellung  der 
Formel  eine  Fehlerquelle  nicht  berücksichtigt  wurde,  oder  dass  ein  con- 
stanter  Factor,  hervorgerufen  durch  eine  Unvollkommenheit  des  Instru- 
mentes, mitwirkte,  ider  vorher  hätte  beseitigt  werden  müssen. 

3.  Aus  der  Betrachtung  der  Zahlenwerthe  von  6  =  +  0,071535  und 
ft,  =  —  0,004463  geht  hervor,  dass  in  der  Gleichung  39)  das  Glied  xb  erst 
bei  x=lQ  Ruthen,  in  der  Gleichung  40)  das  Glied  x*bi  freilich  schon  früher, 
bei  a:  =  35  Ruthen,  5, . . . .  Tausendtel-Ruthen  erreicht,  eine  Grösse,  welche 
der  änssersten  Grenze  der  Lattenablesung,  nämlich  0,005  Ruthen  (siehe 
S.  9,  2)  gleichkommt,  so  dass  man  zur  Vereinfachung  der  Formel  das  zweite 
Glied  in  39)  unbedenklich ,  in  40)  aber  doch  ohne  wesentlichen  Nachtheil 
vernachlässigen,  und  dadurch  dem  Zwecke  hinlänglich  entsprechende^ 
Näherungswerthe  für  y  erhalten  kann;  man  hat  aber  hiernach: 
A  ,-  y  A 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  25)  und  26),  so  folgt  alsbald,  dass 
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a:=m,y  01  =  m\  nämlich  die  mittleren  Fehler  der  Längeneinheit  für  die 
beiden  anfgestellten  Annahmen  sind. 

Will  man  anch  hier  ans  den  in  überschüssiger  Anzahl  vorhandenen 
Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  a  und  a^  berechnen ,  so 
hat  man  nach  83)  und  34) 

also 

Die  Zahlenwerthe  von  a  und  a,  findet  man  aber,  wenn  man  in  der  Ta- 
belle II.  die  Summen  der  Spalten  4  und  13  durch  [n\  dividirt,  nämlich : 

1298,070       .  ,^.,. 
-  =  '"'  =  1005- =  '''^* 
311,968 

Bildet  man  hierauf  für  beide  Annahmen  die  55  DifPerenzengleichungen  von 
der  Form: 


45) 
46) 


/•^—    — —  ftt.  — —      / 1 

A         .,      t. 

nxy2  ^ 


d.  h.  zieht  man  m,  und  m   von  den  einzelnen  Zableng rossen  der  Spalten 

7  und  15  ab,  so  erhält  man  in  11  und  19  die  Differenzen  ~7=  und  —-.'multi- 

plicirt  man  diese  mit  ^nx^  bezws.  x^ti  und  quadrirt,  so  ergeben  sich  in 
den  Spalten  12  und  20  die  ni^i^  und  ndi^,  und  endlich  durch  Summirung 
derselben : 

[n  i^  dt]  =  1659,045,     [n^^  ^J  =  3413,552. 
Auch  hier  zeigen  die  Werthe  der  beiden  Summen  der  n  fachen  Qua- 
drate der  Difiereaaen,  dass  durch  die  Oleichung 

47)  y  =  m,yx  oder  r7^  =  m„ 

welche  mit  der  25)  gleichbedeutend  ist ,  das  Geseta;  der  Abhängigkeit  des 
mittleren  Fehlers  y  einer  mit  der  Latte  gemessenen  Linie  von  dem  mitt- 
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leren  Fehler  m,  der  Längeneinheit  and  von  der  Länge  der  ganzen  Linie 
ausgesprochen  wird ,  d.  h.  dass  die  mittleren  Fehler  4^r  mit  der  Latte  ge- 
messenen Linien  proportional  den  Quadratwurzeln  ihrer  Längen  sind. 

Vergleicht  mau  die  Werthe  yon  y  ans  den  Gleichungen  39)  und  41),  so 
erhält  man  bei  a:=120  Ruthen  eine  Differenz  von  5, .  •  Taasendtel-Rathen» 
während  die  Gleichungen  40)  und  42)  die  gleiche  Differenz  schon  bei  a:c=46 
Ruthen  ergeben,  ein  Beweis,  dass  auch  scbon  in  dieser  Hinsicht  die  An- 
nahme y  =  yx,a  vor  der  anderen  y  =  a:.<f|  den  Vorzug  hat. 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  .47)  und  setzt  für  die  Constanta  fn^^  = 
j»,  so  ist 

48)  .       i^=px, 

oder  die  Fehlercurve  bei  Latten messungen  ist  eine  Parabel. 

§.  n. 

1.  Für  die  Kettenmessungen  wird  man  zur  Bestimmung  der  Genauig- 
keit die  Doppelmessungen  von  Polygonseiten  in  der  Weise  wie  bei  Latten- 
messungen nicht  benutzen  können,  indem  voraussichtlich  die  zufälligen 
F^hlc^*,  welche  in  der  viclgegliederten  Kette  selbst  liegen,  die  Fehler  am 
Ende  jeder  Kettenspannung  überwiegen  werden.  Eihe  fünfruthige  Kette 
besteht  aus  120  Theilen,  nämlich  aus  50  s.  g.  Fussgliedern«  welche  durch  55 
kleinere  Ringe,  ausserdem  zwischen  den  vollen  Ruthen  durch  4  Wirbel  mit 
je  2  Bolzen  und  je  2  Halbringen,  und  an  den  Enden  durch  2  grössere 
Ringe  mit  je  1  drehbaren  Haken  verbunden  sind.  Sieht  man  zum  Zwecke 
der    Vereinfachung    der  Rechnung  die  Bolzen    und  Halbringe   als    Eins 

•  mit  den  Wirbeln,  und  die  Haken  als  Eins  mit  den  Endringen  an,   so 

hat  man  noch  111  Theile,  und  fasst  man  endlich  jedes  Fussglied  mit 
einem  Ringe  zusammen,  und  vernachlässigt  die  noch  übrigen  11  klei- 
neren Theile,  als  zu  den  Fussgliedern  gehörig,  oder  nimmt  überhaupt 
die  Kette  in  ihrer  einfachsten  Construction ,  so  hat  man  als  den 
mittleren  Fehler  m^  einer  Kettenspannung,  wenn  man  die  mittleren  Fehler 
der  unter  sich  gleichen  Fnssglieder  (einschliesslich  der  Ringe  etc.)  mit  m,, 
den  mittleren  Fehler  am  Ende  der  Kettenspannung  aber  mit  nik  bezeichnet: 

49) .  m,  =  j/bOm^m^  +  mj^m*, 

für  eine«  Länge  von  x  vollen  Kettenspannungen  aber^ 
' .  50)  fnjf=:ij/&^xm^m^+xmknns=zmij/x 

2.  Für  jede  weitere  Zehntel  -  Ruthe  tritt  aber  ein  m^,  für  jede  ganse 
Kettenspannung,  also  für  jede  fünf  Ruthen  nur  ein  mj^  hinzu;  bezeichnet 
•man  nun  die  Anzahl  der  vollen  Ketteuspannungen  einer  in  0,1  Ruthen  aus- 
gedrückten Linie  /  mit  x  und  die  Anzahl  der  noch  zählenden  Zehfttei- 
Ruthen  der  letzten  übergreifenden  Spannung  mit  2,  welches  also  zwischen 
0  und  50  liegen  kann,  so  ist  für  den  vorliegenden  Zweck 

51)  /  =  50a?  +  a 

bis  auf  das  letzte  Fussglied,  d.  h.  auf  0,1  Ruthe  genau  ausgedrückt.     Der 


f 
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mütlare  Fehler  m/  der  Linie  /  wird  hiernach  sein : 
^2)  {       =ylmgmg-^xmkmi 


Vernachlässigt  man  das  dritte  und  die  folgenden  Glieder  der  Beihe 


und  setat =  g,  so  hat  man: 

2mg 

53)  -7=-  «ir-yfi'  =  0, 

also  eine  ganz  ähnliche  Gleichung  wie  29)  hei  den  Lattenmessungen ,  die 

X 

aoch,  znmaldadas  Glied -T.g  bei  wachsendem   /   sehr  schnell  abnimmt, 

und  gegen  ntg  als  verschwindend  klein  anzusehen  ist,  zu  demselben  Resul- 
tate: 

m/ 

54)  "/:=  =  nig  oder  m/  =yhmg 

führt,  d.  h.  auch  bei  Eettenmessungen  ist  der  mittlere  Fehler  wi/  einer  Linie 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Länge. 

Um  die  Bichtigkeit  dieses  Satzes  auch  a  posteriori  nachweisen  zu  kön- 
nen, fehlen  mir  leider  die  Beobachtungen,  da  bei  den  hiesigen  Catasterver- 
messungen  die  Kette  schon  lange  nicht  mehr  angewendet  wird,  die  in  dieser 
Zeitschrift  von  Vorländer  nur  gruppenweise  in  vollen  Kettenlängen  ge- 
gebenen Linien  sich  aber  zu  vorstehendem  Zwecke  nicht  eignen. 

§.  12. 
1.  Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  weshalb  Vorländer  zu  einem 
anderen  Besultate  als  dem  am  Ende  des  vorigen  §•  ausgesprochenen  Satze 
gelangte;  der  Grund  liegt  darin,  dass  er  von  einer  ganz  falschen  Voraus- 
setzung ausgeht,  nämlich  der,  dass  innerhalb  einer  Kettenspannung  kein 
Fehler  zu  befürchten ,  der  mittlere  Fehler  also  nur  von  der  Anzahl  der 
vollen  Kettenzüge  abhängig  sein  würde,  und  dass  er  in  diesem  Glauben 
die  Fehler  der  letzten  übergreifenden  Kettenspannung  vernachlässigt. 
Ausserdem  enthält  seine  Abhandlung  zwei  falsche  Schlüsse,  die  eben  seine 
Ansicht  unterstützen ,  bei  richtigen  Voraussetzungen  aber  zu  falschen  Be- 
sultaten  führen  würden.  Vorländer  schliesst  nämlich  aus  den  kleineren 
oder  grösseren  Zahlenwerthen  von  t  und  ^,  sowie  [n  A  A]  und  [n  A'A']  — 
welche  nach  meiner  Entwickelung  den  Ausdrücken  b.y^'  und  bi.yj]  sowie 


weni- 


^*  I  und  I  — -p-^    entsprechen  würden  — ,  auf  die  mehr  oder 

ger  genaue  Uebereinstimmnng  der  aufgestellten  beiden  Annahmen  mit  den 
aus  den  Messungen  entwickelten  Besoltaten ;  (  und  f  werden  aber  um  so 

23  * 
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kleiner,  je  grösser  in  den  29)  analogen  Oleichnngen  die  Exponenten  der 
gemessenen  Linien  (Anzahl  der  Kettenzüge)  sind;  es  würde  also  nur  ein 
möglichst  grosser  Exponent  einzufahren  sein,  um  ein  der  Wahrheit  mög- 
lichst naheliegendes  Gesetz  fUr  die  Genauigkeit  zu  erhalten.  Abgesehen 
davon,  dass  diese  Schlussfolgerung  schon  an  und  für  sich  unhaltbar  ist^ 
zeigen  aber  auch  die  von  mir  bei  den  Lattenmessungen  gefundenen  Weithe 
von  6  =  +  0,071532  und  0^  =  —  0,004463  gerade  das  Gegentheil,  indem  das 
grössere  b  der  Annahme  angehört,  welche  mit  den  Messungsresultaten  am 
besten  stimmt.     Dass  ferner  nicht  die  Werthe  von  [nAA]  und  [«A' A'J, 

sondern  erst  die  von    und |  die  Summen  der  n  fachen 

Quadrate  der  gesuchten  Differenzen  sind ,  und  als  solche  ein  Maass  in  der 
Vergleichung  beider  aufgestellter  Sätze  abgeben,  ist  bereits  in  $.  10,  2. 
auseinandergesetzt  worden.  Berechnet  man  aber  die  so  abgeänderten 
Summen ,  so  erhält  man  (die  mittleren  Fehler  in  Tausendtel-Ruthen  ausge- 
drückt) auf  dem  Sandboden : 

j^-    ==  263004,02,        =-=-    =  135533,59, 

auf  dem  Kleiboden  aber: 

[«-^.^]  =  34352,53,     [^f-4']  =  32918,85 . 

80  dass  also  auf  dem  für  Kettenmessungen  günstigeren  Kleiboden  das  Re- 
sultat der  Vorländer^schen  Hypothese  gerade  weniger  günstig  ist;  ein  wei- 
terer Beweis,  dass  das  hierbei  angewendete  Verfahren  unrichtig. 

2.  Ergiebt  die  Untersuchung  bei  richtiger  Benutzung  aller  Fehler- 
quellen aber  trotzdem,  dass  der  mittlere  Fehler  mit  der  Länge  der  ge- 
messenen Linie  proportional  ist,  so  ist  nicht  „die  Behauptung  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechner**, sondern  dass  Messinstrument  falsch,  d.  h.  es  haftet 
ausser  den  zufälligen  auch  noch  ein  überwiegender  constanter  Fehler  an 
der  Kette  (vergl.  den  im  Eingänge  erwähnten  Artikel  von  Winckler); 
dieselbe  ist  alsdann  weder  für  die  Praxis  zu  empfehlen,  ja  durchaus  nicht 
zu  gebrauchen,  wo  Anspruch  auf  Schärfe  der  Messungen  gemacht  wird, 
noch  können  die  Messungen  mit  ihr  einer  wissenschaftlichen  Untersuchung 
vorstehender  Art  unterworfen  werden,  wenn  dadurch  nicht  zugleich  der 
constante  Fehler  ermittelt  und  bei  der  Anwendung  der  Kette  unschädlich 
gemacht  werden  kann.  Das  praktische  Gefühl  hat  auch  bereits  über  die 
Kettenmessungen  das  Urtheil  gesprochen,  indem  die  Kette  immer  mehr 
durch  die  Latte  verdrängt  wird. 

,3.  Die  Untersuchung  von  Vorländer  hat  also  keineswegs  den  theo- 
retisch aufgestellten  Satz  umgestossen,  wohl  aber  die  unbedingte  Zuver- 
lässigkeit der  Kettenmessungen  in  Frage  gestellt  und  ist  also  auch ,  bevor 
nicht  weitere,  mit  aller  Schärfe  apofleriori  anagefülirte,  Ermittelungen  das 
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Gegentheil  unwiderleglich  darthuD ,  für  die  Folge  nnzanehnien,  dass  die 
mittleren  Fehler  bei  Kettenmessaogen  ebenso  wie  bei  Lattenroessangen 
den  Quadratwurzeln  aus  den  Längen  proportional  sind. 

§•  13. 
Eine  Vergleichung  der  Genauigkeiten  der  Latten-  mit  den  Ketten- 
Messungen  aus  gemachten  Beobachtungen  kann  nach  vorstehenden  Ermittel- 
ungen, genau  genommen,  nicht  stattfinden,  doch  soll  gleichfalls  auf  Tabelle 
IIL  Ton  5  zu  5  Ruthen  eine  Zusammenstellung  der  mittleren  Fehler  in 
Tausendtel-Ruthen  durch  Rückwärtsberechnung  aus  den  gefundenen  mitt- 
leren Fehlern  der  Längeneinheit  folgen,  und  zwar  für  beide  Annahmen 
aus  den  Vorländer'schen  und  meinen  Berechnungen;  die  Zahlen  werden 
sur  Genüge  für  die  theoretisch  aufgestellte  Regel  entscheiden.  Dass  hier- 
bei die  Latte  eine  Kasseler  Catasterruthe,  die  Kette  aber  fünf  Preussi- 
8che  Ruthen  sind,  kommt  hierbei  nicht  in  Betracht,  da  bei  der  Latte  nicht 
ihre  Länge,  sondern  nur  ihre  Anlage  in  Rechnung  gebracht  wurde,  eine 
Latte  von  einer  Preussischen  Ruthe  Länge  also  bei  einer  gleichen  Anzahl 
Von  Lattenanlagen  dieselben  Resultate  gegeben  hätte.  Dieses  führt  aber 
zugleich  zu  dem  weiteren  Schlüsse,  dass  man  die  Latten,  unbeschadet  ihrer 
leichten  Handhabung,  möglichst  lang  zu  nehmen  hat,  um  für  dieselbe 
Länge  einer  Linie  den  kleinsten  mittleren  Fehler  zu  erhalten. 


Schluesbemerkung. 

L  Die  Untersuchungen  a  posteriori  haben  ganz  zu  denselben  Resul- 
taten geführt,  welche  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  strenger  Schluss- 
folgerung, also  auf  rein  theoretischem  Wege,  aufgestellt  hat ;  hiernach  sind 

2.  die  Genauigkeiten  der  aus  unabhängigen  einfachen  Winkelmessun- 
gen  abgeleiteten  arithmetischen  Mittel  sowohl,  als  auch  der  durch  Repeti- 
tionen  bestimmten  Winkelresultate  für  alle  praktischen  Anwendungen  den 
Quadratwurzeln  aus  den  Anzahlen  der  einzelnen  unabhängigen  Beobacht- 
ungen, beziehungsweise  aus  den  Repetitionszahlen  proportional, 

3.  die  Genauigkeiten  von  Linienmessungen,  sowohl  mit  der  Latte, 
als  auch  mit  der  Kette  ausgeführt,  aber  den  Quadratwurzeln  aus  den  Län- 
gen der  Linien  umgekehrt  proportional  zu  setzen. 


XII. 

Veber  die  Anziehimg  eines  Cylinden. 

Von  Dr.  F.  Grübe  zu  Hamburg. 


Sind  Xy  T,  Z  die  Anziehungscomponenten  in  der  Richtung  von  drei 
aufeinander  senkrechten  Coordinatenaxen ,  Xy  y,  z  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  einer  nach  dem  Kewton^schen  Gesetze 
anziehenden  homogenen  Masse  von  der  Dichtigkeit  1,  a,  by  c  die  des  ange- 
zogenen Punktes,  so  ist  bekanntlich 

^^  ^=yj''y''*(/(a:,-a)«  +  (y-6)'-rF^'>(«.-a)'+(y-6)«  +  (z-c)') 
wo  Xj  und  Xt  die  äussersten  Werthe  bedeuten ,  die  x  annimmt.  Die  Aus- 
drücke für  Y  und  Z  sind  dem  für  X  analog.  Bezeichnet  man  die  Polar- 
coordinaten  eines  Punctes  der  anziehenden  Masse  mit  r,  9,  q>  und  verlegt 
zugleich  den  Pol  in  den  angezogenen  Punkt  a,  b,  c,  so  ist 

IZ=  /  I  I  cos  e  sin  e  dr  dS  d(p 
^=11  f  sin  ö»  cos(pdrd9dq> 
Z=  I  I  j  cos€^  sin q>  dr  dS  dtp 

Diese  Integrale  sind  auszudehnen  auf  alle  Punkte  der  anziehenden 
Masse.  Hat  also  dieselbe  die  Form  eines  geraden  Cylinders,  dessen  Höhe 
hy  dessen  Basis  eine  Ellipse  ist  mit  den  Halbaxen  or  und  ß  y  so  erstrecken 
sich  die  Integrationen  unter  l)  auf  alle  Werthe  von  x,  y,  s,  welche  diesen 
beiden  Ungleichheiten  genügen 

0<a?<Ä 

und  die  Integrationen  unter  2)  auf  alle  Werthe  von  r,  S,  tp,  für  welche 

«                  (r  sin  Scosq>  +  *)*,(''  sin  6  sin  q>  +  c)* 
3)  ^ +  ^,  <1 

—  a<CrcosB<C  Ä  —  a. 
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X  ist  dann  (die  Componente  in  der  Richtung  der  Axe  des  Cylinders ,  Y 
und  Z  sind  die  Componenten  in  der  Ricfatang  der  Axen  der  elliptischen 
Basis. 

L 

Attractionscomponenten  für  einen  inneren  Punkt. 

.  Liegt  der  angezogene  Punkt  im  Innern  der  Masse,  dann  wird  für  jede 
Combiaatiqn9,  q?  ein  radius  vectoo:  existiren.  Die  radien  vectoren,  die  in  den.: 
ebenen  Fliichen  des  Cy linders  endigOQ,  hängen  nur  von  &  ab;  in  der  obe- 
ren Fläche  erstrecken  sie  sich  för  jeden  Winkel  q>  von  0  bis  - — —.  in  der 

unteren  von  0  bis ^.   Die  radien  vectoren,  die  im  Mantel  endigen,  wer- 

C08  & 
den  ans  3)  bestimmt;  ans  3)  folgt 

Ir^  +  mr  ^n 
wo 

_^  ftn  6 '  cos  g>*     sin  ö"  sin  ^* 
ä*  "•"         'P 

b  sin  3  cos  tp      c  sin  6  sin  q> 

'"= — ir^+ — ß-^ — 
b*  ö« 

er      «• 

Daraus  ergiebt  sich,  mit  Berücksichtigung,  dass  r  und  für  den  inneren 
Punkt  auch  n  wesentlich  positiv  ist,  als  änsserster  Werth  von  r 

~m  +  j/ln  +  m' 
Die  radien  vectoren,  die  gegen  den  Mantel  stossen,  erstrecken  sich  also 

0 

von  0  bis 


Sin  e 
bcosq>     csinxp    7 /fA    ^    £^\  /coS(p*      sinip*\      /bcostp     csinfp^'\ 

^j^^'^^ß^'y  L\  «""^'jv  g»  ^  ß'  J'^y  tt«  +  ß*  )j 

""  cos  q>*      sin  tp* 

Die  Integration  nach  S  zerfällt  in  drei  Theile,  welche  resp.  die  radien 
vectoren  umfassen,  die  in  der  oberen  Basis-,  im  Mantel  und  in  der  unteren 
Basis  endigen.    Setzt  man 

S'  =  arclg , ,  ö'  =  arctg  — , 

a  —  n  a 

so  ergiebt  sich,  wenn  man  gleich  die  Integration  nach  r  ausführt 
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4)  X=»{h-a)  jdq>lsin%de'-  jdip^  icosedS-a  j d^  iiinSd» 
=:  2»(A  —  2a)  +Jya*+<!>*dq>  +  //(A  —  ö)«  +  <P«  d(p 

0  0 

Beseiehnen  wir  durch  X'  die  Componente  in  der  Richtung  der  Cylin- 
deraxe  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  ausserhalb  des  Cylinders ,  aber  inner- 
halb des  verlängerten  Mantels  liegt,  so  folgt  aus  4),  da  der  Cylinder  von 
der  Höhe  h  auf  den  für  ihn  äusseren  Punkt  in  der  Richtung  der  Axe  offen- 
bar dieselbe  Anziehung  ausübt ,  wie  ein  Cylinder  Ton  der  Höhe  {2  a  — h) 
auJP  denselben  für  ihn  inneren  Punkt 

2«  2» 


X=  — 2nh+Jy  0^+0"  dq>~jy(h  —  ay +0*  dtp. 
t  ferner 

cosfpd^ I -dS-^ I  0cos(pd^ I sinedS 


oder  wenn  man  im  mittleren  Integral  die  Integration  nach  Q  ausführt, 
wegen 

0  cos  S'=  —  (A  —  a)  wi  ö' 
Ocos  ö"=       asin  ©" 
2«  s-  2«  n 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  theil weise  Integration  nach  costpdq) 

2«  2« 

Führt  man  statt  fp  eine  neue  Veränderliche  '^  ein,  so  dass 

ß9in%f—c 

so  erhält  man 

^<  fi=  (a  ro5  ^  •—  ft)«  +  {ßsin  ^  —  c)» 
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/  *« 


"    ^  0 

2« 

I  2« 

f    _  r/jfl'-hXb^cos^)  a{b^cos^)\(^^^coS't\>8in'^>^bsin'i\f^ccosii> 

Die  Formel  für  X  gilt  für  alle  Punkte,  die  innerhalb  des  Cylinders 
selbst,  oder  innerhalb  des  verlängerten  Mantels  liegen;  für  jene  gilt  das 
obere,  für  diese  das  untere  vor  dem  Integral  stehende  Glied.  Man  über- 
zeugt sich  aber  leicht,  dass  auch  die  Formeln  für  Y  und  Z  nicht  blos  für 
die  innerhalb  des  Oylinders  selbst,  sondern  auch  für  alle  innerhalb  des 
verlängerten  Mantels  fallenden  Punkte  gültig  sind.  Deshalb  werden  wir 
von  jetzt  an  auch  alle  diejenigen  Punkte  innere  nennen,  die  innerhalb  des 
verlängerten  Mantels  liegen.  —  Man  sieht  auf  der  Stelle ,  dass  die  vor- 
stehende Integrale  durch  die  Substitution 

Id  ganze  elliptische  Integrale  übergehen. 

n. 

Bestimmung  der  Componenten  F,  Z  für  einen  äusseren  Punkt. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  sich  mit  Hülfe  des  Ivory^schen  Satzes  für 
das  Ellipsoid  das  Attractionsproblem  für  einen  äusseren  Punkt  auf  da8  für 
einen  inneren  zurückführen  lässt,  kann  diese  Zurückführung  auch  für  die 
beiden  Componenten  F,  Z  des  Cylinders  geschehen. 

Es  ist  für  irgend  ein  Attractionsgesetz 
h    ^ 

Y=ffdxdz[f(r,)-f(r,)l 
wo 


:;=/^ 


oder,  wenn  man  zs=/}<  setzt 


h     1 
Y^ßC  Jdx  dt  \f{r,)-f{r,)\, 


wo 


»•t  ^7/«»-2««--(«f*-/J»)<*  +  26«/l --<*-2/Jc< +  a«  + 6»  + c»+ > 
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Wir  wollen  nun  untersuchen ,  ob  nicht  ein  neuer  Cylinder  (c,  jJ',  h') 
und  ein  neuer  angezogener  Punkt  (a,  b\  c)  exlstirt^  so  dass  jenes  Integral, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  unverändert  bleibt.  Damit  durch 
Aenderung  der  Constanten  die  Wurzelgrösse  nicht  geändert  werde,  darf 
a  nicht  geändert  werden  und  die  neuen  Grössen  h\  c\  a\  ß"  müssen  diesen 
4  Gleichungen  genügen: 

I)  ft«+c«  +  c^=6'«+c'«  +  «« 

II)  ah  =  ab' 

III)  ßc=:ß'c 

IV)  ««  — ^«  =  a*— /5\ 

Ist  diesen  Gleichungen  genügt,  so  wird  das  Integral  unverändert  blei- 
ben, weil  die  zu  ändernden  Grössen  in  den  Grenzen  des  Integrals  nicht 
vorkommen.     Nach  I),  II),  III)  ist 

a  p 

und  da  nach  IV) 

60  folgt 

oder,  wenn  man  /?• — ft*=Ä*  setzt 

^       «'«"■«'«+ (J«~^- 

Hieraus  ergiebt  sich  a ,  und  zwar  immer  als  eine  reelle,  positive  Grösse ; 
aus  a  lassen  sich  dann  auch  ^',  b\  c  unmittelbar  berechnen. 

Die  beiden  Cylinder  sind  von  gleicher  Höhe,  auch  haben  die  beiden 
angezogenen  Punkte  dieselbe  Coordinate  a.  Es  ist  ferner  nach  IV)  der 
neue  Cylinder  confocal  mit  dem  alten.  Die  beiden  Punkte  haben  immer 
entgegengesetzte  Lage.  Ist  der  eine  ein  äusserer,  so  ist  der  andere  für 
seinen  Cylinder  ein  innerer.  Denn  nach  V)  liegt  der  alte  Punkt  auf  dem 
Mantel  des  neuen  Cylinders;  aber  umgekehrt  liegt  auch  der  neue  Punkt 
auf  dem  Mantel  des  alten  Cylinders;  denn  aus  II),  III),  V)  folgt 

Bezeichnet  man  also  die  Componenten  eines  Cylinders  (A,  er,  ß)  in  Beeng 
auf  irgend  einen  äusseren  Punkt  (a,  b,  c)  durch  T,  Z,  und  die  des  neue» 
Cylinders  (Ä,  «',  ß')  in  Bezug  auf  den  für.  ihn  dann  inneren  Punkt  (a,  b\  c) 
durch  Y\  Z\  so  hat  man 

Y\  Z'  ergeben  sich  aus  5).  Somit  lassen  sich  die  beiden  Componenten  F, 
Z  immer  durch  ganze  elliptische  Integrale  ausdrücken. 


Von  Dr.  F.  Grube.  347 

IIL 

Allgemeine  Bestimmung  der  Componente  X, 

Die  Componente  IT,  welche  wir  bis  jetzt  nur  für  innere  Punkte  be- 
stimmt haben ,  lässt  sich  ganz  allgemein  bestimmen ,  einerlei  ob  der  Punkt 
ein  innerer  oder  ein  äusserer  ist,  nach  der  so  fruchtbaren  Dirichlet^schen 
Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale  durch  Multiplieation  mit 
einem  discontinnirlichen  Factor.  Die  folgende  Entwickelnng  wird  von 
der  von  Dirichlet  (in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie,  Jahr- 
gang 1839)  für  das  Ellipsoid  gegebenen  nicht  wesentlich  verschieden  sein. 

Wir  gehen  aus  vom  Potential 

rdx  dt/Mz 


-f- 


r 
Die  Integrationen  erstrecken  sich  auf  alle  die  Werthe  y,  z,  für  welche 

Man  kann  jedoch  den  Veränderlichen  y,  z  alle  Werthe  von  —  op  bis 
OD  beilegen,  wenn  man  nur  zugleich  mit  einem  Factor  multiplicirt,  der  1  ist 
für  die  Werthey,  »,  die  jener  Ungleichung  genügen,   für  die  übrigen  0/ 
Ein  solcher  Factor  ist  bekanntlich  das  Integral 

—  I coslg>a(pf 


oder  der  reelle  Theil  des  Integrals 


nj     q> 


^e    ^  dq>^ 


welcher  1  ist,  wenn  il<l,  0  wenn  il>l.     Setzen  wir  also  A=^  +  ^,  so 
ist  V  gleich  dem  reellen  Theile  von 


'^Q         -00       -OB  ^0  ^ 


Ersetzt  man  jetzt  —    durch    ein  bestimmtes  Integral   vermittelst  der 
Formel 

6) 

0 
in  welcher  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  % 

positiv  oder  negativ  ist,  und  setzt  noch  ^  =  — ,  so  lassen  sich  die  Integra- 
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tionen  nach  y  und  z  aasfübren.  Differenzirt  man  dann,  nm  die  Componente 
X  zu  erbalten,  nach  a,  so  sind  auch  die  Integrationen  nach  x  nnd  (mit  Hfilfe 
der  Formel  6))  nach  qf  nach  einander  ausführbar  nnd  man  erhält  nach  Ans- 
scheidnng  des  Imaginären 

wo  a  nnd  a  die  immer  existireuden  positiven  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichungen 

s  ^  a^  +  8^  ß'  +  8 

und  F{h — a,  a)  ein  dem  ersten  Theil  von  JTganz  analoger  Ausdruck,  nui 
dass  statt  a  tiberall  h — a  zu  setzen  ist.  Es  ist  leicht,  die  vorstehenden 
elliptischen  Integrale  auf  die  Normalform  zu  bringen.  Bezeichnen  wir  die 
beiden  anderen  (negativen)  Wurzeln  der  ersten  cubischen  Gleichung  durch 
—  u^  — 17,  so  ist  der  Nenner  des  ersten  in  X  vorkommenden  Integrals 
gleich  j/{s — <f){s  +  u)  (s+v).  Wir  bezeichnen  ferner  nach  L  e  g  e  n  d  r  e  die 
Grösse  ^1  —  k*  9%nq?  durch  Jip  und  die  Integrale  erster,  zweiter,  dritter 
Gattung 


durch  F{(p)^  ^(,<p)i  ^i  (sPi^)y  ^^^  die  entsprechenden  ganzen  Integrale  zwi- 

n 
sehen  den  Grenzen  0  und  —  mit  Xj  E,  IIx  (o).     Durch  die  Substitution 


geht  das  Integral 


,  =  • +  /(ff+r)  («»+«)  J-±J 


/; 


ds 


über  in  die  Normalform 


wo 


_2 r dx 

/tf  +  P  — ^+ti 


"/c  +  v  +  ya+'u 
Nach  einigen  Reductionen  ergiebt  sich  hieraus  folgender  allgemein 
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gültige  Werth  für  die  Componente  X,  der  aus  ganzen  elliptiachen  Integra- 
len erster  und  dritter  Gattang  (nach  Legendr e)  zusammengeBetzt  ist: 

wo  0  die  positive,  — ti,  — v  die  beiden  negativen  Wurzeln  dieser  cubischen 
Gleichung 

'i!  j-  _A'  _  4.  _^   — 


__ l/a  +  v  —  j/a+u 


IV. 

Kednction  der  Componenten  für  den  kreisförmigen  Cyliuder 
auf  die  Normalform. 

Bezeichnen  wir  den  Radius  des  Cjlinders  mit  r,  setzen  also  in  den 
Formeln  5)  c=/J=r  und  zugleich,  was  jetzt  immer  erlaubt  ist  c  =  0,  wo- 
durch auch  2  =  0  wird,  so  gehen  dieselben  über  in  die  folgenden: 

0*=rzr^  +  b^  —  2rhcos'^ 

n 


7) 


n 

Um  die  Componente  für  einen  äusseren  Punkt  (6)  zu  erhalten,  brau- 
chen wir  nach  dem  Obigen  nur  zu  fragen,  welche  Anziehung  der  Cylinder 
{hj  b)  auf  den  inneren  Punkt  (a,  r)  ausübe,  also  in  der  letzten  Formel  r 
und  b  mit  einander  zu  vertauschen  und  dann  den  erhaltenen  Ausdruck  mit 

~  zu  multiplicircn.     Dadurch  wird  der  für  T  erhaltene  Ausdruck  durch- 
o 

AUS  nicht  verändert.     Die  Formel  unter  7)  für  Fgilt  also  für  jeden  Punkt. 
Substituirt  man  in  7)  cos^  ==2sinip* — 1,  wodurch  die  Grenzen  — 
und  0  werden,  so  erhält  man  leicht  nach  einigen  Reductionen 
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8)^  '      )—27th 

^^b/a^  +  ir+by  [('^+2'^+2*')^-(«*+(r+6)')^-(r^6)»/J. («)] 

+  /•(*-«) 
,,    ,  Arb  Arb 


'^  ^a^+{r  +  by'  "^(r  +  bf 
Wir  wollen  noch  das  hier  Torkommende  Legendre'sche  Integral  drit- 
ter Gattung  auf  die  Jacobi'sche  Normalform  bringen.     Jacob i  setzt: 
/9             n 
dq>      rk*8inamgcosamgJamgsin*amudu       „,      . 
"T^»    /  -^ 11   '  t  r^i ^=n{u,g). 
Jw  J              1  —  KTStnramgsvnramu 

0  0 


Wenn  wir  also 


"" 


setzen,  so  wird 


n,  (.<p,n)  =  u  +  /        i7(«,ff). 

cosamgdatng 


Da  aber  -r-r  =  — .    ,   ^>-  ^   grösser  als  1  und  kleiner  als  -7-r   ist ,    so 
*  (r  +  6)'  *■ 

geht  g  in  die  Form  ig  +  IC  über,  in  welcher  bekanntlich  g  von  0  bis  if' 
wächst,  während  sin  am  g  von  1  bis  —  zunimmt.     Wir  setzen  also 


■—- =  sm  am{tg-\-  K). 

r  +  b  ^ 


Dann  wird 

'^  '  cosam{ig+K)Jam{ig+K)      ^    '  "  ^     ' 

Mit  Berttcksichtigong  der  Formeln 

n{K,a)  =  KZ{a) 

sinam{ig^K)^^(j^^^) 

ik'sinamig.U) 

cos  am  (tg  +  JT )  = 7— P\ 

^  Jam{g,k) 

Jam{xg+K)^=i—- .      , 


erhält  man 


"'"""<^'*')="^«  +  (r-6)' 
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"'^'')-=± ^ifZiT) ^l2^'j+^^>*V'      . 

und  daraus  die  Componente  X  ftir  einen  inneren  Pnnkt 

und  die  Componente  Y  für  alle  Punkte 

+  A(Ä-a) 
wo  das  Zeichen  —  oder  +  zn  nehmen  ist,  je  nach  dem  r  >»  oder  <  b  ist. 
Der  allgemein  gültige  Ausdruck  für  X  wird 

.  /  «•  b^ 

K(«— <y)  («  +  «)(* +  1^) 

wo 

u~  2 

»  =  r«. 

Bringt  man  vorstehendes  Integral  auf  die  Legendre*sche  Normalform, 
80  erhält  man 

8r»  r      /  «*  fr*       \  2a«/ 

WO 


yc+v +yc+u 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  n's=ik*.  Dann  redncirt  sich  das 
Legendre^sche  Integral  dritter  Gattung  I7|  (n ')  auf  ein  Integral  der  zwei- 
ten Gattung.     Es  ist  nämlich 
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Da  ferner 


^  q>        \cos  f^Afpj       \  (1  — Ar*  sin  y*)  Jq>J 

f  9 

,    /      sinfp*dgt      ig^ /*     d(p 


Aus 

d(igaJfp)  =  — ^ 7—^  =  —       >  ,    — 


folgt  aber 

CO*  9)*  ^9 


0 
und  daraus 

also 

Das  andere  Legendre^sche  Integral  dritter  Gattung  /7i(n')  wollen  wir 
wieder  auf  die  Jacobi'sche  Normalform  bringen.     Da 

^         /  +  <y  Yc  +  v—  t/o  +  u 
grösser,  als  1,  kleiner  als  -rist,  setzen  wir  wieder 

tC 


dann  wird 

«>iam(iör, +  A')  = 

l  +  fl 

ya  +  V' 

und  man  erhält 

sinafn{g^,k') 

rj/u 

l  —  ö 

and  daraus  den  ftlr  X  allgemein  gttltigen  Werth 

_  —  8r«  /  a*  b* ^\ 
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V. 

Bestimmung  der  Componenten  auf  dem  Mantel  und  auf 

der  Axe. 

Setzt  man  in  9)  und  10)  r  =3  5 ,  so  erhält  man  die  Componenten  für 
einen  auf  dem  Mantel  oder  auf  der  Verlängerung  des  Mantels  liegenden 
Punkt.     Es  wird 


also 


Die  Moduln  für  /T,  E  und  JK^,,  Ex  sind  resp. 


4  ^4 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  noch  ac=sO,  so  erhält  man  die  Compo- 
nenten auf  dem  Kande 


r=Ä^4  +  -,(ir-^,  i  +  i^n 

Setzt  man  a  =  — ,  so  erhält  man  die  Anziehung  auf  die  Peripherie 
des  Mittelkreises 

^  ^  16r« 
Setzt  man  in  0)  6  =  0,  so  erhält  man  die  Anziehung  auf  der  Axe  und 
auf  der  verlängerten  Axe : 

und  am  Ende  der  Axe 

Aus  den  Formeln  U)  ergiebt  sich,  dass  die  Punkte,  die 
auf  den  Rändern  ähnlicher  Cjlioder  liegen,  nach  derselben 
Richtung  gezogen  werden,  und  zwar  mit  einer  Intensität, 
die  proportional  ist  der  Höhe  (oder  dem  Durchmesser)  des 
Cylinders.     Dasselbe  gilt  nach  12)  und  13)  für  die  Punkte,  die 

ZelUckrift  f.  MalhemaÜk  u.  Pbysik.  VIU,  5.  24 
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auf  der  Peripherie  des  Mittelkreises  und  am  Ende   der  Axe 
fthnlicher  Cjlinder  liegen. 

Lässt  man  die  Höhe  des  Cjlinders  wachsen,  so  wird  für  die  Punkte 
anf  der  Axe 

HmX=2n(ya*  +  r*  —  a). 

Liegt  der  angezogene  Punkt  am  Ende  der  Axe,  so  ist 

14)  /iw-X'=s2»r. 

Die  Anziehung  einer  Engel  vom  Badius  r  und  von  der  Dichtigkeit  1 
anf  einen  Punkt  ihrer  Oberfläche  ist 

4 

Hieraus  erkennt  man  folgenden  Satz: 

Ein  Punkt  erleidet  dieselbe  Anziehung  auf  der  Ober- 
fläche  einer  Kugel  und   am  Ende  der  Axe  eines  unendlich 

2 
hohen  Cjlinders,  dessen  Badius—- vom  Badius  der  Kugel  be- 

o 

trägt. 

Für  die  auf  dem  Bande  liegenden  Punkte  wird : 

/im  JT  =  4  r  j(rational) 

15)  UmT=nr. 

Aus  14)  und  15)  i^rgiebt  sich  folgender  Satz : 

Ein  Punkt  erleidet  dieselbe  Anziehung  am  Ende  der 
Axe  eines  unendlich  hohenCjlindersnndaufder  Oberfläche 
eines  sich  nach  beiden  Seiten  hin  in 's  Unendliche  erstrecken- 
den Cylinders  von  demselben  Badius. 


xn. 

BMierkang  zur  Theorie  der  Oase. 

Von  J.  Stefan, 

correspondirendem  Mitgliede  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf teu. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  22.  Janaar  1863.) 


L  üeber  die  Wärmeleitung  in  Gasen. 

Es  ist  schon  öfters  yon  Hoppe,  Jochmann,  Puschl  gegen  die 
neue  Theorie  der  Gase  der  £inwarf  erhoben  worden,  dass  nach  dieser 
Theorie  ein  localer  Temperatnrttberschnss  in  einem  Gase  fast  augenblick- 
lich von  seinem  Orte  verschwinden  mttsste.  Diese  Folgerung  hat  man  aus 
der  Betrachtung  jenes  einfachen  Falles  gesogen,  in  welchem  es  sich  um  die 
Fortpflanaung  der  lebendigen  Kraft  in  einer  Reihe  gleich  grosser  elastischer 
Kugeln  handelt.  Jede  Kugel  tauscht  beim  centralen  Znsammenstosse  mit 
der  nächsten  mit  dieser  die  Geschwindigkeit  aus,  und  der  Geschwindig- 
keitsüberschnss  pflanzt  sich  durch  die  ganze  Reihe  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit fort,  mit  welcher  diese  Kugel  sich  bewegt.  Da  die  Rechnung 
für  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  die  Moleküle  in  einem  Gase 
fortschreitend  bewegen,  sehr  grosse  Werthe  liefert,  so  hat  man  darauf  de 
erwähnten  Einwurf  gegründet. 

Gegen  diesen  Einwurf  hat  Clausius  in  seiner  Theorie  der  Wärme- 
leitung in  Gasen*)  geantwortet.  Seine  auf  die  neue  Anschauung  über  die 
Constitution  der  Gase  basirte  Rechnung  liefert  für  das  Wärmeleitungs ver- 
mögen der  Gase  einen  sehr  kleinen  Werth.  Dieses  Resultat  führt  Clau- 
sius als  Widerlegung  des  gedachten  Einwurfes  auf.  Er  verwirft  die  von 
Hoppe  und  Jochmann  betrachteten  einfachen  Fälle  der  Fortpflanzung 
lebendiger  Kraft  als  gänzlich  unbrauchbar,  auch  nur  in  angenäherter  Weise 
über  den  fraglichen  Punkt  Aufschluss  zu  geben.  Im  Gegentheile  legt 
Clausius  auf  die  Betrachtung  der  Irregularität  der  Bewegungen  der  Gas- 
moleküle  besonderes  Gewicht,  und  mit  Recht.  Nach  der  Darstellung  von 
Claqsius  gewinnt  es  aber  den  Anschein,  als  ob  diese  Irregularität  die 
geringe  Grösse  der  Wärmeleitungsflihigkeit  der  Gase  bedinge  und  dies  ist 
nicht  der  Fall.     Auch  von  der  einfacheren  Vorstellung  regulärer  Bewegun- 


♦)  Poggeudorff's  Annalen.  CXV.  I. 
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gen  ausgehend,  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dass  die  Gase  für  WÄrme 
ein  kleines  Leitungsvermögen  besitzen ,  und  nebenbei  bleibt  der  gedachte 
Einwurf  unwiderlegt  bestehen.  Ich  will  zuerst  zeigen,  wie  man  zu  diesem 
Resultate  gelangen  kann.  Denken  wir  uns  eine  Gasmasse  durch  zwei  un- 
endlich ausgedehnte  horizontale  Wände  begrenzt.  Beide  Wände  werden 
fortan  bei  constanten  Temperaturen  gehalten,  die  obere  bei  einer  höheren, 
die  untere  bei  einer  tieferen.  Von  der  oberen  Wand  geht  dann  zur  unte- 
ren durch  die  Gasmasse  ein  Wärmestrom.  Theilt  man  das  Gas  durch  ho- 
rizontale Ebenen  i^  sehr  dünne  Schichten,  so  kann  man  die  Temperatur 
innerhalb  einer  solchen  Schicht  als  constant  annehmen ,  von  Schichte  zu 
Schichte  jedoch  wird  sich  die  Temperatur  ändern  und  zwar  abnehmen  von 
oben  nach  unten.  Theilen  wir  die  Gesammtzahl  der  Gasmoleküle  in  drei 
gleiche  Partieen.  Die  der  ersten  Partie  angehörigen  sollen  sich  nur  in 
verticaler  Richtung,  die  den  beiden  anderen  Partieen  angehörigen  nur  in 
horizontalen  Richtungen  bewegen.  Nur  die  der  ersten  Partie  angehörigen 
Moleküle  sind ^ dann  diejenigen,  welche  den  üebergang  von  lebendiger 
Kraft  aus  einer  Schichte  in  die  andere  vermitteln. 

Nehmen  wir  eine  bestimmte  Horizontalebene  in  Betracht.  Auf  der 
oberen  Seite  derselben  sollen  sich  ihr  zunächst  Moleküle  von  der  mittleren 
Geschwindigkeit  c  in  dein  mittleren  Abstände  ö  von  einander  befinden  und 
nach  unten  sich  bewegen.  Durch  die  Flächeneinheit  dieser  Ebene  geheft 
dann  in  der  Zeiteinheit,  weil  die  Bewegungen  alternirend  sind, 

1    — 

Moleküle  nach  unten.  Unter  der  angenommenen  Ebene  sollen  sich  die 
Moleküle  in  dem  mittleren  Abstände  &  von  einander  befinden  und  mit  der 
mittleren  Geschwindigkeit  c  sich  gegen  die  Ebene  bewegen.  Dann  gehen 
durch  die  Flächeneinheit  derselben  in  der  Zeiteinheit 

1      ^ 

Moleküle  nach  oben.  Damit  in  der  Zeiteinheit  eben  so  viele  Moleküle 
durch  die  Ebene  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  treten,  die 
Dichte  des  Gases  also  an  jedem  Orte  im  Laufe  der  Zeit  sich  nicht  ändere, 

muss 

c  c 


sein. 


Nehmen  wir  an,  dass  im  Mittel  jedes  Molekül,  welches  von  oben  in 
die  Ebene  tritt,  durch  dieselbe  die  lebendige  Kraft  -^  trägt,  jedes  von 

unten  kommende  die  lebendige  Kraft  -y,  so  gehen  durch  die  Flächenein- 
heit die  lebendigen  Kräfte  ^ 
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4d»  '  4^» 
in  der  Richtnng  nach  unten  and  in  der  Richtung  nach  oben.    In  der  ersten 
Richtung  geht  daher  ein  Ueberschuss 

mc*      mc* 

oder  wenn  man  aus  diesem  Ausdrucke  8'  mittelst  der  Oleichung  I)  eliminirt 

Ist  k  der  Factor,  mit  welchem  man  die  lebendige  Kraft  der  fortschreiten- 
den Bewegungen  der  Moleküle  in  einer  Gasmenge  mnltipliciren  muss ,  um 
die  in  dieser  Gasmasse  enthaltende  Wftrmemenge  in  calorischem  Masse 
ausgedrückt  zu  erhalten,  so  ist 

3)  G  =  ^(c'-c'') 

die  Wftrmemenge ,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  der 
betrachteten  Ebene  von  oben  nach  unten  geht 

Ist  N  die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Volumseinheit  des  Gases  bei 
einem  bestimmten  Drucke  und  bei  der  absoluten  Temperatur  7,  N^^  die 
Anzahl  bei  demselben  Drucke  und  der  absoluten  Temperatur  Tq,  so  be- 
steht die  Proportion 

N:N,=  T,:T 
und  somit  ist 

ö'      3       3r' 

Entsprechen  den  Temperaturen  T,  T',  J^  ^i«  Molekülgeschwindigkei- 
ten c,  Cy  Cf^,  so  gilt  die  Relation 

woraus  man 


r  =  .,/|.  c'  =  c.^ 


findet.     Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3),  so  yerwandelt  sich 
dieselbe  in 

4)  ^-w¥fy-n 

Nennt  mau  die  Normale  zur  betrachteten  Ebene  x  und  rechnet  die 
Richtung  nach  unten  als  die  positive,  so  kann  man  unter  der  Voraussetz- 
ung, dass  die  Temperatur  des  Gases  längs  dieser  Normale  sich  allmählich 
ändert,  nach  der  Taylor'schen  Formel 

setzen,  wenn  m  den  mittleren  Abstand  zwischen  drn  Molekülen  von  den 
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Geschwindigkeiten  c  und  c  bedeutet.  Statt  der  Formel  4)  können  wir 
dann  schreiben 

Diese  Formel  stimmt  mit  der  von  Clausins  abgeleiteten  nicht  ganz 
überein,  indem  Clansius 

findet,  worin  alle  Buchstaben  dieselben  Bedeatnngen  haben  wie  in  der 
Formel  5),  bis  auf  e,  welches  bei  Clansius  den  mittleren  Weg,  den  ein 
Molekül  von  einem  bis  zum  nächsten  Znsammenstosse  macht ,  bedeutet 
Doch  hat  diese  Abweichung  hier  nichts  zu  bedeuten ,  da  es  sich  zunächst 
nur  um  den  Nachweis  handelt,  dass  man  auch  von  der  Betrachtung  regel- 
mässiger Bewegungen  ausgehend  für  das  Wärmeleitungsvermögen  der 
Gase  eine  Zahl  erhält,  welche  bezüglich  der  Grösse  von  derselben  Ord- 
nung ist,  wie  die  von  Clansius  gefundene.  Dass  dies  der  Fall,  ist  ans 
der  Formel  5)  unmittelbar  ersichtlich.  Ja  wenn  man  noch  Toraussetat, 
dass  beim  Durchgange  durch  die  betrachtete  Ebene  fast  alle  entgegenge- 
setzt bewegten  Moleküle  zum  Znsammenstosse  gelangen,  so  hat  man  in  der 
Gleichung  5)  ^  für  s  zu  setzen  und  erhält  für  das  Wärmeleitungsvermögen 
eine  Zahl,  welche  so  vielmal  kleiner  ist  als  die  von  Clansius  gefundene, 
wie  yielmal  der  mittlere  Abstand  zweier  Moleküle  kleiner  ist,  als  der  mitt- 
lere Weg,  den  nach  der  Theorie  yon  Clansius  ein  Molekül  von  einem 
bis  zum  nächsten  Znsammenstosse  macht. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Kleinheit  des  Leitungsvermögens  der 
Gase  für  Wärme  nicht  in  der  Irregnlarität  der  Bewegungen  der  Gasmole- 
küle ikren  Grund  habe,  und  dass  somit  durch  den  Nachweis  dieser  Klein- 
heit allein  der  Vorwurf  gegen  die  neue  Theorie,  dass  nach  ihr  locale  Tem- 
peraturen in  einem  Gase  unmöglich  sind,  nicht  widerlegt  ist. 

Vor  weiteren  Bemerkungen  über  diesen  Einwurf  will  ich  noch  die 
Geschwindigkeit  bestimmen,  mit  der  sich  die  Wärme  in  dem  soeben  be- 
trachteten Falle  einer  beharrenden  Strömung  in  einem  Körper  fortpflanzt. 

Nehmen  wir  einen  unendlich  ausgedehnten  Körper  und  theilen  ihn 
durch  sehr  nahe  an  einander  liegende  horizontale  Ebenen  in  gleich  dicke 
Schichten.  In  allen  Punkten  einer  und  derselben  Schichte  soll  die  Tem- 
peratur dieselbe  sein,  in  verticaler  Richtung  jedoch  von  Schichte  zu 
Schichte  sich  gleichmässig  ändern,  so  dass  die  Temperaturen  je  zweier 
Schichten,  welche  um  die  Längeneinheit  von  einander  abstehen,  um  einen 
Grad  verschieden  sind.  Die  Wärmebewegung  in  der  Bichtung  von  den 
wärmeren  zu  den  kälteren  Schichten  befindet  sich  dann  im  Zustande  der 
Beharrung  und  ebenso  die  Temperatur  in  jedem  Orte.  Die  Wärmemenge, 
welche  durch  die  Flächeneinheit  einer  Horisbontalcbono  in  der  Zeiteinheit 
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geht,  miBst  das  Wftrmeleitangsvermögeii  des  Körpers,.  Nennen  wir  die 
Dicke  einer  der  gewählten  Schichten  X ,  so  ist  das  Volumen  eines  Primas, 
welches  die  Flächeneinheit  znr  Basis ,  die  Dicke  einer  Schichte  Eur  Höhe 
bat,  ebenfalls  X.  Ebenso  ist  X  nach  der  gemachten  Voraussetzung  über  die 
Aendernng  der  Temperatur  von  Schiebte  zu  Schichte  die  Differenz  der  ' 
Temperaturen  zweier  auf  einander  folgenden  Schichten. 

Ist  c  die  Wärmecapacität,  s  das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  so 
genügt  die  Wärmemenge  ^csX\  um  die  Temperatur  des  Primas  Yom  Volu- 
men X  um  ^i  zu  erhöhen«  Wird  diese  Wärmemenge  von  der  ersten 
Schiebte  der  zweiten  in  der  Zeit  t  zugeführt,  so  gieht  in  derselben  Zeit 
die  »weite  Schiebte  dieselbe  Wärmemenge  an  die  dritte  Schichte  ab.  Wäh- 
rend des  zweiten  Zeittheilchen  t  giebt  die  erste  Schiebte  wieder  eine  gleich 
grosse  Wärmemenge  an  die  zweite  ab ,  die  zweite  giebt  die  während  der 
ersten  r  von  dersten  Schichte  erhaltene  Wärmemenge  an  die  dritte  ab  u. 
8.  f.  In  jedem  Zeittheilchen  t  wandert  die  im  ersten  Zeittheilchen  von  der 
ersten  an  die  zweite  Schichte  abgegebene  Wärmemenge  um  das  Stück  X 
weiter.  Nennt  man  den  Weg,  welchen  diese  Wärmemenge  in  der  Zeit- 
einheit macht,  Xj  so  ist 

7)  «=  — 

Nennen  wir  die  Wärmemenge ,  welche  in  der  Zeiteinheit  von  einer 
Schichte  zur  nächsten  durch  die  Flächeneinheit  geht ,  d.  i.  das  Wärmeleit- 
ungsvermögen des  Körpers  Ky  so  haben  wir 

K:\csX^=l:t 
und  daraus 

_C8X* 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Formel  7),  so  folgt 

8)  «  =  — -. 
'  csX 

Es  muss  bemerkt  werden ,  dass  diese  Formel  für  x  keinen  unendlich 
grossen  Werth  liefert,  obwohl  il  im  Nenner  sehr  klein  ist,  weil  X  auch  in 
IC  als  Factor  erscheint,  worin  es  die  Temperaturdifferenz  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  Schichten  bedeutet. 

Um  dieses  Resultat  mit  der  Formel  6)  in  Verbindung  bringen  zu  kön- 
nen, müssen  wir  diese  noch  einer  Umwandlung  unterwerfen.  Nach  dieser 
Formel  ist  das  Wärmeleitungsvermögen  der  Luft  bei  der  Temperatur  T^ 
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Darin  ist ^-^  die  in  der  Volumseinheit  des  Gases  bei  der  abso- 

2 

Inten  Temperatur  T^  enthaltene  Wärmemenge.  Bezeichnen  wir  die  speci- 
fiache  Wärme  des  Gases  bei  constanten  Volumen  mit  e,  das  apeeifische  Ge- 
wicht des  Gases  mit  «,  so  ist 


somit  können  wir  auch  schreiben 


=  csT^, 


5c* 

und  setzen  wir  aus  einem  später  sich  ergebenden  Grunde  nur  den  halben 
Werth  Ten  K  in  die  Formel  8),  so  folgt 

5c 

Die  Dicke  einer  Schichte  müssen  wir,  um  mit  den  Voraussetzungen, 
welche  bei  Ableitung  der  Formel  O)  gemacht  werden,  in  üebereinstimmung 
zu  bleiben,  dem  mittleren  Wege»  welchen  ein  Molekül  in  der  Bichtnng  dea 
Wärmestromes  macht,  gleich  setzen.  Dieser  ist  für  den  Fall,  dass  alle 
müglichen  Bewegungsrichtungen  vorhanden  sind,  aus  der  Gleichung 

2e 


zu  nehmen.     Sonach  wird 


die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Wärme  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  in  einem  Gase  verbreitet.  Da  nach  der  Rechnung  von 
Gl  aus  ins  Co  für  Luft -485  Meter  beträgt,  se  wird 

X  =  317  Meter 
also  nicht  viel   verschieden   von   der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles,  welche  332  Meter  beträgt. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Wärme  in  einem  Gase  ver- 
breitet, wird  daher  auch  für  den  Fall,  wenn  man  von  der  Betrachtang  un- 
regelmässiger Bewegungen  der  Moleküle  ausgeht,  gross  und  zwar  so  gross 
als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  gefunden.  Daraus  folgt 
jedoch  nicht,  dass  ein  localer  Temperaturüberschuss  in  einem  Gase  mit 
derselben  Geschwindigkeit  von  dem  Orte ,  an  dem  er  sich  eben  befindet, 
weiter  wandert  und  an  demselben  verschwindet. 

Es  ist  nämlich  noch  nicht  erwiesen,  dass  ein  Wärmeüberschuss  in 
einem  Orte  des  Gases  augenblicklich  an  die  Umgebung  und  zwar  unge- 
schwächt abgegeben  werde.  Wäre  dies  der  Fall,  dann  hätte  der  erwähnte 
Vorwurf  seine  Berechtigung.  Er  ist  aber  vollständig  widerlegt ,  wenn  im 
entgegengesetzten  Falle  gezeigt  wird,  dass  der  Einfluss  einer  Temperatur- 
erhöhung zwar  in  kurzer  Zeit  bis  auf  grosse  Entfernungen  wirksam  wird, 
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dass  jedoch  die  Stärke  dieses  Einflusses  mit  Zunahme  der  Entfernung 
immer  schwächer  und  für  kurze  Zeiten  auch  schon  für  geringe  Entfernun- 
gen verschwindend  klein  wirJ.  Aus  der  vorangegangenen  Betrachtung 
des  beharrenden  Wärmestromes  lässt  sich  diese  Folgerung  nicht  ziehen. 
Wir  müssen  auf  den  Fall,  auf  den  sich  der  Vorwurf  zunächst  bezieht,  auf 
die  Art,  wie  die  an  einem  Orte  plötzlich  hervorgerufene 
Temperaturerhöhung  der  Umgebung  sich  mittheilt,  eingehen. 

Denken  wir  uns  wieder  eine  unendlich  ausgedehnte  Gasmasse  von 
ttberall  gleicher  Temperatur  und  theilen  dieselbe  durch  horizontale  Ebenen 
in  sehr  dünne  Schichten.  In  der  obersten  Schichte  der  ersten  werde  plötz- 
lich die  Temperatur  erhöht ,  also  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden 
Bewegung  dor  Moleküle  vermehrt.  Denken  wir  uns  zuerst  die  Bewegun- 
gen regnlär,  so  müssen  wir,  damit  eine  vollständige  Mittheilung  des  lieber- 
Schusses  an  lebendiger  Kraft  von  Schichte  zu  Schichte  möglich  wird,  die 
Bewegungsrichtungen  schief  gegen  die  horizontalen  Ebenen  annehmen. 
Dann  geht  der  Ueberschuss  an  lebendiger  Kraft  in  der  ersten  Schichte  un- 
geschw&cht  über  an  die  zweite ,  von  dieser  an  die  dritte  und  so  weiter, 
wandert  also  durch  die  Oasmasse  mit  derselben  Geschwindigkeit  fort,  mit 
welcher  die  einzelnen  Moleküle  in  der  ersten  Schichte  sich  bewegen.  Un- 
ter dieser  Voraussetzung  ist  daher  auch  die  Bildung  eines  beharrenden 
Wärmestromes  auf  die  Art,  wie  wir  sie  aus  der  Erfahrung  kennen,  nämlich 
mit  gleichmässig  von  oben  nach  unten  abnehmenden  Temperaturen  un- 
möglich. 

Ganz  anders  gestaltet  sich  jedoch  die  Sache ,  wenn  die  Bewegungen 
der  Moleküle  unregelmässig  geschehen ,  wenn  alle  möglichen  Bewegungs- 
riehtungen  vorkommen  und  was  wesentlich  ist,  wenn  diese  Unre- 
gelmässigkeit darin  ihren  Grund  hat,  dass  die  Zusammen- 
stösse  der  Moleküle  keine  geraden,  centralen  sind.  Ein  Mo» 
lekül  tauseht  dann  beim  Zusammenstosse  mit  einem  anderen  seine  Ge- 
schwindigkeit mit  diesem  nicht  aus,  es  wird  nicht  der  ganze  Ueberschuss 
der  lebendigen  Kraft  des  einen  Moleküls  auf  das  andere  übertragen,  son- 
dern im  Mittel  nur  die  Hälfte  desselben ,  wenn  man  nämlich  annimmt,  dass 
die  Bewegungsrichtungen  der  Moleküle  gegen  die  Linie,  welche  im  Augen- 
blicke des  Znsamroenstosses  ihre  Centra  verbindet,  alle  möglichen  Neigun- 
gen besitzen.  Es  wird  daher  zunächst  von  der  ersten  Schichte  in  der 
Zeit,  in  welcher  ein  Molekül  diese  Schichte  durchläuft,  der  halbe  Tempe- 
raturüberschnss  an  die  zweite  Schichte  abgegeben,  von  der  zweiten  gelangt 

dann  im  nächsten  Zeittheilchen  an  die  dritte  Schichte  — ,  von  der  dritten  an 

4 

die  vierte  Schichte  ~  des  ursprünglichen  Temperaturüberschusses  u.  s.  w. 

Die  n^*  Schichte  erhält  zuerst  nur r  dieses  Ueberschusses.     Wenn  daher 

2«-i 
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auch  der  Temperaturtiberschass  nach  der  vorhin  angestellten  Rechnung 

schon  nach  —  Secande  bis  auf  ein  Meter  Distanz  einen  Einfluss  geltend 
300  ^ 

macht,  so  ist  dieser  Einfluss  doch  verschwindend  klein,  wenn  man  bedenkt, 

wie  gross  die  Anzahl  der  Schichten  ist,  in  welche  wir  eine  1  Meter  dicke 

Gasmasse  theilen  müssen.     Nach  Max  well 's  Berechnung   des  mittleren 

Weges  eines  Moleküls  beträgt  nämlich  diese  Anzahl  bei  25  Millionen.     Es 

wird  daher  eine  sehr  lange  Zeit  verfliessen  müssen ,  bis  die  auf  1  Meter 

fortgeführte  lebendige  Kraft  so  viel  ausmacht,  dass  sie  merkbar  wird.     Ist 

auch  diese  Vorstellung  vom  Wärmeübergange  von  Schichte  au  Schiebte 

nicht  ganz  streng,  so  liegt  sie  der  Wirklichkeit  doch  unvergleichlich  viel 

näher,  als  die  aus  der  Betrachtung  regalärer  Bewegungen  fliessende,  welche 

die  wesentlichste  Stütze ,  dass  beim  schiefen  Stosse  die  Geschwindigkeiten 

zweier  sich   stossenden   Moleküle   sich   nicht  austauschen,   der   Theorie 

entzieht. 

Die  Frage  nach  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Wärme  in 
einem  Körper  verbreitet,  ist  neu.  Die  von  Fourier  begründete,  von  ihm 
und  seinen  Nachfolgern  so  hoch  ausgebildete  Theorie  der  Wärmeleitnng 
giebt  auf  diese  Frage  eben  so  wenig  eine  directe  Antwort ,  als  die  Erfahr* 
ung.  Beide  führen  nnr  zur  Bestimmung  der  Grösse  des  Leitungsvermö- 
gens  für  Wärme  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  bestimmten 
Temperatur.  Mit  diesen  Grössen  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wärme  nicht  zu  verwechseln,  sie  ist  nur  mit  der  letzteren  verwandt, 
insofern  sie  die  Fortpflainzungsgeschwindigkeit  einer  sehr  kleinen  Tempe- 
raturerhöhung ist. 

Betrachten  wir  zur  Verdeutlichung  des  Gesagten  folgenden  Fall.  Von 
einem  Stabe,  der  ursprünglich  an  allen  Stellen  die  gleiche  Temperatur 
etwa  von  0^  besitzt,  werde  plötzlich  das  eine  Ende  auf  100^  erwärmt  und 
dann  fortwährend  bei  dieser  Temperatur  erhalten.  Beobachtet  man  eine 
Stelle,  welche  um  1  Meter  von  diesem  Ende  entfernt  ist ,  so  wird  dieselbe 
z.  B.  nach  einer  Stande  die  Temperatur  von  50^  annehmen.  An  derselben 
Stelle  befand  sich  aber  schon  viel  früher  die  Temperatar  von  40®,  noch 
früher  die  von  30"  u.  s.  f.  Schliesst  man  auf  diese  Art  weiter,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate,  dass  eine  unendlich  kleine  Temperaturerhöhung  an 
dieser  Stelle  schon  nach  einer  unendlich  kurzen  Zeit  eintreten  musste,  wo- 
raus für  die  Grösse,  welche  als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wärme 
bezeichnet  wurde ,  eine  unendlich  grosse  Zahl  folgt.  Dass  die  Fortpflanz- 
ungsgeschwindigkeit der  Wärme  nicht  unendlich  gross  sein  kann,  ist  klar, 
ebensowenig  wie  in  der  Wirklichkeit  bei  der  Verbreitung  der  Wärme  der 
Temperaturunterschied  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Schichten 
unendlich  klein  sein  kann,  unendlich  klein  nämlich  im  Sinne  der  Analysis, 
weil  die  Dicke  einer  Schichte  nicht  in  diesem  Sinne  unendlich  klein  ge- 
nommen werden  kann.     Nach  dem  Resultate,  welches  für  die  Fortpflanz- 
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migsgeschwindigkeit  der  Wttrme  in  Gasen  erhalten  wurde,  rnnss  man  im 
Oegentheile  schliessen,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkei- 
ten des  Schalles  und  der  Wärme  gleich  sind  und  dass  sich  die 
Fortpflanzung  des  Schalles  von  der  Fortpflanzung  der 
Wftrme  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  bei  ersterer  der 
durch  Verdichtung  oder  Verdünnung  in  der  Volumseinheit 
hervorgebrachte  Unterschied  an  lebendiger  Kraft  an  die 
umliegende  Oasmasse  ungeschwächt  abgeben  wird,  während 
dies  bei  der  Fortpflanzung  der  Wärme  mit  dem  durch  die 
Temperaturerhöhung  hervorgerufenen  üeberschuss  an  le- 
bendiger Kraft  nicht  der  Fall  ist,  indem  von  diesem  nur  die 
Hälfte  der  Umgebung  mitgetheilt  wird. 

Ich  will  für  jetzt  nur  an  einem  einfachen  Falle  zeigen ,  worin  dieser 
Unterschied  begründet  ist.  Denken  wir  uns  wieder  ein  unendlich  ausge- 
dehntes Gas  und  theilen  dasselbe  durch  parallele  Ebenen  in  sehr  dünne 
Schichten.  In  ^er  ersten  Schichte  werde  plötzlich  eine  Verdichtung  her- 
vorgerufen. Um'  eine  gleichzeitige  Vermehrung  der  Geschwindigkeiten 
der  Moleküle  auszuschliessen ,  denken  wir  uns  die  Verdichtung  dadurch 
hervorgebracht,  dass  in  die  erste  Schichte  mehrere  Moleküle  eingesetzt 
werden,  welche  mit  den  bereits  vorhandenen  gleiche  Geschwindigkeiten 
besitzen.  Dann  treten  offenbar  ans  der  ersten  Schichte  mehr  Moleküle  in 
die  zweite,  als  umgekehrt.  Die  Verdichtung  geht  auf  die  zweite  Schichte 
über,  von  dieser  auf  die  dritte  u.  s.  w. ,  und  zwar  ohne  während  der  Fort- 
pflanzang  abgeschwächt  zu  werden;  da  nämlich  die  Moleküle  dieselben 
Geschwindigkeiten  besitzen,  so  haben  die  schiefen  Stösse  auf  die  Vertheil- 
ung  der  Geschwindigkeiten  und  der  Dichte  nicht  mehr  denselben  Einfiuss, 
wie  bei  der  Fortpflanzung  der  Wärme.  Daraus  würde  folgen,  dass  die 
Verdichtung  mit  einer  Geschwindigkeit  weiter  wandert,  welche  gleich  ge- 
setzt werden  kann  der  mittleren  Geschwindigkeit,  welche  ein  Molekül  in 
der  Richtung  der  Fortpflanzung  besitzt.     Für  Luft  von  0^  erhielte  man  für 

2 

sie  auf  diese  Art  485 .  —  oder  beiläufig  300  Meter ,  eine  Zahl ,  welche  der 
n 

ans  Beobachtungen  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ge- 
fandenen  viel  näher  liegt,  als  die  aus  der  Newton 'sehen  Formel  berech- 
nete. Diese  Bemerkung  hatte  nur  den  Zweck,  das  oben  Gesagte  zu  er- 
läutern, nicht  aber  das  Problem  der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  den 
Gasen  zu  erledigen,  welchem  eine  strengere  Untersuchung  gewidmet  wer- 
den muss. 

II.    Ueber  die  Spannkraft  der  Gase. 
In  einer  Abhandlung  über  den  Wärmezustand  der  Gase*)  hat  Puschl 


*)  Sitzungsbeiichte,  Bd.  XLV,  S.  357. 
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gegen  die  von  Clans  ins  durchgeführte  Berechnung  des  Drnckeg,  welohes 
ein  Qas  gegen  eine  feste  Wand  ansübt,  einen  Einwurf  erhoben ,  aus  wel- 
chem ich  schliesse,  dass  es  nicht  überflüssig  sein  wird,  dieses  erste  Problem 
der  Theorie  der  Gase  noch  in  anderer  Weise  zu  betrachten,  als  es  bisher 
geschehen.  Namentlich  scheint  es  mir  zweckmässig,  anf  den  Vorwurf 
PuschTs  deshalb  näher  einzugehen,  weil  er  auf  einer  unrichtigen  Auf- 
fassung des  so  fruchtbaren  mechanischen  Satzes  von  der  Aequivalens  der 
Arbeit  und  lebendigen  Kraft,  dieser  Satz  nämlich  ist  gemeint,  wenn  Pnschl 
von  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Kraft  spricht,  beruht.  Ich  betrachte 
zunächst  folgende  Aufgabe. 

Ein  schwer  Körper  A  fällt  frei  durch  eine  gewisse  Höhe  und  stösst  in 
dem  Augenblicke,  als  er  die  Geschwindigkeit  C  erlangt,  an  einen  zweiten 
Körper  Z?,  welcher  ihm  mit  einer  Geschwindigkeit  c  entgegenkommt.  Nach 
dem  Zusammenstosse  sollen  beide  umkehren,  Ä  soll  durch  eine  gewisse 
Höhe  steigen  und  dann  wieder  fallen,  B  hingegen  auf  seinem  Wege  an 
eine  starre  Wand  gerathen  und  von  dieser  in  verticaler  Kichtung  zurück- 
geworfen werden. 

Es  sollen  die  Bedingungen  angegeben  werden,  unter  welchen  der 
nächste  Zusammenstoss  der  beiden  Körper  Ä  und  B  an  demselben  Orte 
und  unter  denselben  Umständen,  wie  der  erste,  erfolgt,  die  Bewegung  die- 
ser Körper  somit  in  einem  Zustande  der  Beharrung  sich  befindet. 

Zunächst  ist  erforderlich ,  dass  dnrch  den  Zusammenstoss  die  absolu- 
ten Grössen  der  Geschwindigkeiten  beider  Körper  nicht  geändert,  ihre 
Richtungen  aber  umgekehrt  werden.  Dies  wird  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Körper  elastisch  sind ,  central  einander  stossen  und  ihre  Massen  ond  Ge- 
schwindigkeiten in  der  Beziehung 

a)  3/C=mc 

zu  einander  stehen,  unter  M  die  Masse  des  Körpers  Ä^  unter  m  die  Masse 
des  Körpers  B  verstanden. 

Damit  der  nächste  Zusammenstoss  wieder  an  demselben  Orte  erfolge, 
muss  Ä  seinen  Auf-  und  Niedergang  in  derselben  Zeit  vollbringen ,  in  wel- 
cher B  bis  zur  Wand  und  wieder  zurück  bis  zum  Orte  des  früheren  Zu- 
sammenstosses  gelangt.     Ist  g  die  Beschleunigung  der  Schwere ,  so  ist  der 

Q 

Körper  Ä  durch  die  Zeit  —  im  Steigen ,  durch  dieselbe  Zeit  im  Fallen  be- 

2(7 
griffen,  im  Ganzen  also  durch  die  Zeit  —  auf  dem  Wege.   Vollbringt  B  sei- 

9 
neu  Hin-  und  Hergang  in  der  Zeit  /,  so  ist  die  zweite  Bediugungsgleichung 

h)  —  =  t. 

9 

Eliminirt  man  ans  den  Gleichungen  d)  und  h)  die  Grösse  C  und  nennt  P  das 
absolute  Gewicht  des  Körpers  Ä^  setzt  also 

P=Mg, 
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80  erhält  man 

c)  ^="r- 

Ist  Jlf  sehr  gross  gegen  m,  so  werden  die  Schwankungen  des  Körpers 
J  anch,  wenn  c  einen  bedeutenden  Werth  hat,  sehr  gering  sein.  Dieser 
Körper  wird  durch  die  von  B  ihm  ertheilten  Stösse  schwebend  erhalten, 
und  man  kann  den  ganzen  Vorgang  so  auffassen,  als  würde  die  continuir- 
liehe  Wirkung  der  Schwere  auf  den  Körper  A  aufgehoben  durch  eine  Reihe 
schnell  auf  einander  folgender  Stösse  des  Körpers  B.  Es  befindet  sich  A 
unter  diesen  zweifachen  Einwirkungen  in  einer  Art  Gleichgewicht,  oder 
wie  man  sich  gewöhnlich  ausdrückt,  S  übt  gegen  A  einen  Druck  aus,  wel- 
cher gleich  ist  dem  absoluten  Gewichte  ven  A, 

Ebenso  übt  B  auch  einen  Druck  aus  gegen  die  untere  starre  Wand. 
Diese  kann  man  auch  durch  einen  Körper  ersetzen,  welcher  von  einer  ver- 
tical  aufwärts  wirkenden  Kraft  afficirt  wird,  oder  auch  durch  einen  Körper, 
der  in  ähnlichen  Verhältnissen  sich  befindet,  wie  der  Körper  B.  Den 
Druck  gegen  die  untere  Wand  findet  man  nach  c) ,  wenn  man  darin  für  c 
die  Geschwindigkeit  c  setzt,  mit  welcher  der  Körper  B  die  untere  Wand 
trifft.     Dieser  Druck  ist 

2mc 


P': 


t 


Ist  der  Körper  B  der  Schwere  unterworfen  und  geschieht  die  Umkehr 
der  Geschwindigkeiten  beim  Stösse  in  einer  verschwindend  kleinen  Zeit, 
so  ist 

somit  wird 

_,       2mc  ,  _   , 

i^  =  —j-~  +  ^9=^  +  ^9^ 

d.  h«  B  drückt  nm  sein  eigenes  Gewicht  stärker  nach  unten  als  nach  oben. 
Der  von  der  Schwere  herrührende  Druck,  welchen  der  rahende  Körper  B 
auf  seine  Unterlage  ausübte,  vereinigt  sich  mit  dem  aus  der  Bewegung 
stammenden.  Beide  sind  gleichartige  Grössen.  Man  kann  daher  auch 
den  Druck  eines  ruhenden  Körpers  auf  seine  Unterlage  oder  sein  Gewicht 
als  den  Effect  von  sehr  schnell  aufeinander  folgenden  Stössen  betrachten. 
Nehmen  wir  an,  der  Körper  B  sei  der  Schwere  nicht  unterworfen, 
oder  was  dasselbe  bedeutet,  vernachlässigen  wir  den  Unterschied  c — c 
gegen  c,  dann  bewegt  sich  B  zwischen  der  starren  Wand  und  dem  Körper 
A  gleichförmig  hin  und  her.  Ist  der  Weg,  den  sein  Schwerpunkt  während 
eines  Auf-  und  Niederganges  macht,  5,  so  wird 

^  ~  2 
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und  man  kann  die  Forme)  c)  ersetzen  durch 

Daraus  folgt,  dass  der  Körper  B,  um  A  in  der  Höhe  s  schwebend  zu 
erhalten,  mit  einer  lebendigen  Kraft  ausgerüstet  sein  mnss,  welche  genügt, 

den  Körper  A  durch  die  Höhe  —   zu  heben.     Zur  Hebung  des  Körpers  A 

um  die  Höhe  8  ist  daher  eine  lebendige  Kraft  nöthig,  welche  doppelt  so 
gross  ist  als  diejenige,  welche  dann  hinreicht,  A  in  dieser  Höhe  zu  erhal- 
ten, also  gewissermassen  die  einmal  geleistete  Arbeit  zu  conserviren.  Wird 
z.  B.  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  B  plötzlich  erhöht,  so  muss  sich  die- 
ser bei  gleich  bleibendem  A  einen  weiteren  Spielraum  für  seine  Bewegung 
erringen ,  falls  ein  Gleichgewicht  in  dem  früher  betrachteten  Sinne  wieder 
hergestellt  werden  soll.  Die  dem  Körper  B  mitgetheilte  lebendige  Elraft 
theilt  sich  in  zwei  Partieen ,  eine  Partie  wird  zur  Hebung  des  Körpers  A 
verbraucht  und  ist  doppelt  so  gross  als  die  andere ,  welche  in  B  zurück- 
bleibt, um  gewissermassen  die  von  der  anderen  Partie  gethane  Arbeit  zu 
erhalten. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  auch  die  lebendige  Kraft  im  Körper  B 
nur  durch  die  Gegenwirkungen  des  Körpers  A  und  der  festen  Wand  er- 
halten wird,  dass  man  es  hier  mit  einem  ähnlichen  Falle  zu  thun  hat,  wie 
bei  einem  Körper,  der  geradlinige  Schwingungen  um  seine  Ruhelage  mächt. 
Dieser  leistet  auf  jeder  Hälfte  seiner  Bahn  eine  der  lebendigen  Kraft, 
welche  er  in  der  Ruhelage  hat,  äquivalente  Arbeit,  während  einer  Schwing- 
ung also  die  doppelte  Arbeit ,  was  dadurch  möglich  wird ,  dass  die  in  einer 
Richtung  zu  überwindende  Kraft  dem  Körper  die  verbrauchte  lebendige 
Kraft  wieder  in  entgegengesetzter  Richtung  ertheilt.  Nur  geschehen  bei 
unserem  Problem  Verbrauch  und  Wiedererzeugung  der  lebendigen  Kraft 
in  sehr  kurzen  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Zeitmomenten. 

Der  Fehler,  den  Puschl  gemacht  hat,  besteht  darin,  dass  er  aus  dem 
Principe  der  Erhaltung  der  Kraft  folgerte,  dass  ein  Körper  wie  B  dieselbe 
lebendige  Kraft  besitzen  müsse,  um  A  in  einer  gewissen  Höhe  zu  erhalten, 
welche  zur  Hebung  des  A  durch  diese  Höhe  erforderlich  ist,  während 
erstere  nur  halb  so  gross  ist  als  letztere. 

Hat  man  statt  des  Körpers  B  mehrere  Körper,  welche  mit  gleichen 
Massen  und  gleichen  Geschwindigkeit'3n  sich  zwischen  A  und  der  festen 
Wand  neben  oder  hinter  einander  bewegen,  so  findet  man  den  Druck,  wel- 
chen sie  gegen  A  ausüben,  wenn  man  in  der  Formel  d)  die  Summe  der 
Massen  aller  Körper,  oder  wenn  die  Körper  verschiedene  Massen  und  Ge- 
schwindigkeiten besitzen,  für  —mc'^  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller 

Körper  einsetzt. 

Befinden  sich  in  einem  abgeschlossenen  etwa  parallelepipedischen 
Räume  unendlich  viele  nach  allen  möglichen  Richtungen  bewegte  Körper, 
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«o  serlegen  i?ir  die  Geschwifidigkeit  einea  jeden  derselben  in  drei  zu  den 
Fischen  dea  Parallelepipeds  senkrechte  Coroponenten.  Sind  a^,  a,,  a^  die 
Lttngen  der  drei  in  einem  £ek  zusammenstossenden  Kanten,  «i ,  «t ,  «t  die 
SU  diesen  Kanten  normalen  Flächen  des  Parallelepipedes ,  Pj,  Pf,  P^  die 
Drücke  auf  diese  drei  Flächen,  so  haben  wir 

P^af=i£mCfCosv, 
wenn  A,  f»,  v  die  Winkel  zwischen  der  Bewegungsrichtung  eines  der  Kör- 
per und  den  Kiehtungen  der  Ai  ,  «r, ,  a,  sind.  Die  Summirung  bezieht  sich 
auf  alle  in  dem  Parallelepiped  eingeschlossenen  Körper*  Ist  der  Druck 
für  die  drei  Flächen  Oi ,  0?« ,  tc^  bezogen  auf  die  Flächeneinheit  gleich  p, 
80  ist 

somit  gehen  die  Gleichungen  e)  über  in 

cTjaip  =  2mc*cos*X , 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  oerücksichtigt,  dass 
das  Volumen  des  Parallelepipedes  ist,  und  dass  man  für  jedes  Molekül 

CQ8*l  +  CO*'fi  +  C08*V  =  1 

haty  so  folgt 

f)  Zpv=^Sm4^ 

oder  wenn  man  die  Massen  und  Geschwindigkeiten  für  alle  Körper  gleich 
nimmt  und  die  Anzahl  der  Körper  mit  n  bezeichnet 
V  nmc* 

g)  p'=-r 

Betrachtet  man  ein  Gas  als  ein  System  von  elastischen,  vielleicht  kugel- 
förmigen Körpern,  Molekülen,  welche  sich  nach  allen  Seiten  sehr  rasch 
fortschreitend  bewegen ,  misst  durch  die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegung 
die  absolute  Temperatur  des  Gases,  so  enthalten  die  Gleichungen  f)  oder 
g)  das  Gesetz  von  Mariotte  und  Gay-Lussac. 

Befindet  sich  das  Gas  in  einem  prismatischen  Gefässe  vom  Querschnitt 
tf  welches  oben  durch  einen  beweglichen  Stempel  vom  Gewichte  p ,  einen 
von  aussen  gegen  den  Stempel  geübten  Druck  in  p  eingerechnet,  abge- 
schlossen ist,  so  drückt  pv  die  Arl^eit  aus,  welche  bei  Hebung  des  Stem- 
pels vom  Boden  bis  zur  Höhe,  in  welcher  er  sich  eben  befindet,  geleistet 
werden  muss.  Dieser  Arbeit  ist  eine  lebendige  Kraft  äquivalent,  welche 
zwei  Drittheile  der  im  Gase  wirklich  vorhandenen  beträgt.  Natürlich  ist 
hier  nur  von  der  lebendigen  Kraft  die  Kode,  welche  in  der  fortschreiten- 
den Bewegung  der  Gasmoleküle  liegt«  Wird  die  lebendige  Kraft  dieser 
Bewegung  im  Gase  plötzlich  erhöht,  so  findet  neben  der  Temperaturerhöh- 
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ung  gleicbzeitig  eine  Ansdebnung  des  Gases  statt.  Die  zugeführte  leben- 
dige Kraft  theilt  sich  in  zwei  Partieen ,  eine  wird  zur  Arbeit  bei  der  Vor- 
wärtsschiebnng  des  Stempels  verbraucht,  die  zweite  zur  bleibenden  Yer- 
mehrung  der  lebendigen  Kraft  der  Moleküle  verwendet.  Diese  beiden  Ao- 
theile  verhalten  sich  zu  einander  wie  2  zu  3.  Ist  ausser  der  fortschreiten- 
den Bewegung  der  Moleküle  auch  eine  andere  vorhanden,  so  ist  jener 
Theil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  dieser  Bewegung  zugeführt  wird,  in 
Abrechnung  zu  bringen  und  für  den  Reßt  gilt  die  angegebene  Vertheilung. 
Daraus  geht  hervor,  dass  die  Anwesenheit  einer  bestimmten  lebendi- 
gen Kraft  in  einem  Gase ,  welche  in  den  fortschreitenden  Bewegungen  der 
Moleküle  liegt,  immer  mit  der  Erhaltung  einer  durch  ein  fixes  VerhältnisB 
bestimmten  Arbeitsgrösse  verbunden  ist.  Wenn  die  Wärme  eines  festen 
Körpers  in  den  Schwingungen  seiner  Moleküle  besteht  und  die  Temperatur 
desselben  durch  die  lebendige  Kraft,  welche  in  diesen  Schwingungen  liegt, 
gemessen  wird ,  so  wird  auch  in  festen  Körpern  das  constante  Verhdltniss 
zwischen  jenen  Antheilen  einer  zugeführten  lebendigen  Kraft  bestehen, 
welche  zur  Verrichtung  von  Arbeit  und  zur  bleibenden  Erhöhung  der  le- 
bendigen Kraft  in  dem  Körper  verwendet  werden.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  dann  durch  die  dynamische  Theorie  der  Wärme  auch  das  Ge- 
setz von  Du  long  und  Petit,  dass  die  Wärmecapacitäten  der  einfachen 
Stoffe  ihren  Atomgewichten  umgekehrt  proportional  sind,  erklärt.  Nach 
der  angegebenen  Definition  der  Temperatur  kann  nämlich  diese  Proportio- 
nalität zunächt  nur  für  jene  Theile  der  Wärmecapacitäten  stattfinden, 
welche  zur  bleibenden  Vermehrung  der  lebendigen  Kraft  der  Moleküle, 
zur  Temperaturerhöhung  allein  verwendet  werden.  Wenn  aber  diesen 
Antheilen  auch  die  zur  Verrichtung  der  Arbeit  bei  der  Ausdehnung  des 
Körpers  verwendeten  direkt  proportional  sind ,  und  zwar  für  alle  Körper 
in  einerlei  Weise,  und  wenn  andere  Bewegungen  als  die  schwingenden 
der  Moleküle  in  den  einfachen  Körpern  nicht  vorkommen ,  so  ist  dadurch 
das  genannte  Gesetz  gegeben.  Ich  habe  übrigens  schon  an  einem  anderen 
Orte  aus  dem  Dulong-Peti tischen  Gesetze  gefolgert,  dass  für  die  ein- 
fachen Gesetze  die  Arbeit,  welche  bei  der  Temperaturerhöliung  der  Vo- 
lumseinheit eines  Körpers  zur  Ausdehnung  derselben  nöthig  ist,  der  Ansahl 
der  Atome  in  der  Voluraseinheit  proportional  ist.  Darin  Hegt  auch  der 
Grund  der  schon  öfters  bemerkten  Beziehungen  zwischen  Elasticitäts-  und 
Ausdehnnngscoefficienten  und  dem  Atomgewichten  der  Körper,  ein  Gegen- 
stand, auf  den  ich  später  einmal  wieder  zurückkommen  werde. 
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Ueber  allgemeine  Strahlensysteme  des  LichteB  in 
yenchiedenen  Mitteln. 

Von   Dr.   Rudolf   Meibauer, 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Bromberg. 


I. 

Um  ein  ganz  allgemeines  System  von  Licbtstrahlen  zn  erhalten ,  soll 
ein  Verfahren  angewandt  werden,  dessen  ich  mich  aach  in  meiner  Disser- 
tation*) bedient  habe. 

In  einem  homogenen  Mittel  sei  die  dasselbe  characterisirende  ele- 
mentare Wellenfläche  gegeben.  Es  soll  in  demselben  das  Strahlen- 
System  einer  beliebig  gekrümmten  Hanptwelle  gefunden  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zunächst  geometrisch  zu  lösen,  wählen  wir  eine  be- 
stimmte Zeit  /,  construiren  für  t  in  unserem  Mittel  die  elementare  Wellen- 
fläche und  lassen  eine  ihr  congruente  und  gleichliegende  Elementarwelle 
in  jedem  Punkte  der  Hauptwelle  berühren.  Durch  einen  jeden  Punkt  der 
Hauptwelle  legt  man  nun  eine  Gerade  nach  dem  Erschütterungsmittel- 
punkte derjenigen  Elementarwelle,  welche  daselbst  berührt,  das  heisst, 
mit  der  Hauptwelle  dieselbe  Tangentialebene  hat;  und  diese  Gerade  ist  der 
Liehtstrahl.  Wollte  man  aber,  um  für  eine  bestimmte  Hauptwelle  in  einem 
bestimmten  Medium  das  Strahlensystem  zu  construiren ,  die  ganze  Schaar 
Ton  Elementarwellen  errichten ,  so  würde  man  die  Betrachtung  sehr  er- 
schweren und  die  Rechnung  würde  sogar  schon  für  den  einfachen  Fall,  wo 
die  Elementarwellen  Kugeln  sind,  auf  fast  unübersteigliche  Hindernisse 
•tossen.     Das  haben  namentlich  französische  Mathematiker  erfahren. 

Wir  verlegen  daher  den  Erschütterungsmittelpunkt  einer  einzigen 
Elementar  welle  in  den  Coordinatenanfangspunkt  0  und  woUen  im  Punkte 
der  Hauptwelle  (x,  y\  z)  den  Lichtstrahl  finden.  Wir  legen  durch  {x\ 
y\  %)  die  Tangentialebene  und  dieser  parallel  an  die  elementare  Wellen- 
fläche  auch  eine  Tangentialebene,  die  in  («,  y,  z)  berühre« 


*)  De  generalibus  ei  infinite  ienuiöus  lumkii*  faMcibwi  (Verlag  von  Luedertti,  Ber- 
lin 1861). 
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Der  gesuchte  Lichtstrahl  ist  dann  eine  Gerade  durch  (x ,  y\  t') ,  pa- 
rallel dem  Radiu-svector  in  (^,  ^i  2)  der  elementaren  Wellenfläche.  Die 
Punkte  (x,  y^  z)  und  {x\  y\  z\  sowie  die  parallelen  Tangentialebenen  da- 
selbst wollen  wir  entsprechende  nennen. 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichungen  eines  Lichtstrahles  als  Functionen 
der  Hanptwelle  und  der  Elementarwelle  auf. 

Seine  Gleichungen  seien 

^.  X—x  _Y^y  _Z'-z 

wenn  X,  Y  und  Z  seine  laufenden  Coordinaten  und  £,  ff  und  i  dia  Cosan» 
der  Winkel  sind,  die  der  Strahl  mit  den  Goordinatenaxen  macht.  Der 
Radius-vector  der  Elementarwelle  in  (o:,  y^  z)  ist  diesem  Strahle  parallel 
und  geht  durch  den  Coordinatenanfang*     Wir  haben  also 

^ j^ %^ 

folglich 

±x 

___±y 

+  z 


J=; 


Setzen  wir  für  |,  i;  und  i  diese  Werthe  in  die  Gleiehnngen  bei  1)  ein, 
10  erhalten  wir  als  Gleichangen  des  Lichtstrahles 

^  2)  £z:f:=Zz:l!:==izi:, 

welche  von  den  entsprechenden  Punkten  (x,  y,  t)  und  (»',  y',  tT)  allein 
abhängen. 

Bevor  wir  au  einem  benachbarten  Strahle  übergehen ,  setaen  wir  fest, 
dass  die  Tangentialebene  in  {x\  y\  z') 

Z^%=P{X—x)  +  Q{Y-^y') 
sei,  wo  P  und  Q  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Hauptwelle 
beseichnen,  und  die  Tangentialebene  im  entsprechenden  Punkte  {Xy  y,  z) 
der  Elementarwelle  ist 

wenn  p  und  q  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Elementar* 
welle  sind. 

Da  diese  beiden  Tangentialebenen  entsprechend,  d.  h.  parallel  sind, 
so  ist 

3)  p  =  P,q^Q. 
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IL 

Das  unendlich  dünne   Strahlenbündel. 

Ein  unendlich  dünnes  Strahleobündel  ist  ein  Strahl,  die  Axe  genannt, 
nebst  allen  ihm  unendlich'  nahe  liegenden  Strahlen.*) 

Die  Axe  eines  solchen  Kummer^schen  Strahlenbfindels  wird  ni^ir 
in  zwei  bestimmten  Punkten,  den  Brennpunkten,  von  je  einem  der  un- 
endlich nahen  Strahlen  des  Bündels  geschnitten.  Diese  beiden  schneiden- 
den Strahlen  sind  in  zwei  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen,  den  Fokal- 
ebenen  des  Bündels,  enthalten.  Alle  Strahlen  des  Bündels  gehen  durch 
zwei  zu  der  Axe  in  den  Brennpunkten  senkrechte  Geraden,  die  unendlich 
kurzen,  geradlinigen  Querschnitte.**) 

Wie  das  ganze  Strahlensystem  aus  unendlich  dünnen  Bündeln  yon 
Lichtstrahlen  bestehend  betrachtet  werden  kann,  so  geben  die  beiden  ge- 
radlinigen Querschnitte  die  Elemente  zu  den  beiden  Schalen  der  Brenn- 
fi&che  des  Strahlensystems  ab,  und  die  Fokalebenen  sind  die  Tangential- 
ebenen der  Brennflächen. 

Es  sei  /  der  Winkel  zwischen  den  Fokalebenen,  2ö  die  Entfernung 
der  Brennpunkte. 

Wird  ^  =  0,  so  schneiden  sich  die  geradlinigen  Querschnitte.  In  die- 
sem Falle  geht  durch  den  Durchschnittspunkt  eine  Fokalebene,  welche  die 
erste  Brennfläcbe  berührt  und  eine  zweite,  welche  die  zweite  Brennfläcbe 
berührt.  Mithin  ist  in  diesem  Falle  der  Winkel  y  zwischen  den  Fokal- 
ebenen derjenige,  unter  dem  sich  die  beiden  Schalen  schneiden. 

Untersuchen  wir  jetzt  zwei  unendlich  nahe  Strahlen;  und  zwar  soll 
der  eine  die  Axe  des  unendlich  dünnen  Bündels  sein  und  der  andere  ir- 
gend einer  der  ihr  unendlich  nahen  Strahlen.  / 

Wir  haben  als  Gleichung  eines  unendlich  nahen  Lichtstrahles 
X-^{x+  dx)  ^  r—  {y  +  dy) ^  Z—  {z  +  dz) 
x  +  dx  y  +  dy  »+dz 

Nennen  wir  den  durch  den  Punkt  (»',  y',  z)  der  Hauptwelle  gehenden 

dy 
Strahl  die  Axe,  so  wird  durch  --r-j  die  Bichtung  auf  der  Hauptwelle  be- 

dx 

stimmt,  in  welcher  man  zu  dem  unendlich  nahen  Strahl  gelangt,  während 

— ^  die  entsprechende  Richtung  auf  der  Elementarwelle  ist. 
dx 

Wir  wollen  die  Abhängigkeit  dieser  beiden  entsprechenden  Richtun- 
gen von  einander  analytisch  untersuchen.  Das  ermöglichen  die  Gleichun- 
gen bei  3),  welche  die  Bedingungsgleichungen  dafür  sind,  dass  (:r,  y,  z) 


*)  Im  Folgenden  s'md  die  Kamm  er  ^schen  Bezeichnungen  angewendet  worden. 
S.  Crelle's  Joarnal,  Bd.  LVIL 

*♦)  S.  Blich;  Fortschritte  der  Physik,  Jahrg.  XVI,  p.  190. 

-     25» 
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and  {x\  y\  z)  entsprechende  Punkte  sind : 

Aus  ihrer  Differentiation  folgt: 

rdx  +  sdy  =  Rdx'  +  Sdy\ 
sdx  +  tdy  =  Sdx  +  Tdy\ 
-wo  ü,  S  und  T  die  zweiten  partiellen  Differentialqaotienten  der  Hanpt- 
welle;  r,  g  und  i  die  entsprechenden  der  elementaren  Wellenflttcbe  be- 
deuten. • 

Durch  die   Fortschaffung   von   dx   aus  diesen  beiden  Gleichungen, 
kommt 

{Rs~  Sr)dx  +  {Ss  —  Tr)  dy 

ebenso  erhält  man  durch  Elimination  von  dy 

{Ss  —  Ri)dx  +  {Ts  —  St)  dy 
^  —  rt 


Die  Diyision  der  letzten  Gleichung  in  die  vorletzte  liefert 
4) 


^R,^Sr)+iS,-Tr)^ 


•     # 

Durch  diese  Gleichung  können  wir  fiär  jede  Richtung  •7-7  die  entspre- 

o  X 

chende  auf  der  Elementarwelle  finden.     Sie  vereinfacht  sich  noch  bedeu- 

dy 
tend,  wenn  wir  statt  der  Bichtung  j-7  die  ihr  in  Dup  in 'scher  Weise  con- 

jngirte  einführen. 

^  öy  dy 

Bezeichnet  j^  die  zu  -rrr    conjugirte  Bichtung  auf  der  Hauptwelle, 

so  hat  bekanntlich  Dupin  die  Gleichung  gefunden 


5) 


dy  ex 

6x 


Ebenso  ist  fttr  die  Elementarwelle  die  Dupin 'sehe  Gleichung 
«x  dy  _       dx 

öx 

wo  -r^  und  -p-  die  conjugirten  Richtungen  sind. 
äx  ex 

Nun  substituiren  wir  aus  der  Gleichung  bei  5)  fttr  -j^   seinen   Werth 

dx 

in  4),  so  entsteht  die  Gleichung 
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ä,        (Bs-Sr)(s+T%)-iSs-Tr)(E  +  S%) 


"     (s.-rr)(s+ri|,)-(r.-50(ji  +  si^y 

oder  Dach  Aaflösang  der  KlammerD : 

7>  ^^ ^f 

'  dx  dy'' 

Indem  wir  y?*08  4)  fortgeschafft  haben,  sind  Ä,  5,  J  zugleich  mit 

herausgefallen ,  and  es  bleibt  eine  Gleichung ,  welche  in  einfacher  Weise 

dy 

—  mit  der  Richtang  Terbiodet,  die  ihrer  entsprechenden  Bichtang  auf  der 

Hanptwelle  eonjngirt  ist. 

Vergleichen  wir  die  Oleichnngen  bei  6)  und  7),  so  ergiebt  sich : 

ox  iy  _  ^y 

^  dar'  ~"  dx 

Das  gewonnene  Resnltat  iSsst  sich  in  folgenden  sehr  frnchtbaren  Sät- 
zen aussprechen : 

I.  Hat  man  auf  der  Hauptwelle  und  der  Elementarwelle 
irgend  ein  Paar  entsprechende  Richtungen,  so  sind  die  ihnen 
conjugirten  Richtungen  einander  parallel. 

Sind    umgekehrt    die  beiden   Richtungen  -p^  und  --—  parallel,  also 

ox  ox 

r^=-^  gegeben,  so  kann  ich  die  ihnen  conjugirten  Richtnungen  einfilh- 
ox       öx 

ren,  alle  obigen  Schlüsse  rückwärts  machen  und  nachweisen,  dass  die 
Gleiehung  bei  4)  besteht,  das  heisst  -r—  und  -r—;  sich  entsprechen.   Also 

fl  X  O  X 

n.  hat  man  in  irgend  swei  entsprechenden  Punkten  ein 
beliebiges  Paar  paralleler  Tangenten,  so  sind  die  ihnen 
conjugirten  Richtungen  einander  entsprechend. 

Einen  geometrischen  Beweis  für  diese  beiden  Sätze  werde  ich  in  einer 
ausführlicheren  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  liefern. 

III. 
Die  Fokalebenen. 

Unter  den  Richtungen  ist  diejenige  am  interessantesten,  in  welcher 
man  'auf  der  Hauptwelle  von  der  Achse  zu  demjenigen  unendlich  nahen 
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Strahl  gelangt,  welcher   die  Axe   in   einem   Brennpunkte  schneidet.     Er 
heisse  Fokalstrahl. 

Da  es  zwei  Brennpunkte  giebt,  hat  jedes  Bündel  zwei  Fokalstrahlen. 
Sie  liegen  in  den  beiden  Foknlebenen.  Wir  legen  die  2 -Axe  des  Coor- 
dinatensystemes  parallel  mit  der  Axe  des  Bündels,  das  heisst,  in  denje- 
nigen Radius-vector  der  Elementarwelle,  welcher  der  Axe  des  Bündels 
entspricht.  — 

Da  in  der  Fokalebene  die  Axe  des  Bündels  und  der  Fokalstrahl 
liegt,  so  liegen  die  diesen  entsprechenden  radii  vectores  in  einer  Ebene 
parallel  der  Fokalebene. 

In  diei^en  beiden  parallelen  Ebenen  liegen  aber  die  entsprechenden 
Kichtungeu  für  den  Fokalstrahl.     Ihre  Projectionen  auf  die  dP]r£bene,  die 

durch  -~  und  -tt  bestimmt  werden,  sind  also  parallele,  und  es  ist  für  die 
dx  dx 

Fokalebeno 

9)  1^   =  ^. 

' ^  dx         dx* 

Kurz,  liegt  die  durch -T-7    bestimmte   Bichtung    in    einer   der 

dx 

dy  dy 

beiden  Fokalebenen,  so  sind-r-/Und  — -    nicht    nur    entspre- 

a  X  ux 

cheud,  sondern  auch  gleich. 

Die  bezüglich  conjugirten  Richtungen  -r—  und  --7  sind  erstens  nach 

qX  OX 

Satz  I.  parallel,  denn  -—7  und  --j^  entsprechen   sich;  zweitens  sind   auch 
dx  dx 

^  y  ^y 

- —  und  —=7  nach  Satz  IL  entsprechend,  denn  es  gilt  die  Gleichung  bei  9), 

qx  ox 

Wenn  demnach  --^  in  einer  Fokalebene  liegt,  so  liegt  auch  —r    in    einer 
dx  OX 

7okalebene,  nttmlich  der  zweiten. 

Somit  kann  man  für  die  obigen  beiden  allgemeinen  Sätze  bei  den  Fo- 
kalebenen die  speciellen  aufstellen: 

IIL  Die  beiden  Fokalebenen  schneiden  sich  auf. der 
Hauptwelle  in  conjugirten  Richtungen. 

IV.  Die  den  Fokal  ebenen  entsprechenden  Ebenen  schnei- 
den sich  auf  der  Elementarwelle  in  conjugirten  Richtungen. 

Als  Bedingungsgleichungen  für  die  Fokalebenen  gelten  also  nach  Satz 
m.  und  IV.: 
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i    —L  = 


10) 


dx'- 

.  dy 
'  dx 

8y 

_iy 

dy  _ 

=  — 

"+»1^ 

dx 

.+  rV' 

dy 

r  +  s 

dy 

dx  ■ 

s  +  i 

,  ''S'' 
dx 

Ich  gehe  jetzt  zur  Untersuchung  jenes  wichtigen  Winkels  y  zwischen 
den  Fokalebenen  über. 

Es  verbleibe  die  »-Axe  in  demjenigen  Radius -vector,  welcher  der 
Bttndelaxe  entspricht,  so  dass  die  Ebene  der  xy-Axe  senkrecht  zur 
Axe  steht. 

Die  erste  Fokalebene  mache  mit  der  0:2: -Ebene  den  Winkel  a;  die 
iweite  Fokalebene  mit  der  072 -Ebene  den  Winkel  ß^  so  ist 

Lr  =  Lß-La, 
oder 

j  yr        yvr        ^       i  +  tga.igß 

Ferner  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen  bei  10)  von  dz  unabhlin- 
gig  sind,  mithin  für  die  Durchschnitte  der  Fokalebenen  mit  der  xy  -  Ebene 
gelten.  Nicht  minder  gelten  die  Winkel  or,  ß,  y  für  die  Durchschnitte  der 
Fokalebene  mit  der  :ry- Ebene  und  es  ist 

dy  _dy  _  .   ^     ^y  _  ^V  _. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  beiden  letzten  Gleichungen  bei  10) 
ein,  80  kommt 

Lind—  ^  +  ^'^9^ 

Wir  eliminiren  nun  aus  11)  entweder  tga  und  igß  zugleich  mittelst 
der  Gleichungen  bei  12),  oder  wir  schaffen  aus  11)  nur  igß  mittelst  der 
Gleichungen  12)  fort.  Wir  behandeln  die  erste  Methode  weiter  unten. 
Nach  der  zweiten  entstehen  die  beiden  Gleichungen 

T.tg^a  +  ZS.tga  +  B 


13)  igy  = 


S.ig^a  +  {R  —  T)iga—S' 
i.tg'a  +  2s.tga  +  r 


"^  '^^~       s.tg'a  +  {r~t)tga  —  i 

Die  eine  Gleichung  liefert  den  Zusammenhang  des  Winkels  zwischen 
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den  Fokalebenen  mit  den  Elementen  i?,  S  nnd  T  der  Hanptwelle;  die  an- 
dere verbindet  y  mit  r,  s  und  (,  den  Elementen  der  Elementarwelle. 

Ans  der  vollstUndigen  Analogie  von  13)  und  14)  Iftsst  sieb  schon  ab- 
nehmen, dass  zn  jedem  Satze  über  die  Elementarwelle  einer  über  die 
Hanptwelle  gehören  wird. 

Habe  ich  im  Anschlass  an  14)  im  Punkte  (o:,  y,  z)  der  Elementarwelle 
ein  Strahlenbflndel,  und  kenne  ich  den  Winkel  a,  den  die  erste  Fokalebene 
mit  der  ors-Ebene  bildet,  so  kann  ich  Ly  berechnen;  für  jeden  anderen 
Werth  von  o  erhalte  ich  ein  anderes  StrahlenbUndel ,  das  einen  anderen 
L  y  besitzt.  Per  geometrische  Vorgang ,  duiych  den  wir  bei  dieser  ersten 
Methode  uns  dje  Erzeugung  aller  möglichen  Strahlenbündel  im  Pnnkte 
{x,  y,  z)  der  Elementarwelle  versinnbildlichen  können,  besteht  darin,  dass 
wir  die  erste  Fokalebene  um  die  Achse  des  Bündels  herumdrehen. 

Wir  untersuchen  jetzt,  indem  wir  uns  auf  14)  beschränken,  welche 
Strahlenbündel  für  einen  bestimmten  Punkt  (r,  s^  i)  der  Elementarwelle 
möglich  sind.  Das  kommt  auf  die  Untersuchung  der  Natur  und  des  Lau- 
fes der  Function  Igy  bei  14)  hinaus,  während  iga  variirt. 

IV. 

Die  in  einem  Punkte  der  Elementarwelle  möglichen 
Strahlenbündel  des  Lichtes. 

Es  fragt  sich,  ob  die  Function  tgy  bei  der  Veränderung  von  tga  elw* 
einen  Maximumswerth  annehmen  könne,  oder  ob  nnd  wann  sie  ins  Unend- 
liche zu  wachsen  vermag. 

Dann  muss  der  Nenner  der  rechten  Seite  gleich  Null  werden  können. 

15)  i^a  +  '^^tga  — 1=0. 

s 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  tgy  =  co  sei,  also  die  Fokalebenen 
anf  einander  senkrecht  stehen. 
Ans  15)  folgt: 

16)  ,,,^>-r±?^(^<)!±jg. 

Da  di^  Wurzel  stets  real  ist,  so  giebt  es  für  jeden  Punkt  der  Elemen- 
tarwelle zwei  Lagen  der  ersten  Fokalebene,  in  denen  die  zweite  anf  Ihr 
senkrecht  steht;  weil  aber  in  15)  das  letzte  Glied  —  1  ist,  so  sind  die  bei- 
den Lagen  der  ersten  Fokalebene,  in  welchen  die  zweite  auf  ihr  senkrecht 
steht,  selber  anf  einander  senkrecht.  Die  Fokalebenen  sind  nnr  mit  einan- 
der vertauscht 

*  In  jedem   Funkte  der   Elementarwelle    giebt    es  immer 
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eine,  doch  nie  mehr  Lagen,  in  welcher  die  Fokal  ebenen  senk- 
recht sind.*) 

In  16)  ist  tga=:f^^  wenn 

17)  *  =  0,     r  =  /; 

bezeichnen  aber  ^t  ^"^  ^t  ^^^  Hauptkrüminangsradien,  und  ist  «  ==  0,  so  ist 
bekanntlich 

1  l 

und  nach  der  zweiten  Gleichung  bei  17)  also 

Ist  die  Elementarwelle  eine  Kugel  oder  der  angewandte  Punkt  ein 
Nabelpunkt,  so  giebt  es  keine  bestimmte  Lage,  wo  die  Fokalebenen  eiuan- 

der  aenkrecht  sind,  sondern  sämmtliche  Bündel  haben  y  =7-*    Das   liefert 

den  Satz : 

Die  Fokalebenen 

1)  aller  Strahlenbündel  in  homogenen  Mitteln, 

2)  der  ordentlichen  Strahlen  in  einachsigen  Krjstallen, 

3)  derjenigen  Strahlenbündel,  deren  Axe  mit  der  optischen 

Aze  in  einaxigen  Kristallen  parallel  läuft,  sind  ein- 
ander senkrecht. 
Hieraus  leiten  sich  für  das  ganze  System  von  Lichtstrahlen  in  ein- 
facher Weise  folgende  schon  längst  bekannte  Sätze  ab : 

Die  Brennflächen  aller  in  homogenen  Mitteln  möglichen  Strahlen- 
systeme schneiden  sich,  wenn  überhaupt,  unter  rechten  Winkeln.  Das- 
selbe thun  sie  in  einaxigen  Krjstallen  für  ordentliche  Strahlensjsteme. 

Nunmehr  soll  die  Function  igy  bei  14)  auch  yerschwinden.  Es  werde 
rechts  der  Zähler  gleich  Null : 

i.iS^a  +  2$.tga  +  r=r=0, 
oder 


,8)  ,,„^-'±y^-\ 

Es  wird  dadurch  die  Lage  der  ersten  Fokalebene  bestimmt,  in  welcher 
die  zweite  mit  ihr  zusammen  fällt  Immer  giebt  es  zwei  solche  La- 
gen, wenn  ^ — rt^O^der  an  gewandte  Punkt  auf  der  Element  ar- 
welle  also  coneaT-convex  ist.  Unter  den  in  der  Natur  vorkommen- 
den Elementarwellen  findet  das  auf  der  FresneTschen  an  jenen  vier 
Stellen  statt,  die  nach  H am ilton's  Entdeckung  von  4  auf  den  4  singulären 
Tani^ntialebenen  liegenden  Kreisen  begrenzt  werden. 


*)  Dieser,  sowie  eine  Ansahl  der  folgenden  Sätse  sind  von  Herrn  Kammer  in 
den  Berl.  Nonatsber.  1800,  p.  400-474  teröffentlickt. 
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Ist  zweitens  in  18) 

^—  r/=0, 
so  handelt  es  sich  am  einen  solchen  Punkt  der  Elementar  welle,  der  von 
einer  abwickelbaren  Fläche  osculirt  wird.     Bei  der  FresneTschen  Ele- 
mentarwelle ist  innerhalb  jener  vier  Kreise  5*— r/>05  ausserhalb  der- 
selben ^  —  r/<;  0.     So  muss  auf  den  Kreisen  selbst  *• —  ri  =  0  sein. 

Auf  jenen  Kreisen  findet  aber  die  Hamilton'sche  innere  konische 
Refraction  statt.  Will  man  die  Eigenschaften  der  Fokalebenen  und  Brenn- 
fluchen  bei  der  inneren  konischen  Refraction  studiren,  so  muss  man  s* — rt 
==-  0  setzen.     Dann  wird  in  18) 

s 

und  aus  14)  wird  tgy  =  ^. 

Auf  diesen  Fall  hoffe  ich  in  einer  anderen  Arbeit  zurückzukommen. 

Ist  drittens  in  18)  «*  —  r/<  0,  also  der  Punkt  der  Elementarwelle  con- 
cav-concav,  so  ist  iga  imaginär.  In  diesem  Falle  kann  tgy  nicht  ver- 
schwinden, sondern  hat  ein  Minimum.  Wir  müssen  daher  eine  regelrechte 
Minimumsberechnung  vornehmen  und  setzen  in  14)  den  partiellen  Differen- 
tialquotienten von  (gy^  nach  iga  genommen,  gleich  Null,  so  kommt: 

{2t.tga+2s).[s.tg*a  +  {r—t).iga — s]-- (2$.iga  +  r  ^i).{t.ig*a 
+  2s.tga  +  r)  =  0, 
oder 


,„„^'{r  +  i)±V'^{r  +  ty+[r{r-l)+2s'].[t.{r-l)-2s*)] 
oder  nach  leichten  Umformungen 


Das  Vorzeichen  der  Grösse  unter  der  Wurzel  hängt  allein  ri  —  ^  ab. 
Für  concav-concave  Punkte  der  Elementarwelle,  wo  r<--«* 
>0,  giebt  es  somit  zwei  durch  die  Gleichung  bei  19)  be- 
stimmte Lagen  der  ersten  Fokalebene,  wo  yeinMinimnm  ist. 

Um  nun  den  Minimumswerth  von  ig  y  zu  finden,  müssen  wir  in 

9m  #^  i.1g*a  +  2s.iga  +  r 

^''^  '^r  =  -s.ig^a  +  ir-i)i^a-s 

aua  19)  den  Werth  igcc  einsetzen.  Um  die  umständliche  Rechnung  zu  ver- 
meiden, machen  wir  von  der  letzten  noch  gestatteten  Coordinatenverlegnng 
Gebrauch.  Bis  jetzt  ging  nur  die  z-Axe  durch  (ar,  ^,  z)  auf  der  Elemen- 
tarwelle parallel  der  Axe  des  Bündels,  aber  die  xt  nnd  die  yr- Ebene 
waren  noch  um  die  z-Axe  drehbar. 

Wir  legen  sie  jetzt  so,  dass 
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wird,  was  auch  Dupiu  in  ähnlichen  Untersuchnngen  zu  tbnn  pflegt.  Es 
wird  dadurch  das  Besultat  nichts  an  seiner  Allgemeinheit  verlieren.. 

Wie  die  Coordinaten  -  Ebenen  jetzt  liegen ,  lässt  sich  leicht  mit  Hülfe 
der  Gleichung  bei  16)  ermitteln.  Dieselbe  bestimmte  doch  den  Winkel  o, 
den  die  erste  Fokalebene  mit  der  arz- Ebene  macht,  wenn  die  beiden  Fokal- 
ebenen auf  einander  senkrecht  stehen.     Nun  wird  in  derselben  für  ^  =  0 

der  Winkel  or  =  •-  und  es  fallen  für  dieses  Coordinatensjstem  die  auf  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Fokalebenen  mit  der  xz —  und  yz- Ebene  zu- 
sammen.*) 

Ans  10)  wird  für  <  =  0 

21)  t9^=^±j/^ 

und  ans  26) 

r  +  t.tg*ct 


^9Y  = 


{r-^l)tga 


Der  Werth  für  iga  aus  2i)  hierin  eingesetzt,  liefert  für  tgy  das  ge- 
suchte Minimum 


r—t  91  —  9% 

Bekanntlich  ist  immer 

^'tga 
ig2a  =  --^, 

l—ifCL 

also  nach  Gleichung  bei  21) 

+  2.T/ri 
tg2a=^=^j-fj-=:igY 

und-^=a  ist  der  kleinste  Werth  von  y.     Mithin  ist  in  derjenigen  Lage 

der  Fokalebenen ,  wo  sie  den  kleinsten  Winkel  mit  einander  machen ,  der 
Winkel,  welchen  die  erste  Fokalebene  mit  der  ors- Ebene  macht,  doppelt 
so  gross  als  der,  den  sie  mit  der  zweiten  macht.     Nach  21)  ist  noch 


„.=„l=±/f  =  ±/L.. 


9i 

Mit  dieser  Gleichung  kann  man  für  jeden  Punkt  der  Elementarwelle 
unabhflngig  vom  Coordinatensystem  das  Minimum  berechnen. 


*)  Eid  Terwandtes  Coordinatensy stein  wendet  Hamilton  in  8oiner  theory  of 
Raifs.  TroMiact,  ofthe  royal  Jriih  Aead,  vol.  XK  p.  60  und  Snpplementi  to  an  e$9uy  on 
ihe  theory  of  Syntemi  of  Rayt  ebendaselbst  rol.  XVI,  p.  7  und  97  an. 
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V. 

Die  in  einem  Punkte  der  Hanptwelle  mögliehen  Strahlen- 

bündel  des  Lichtes* 

Im  vorigen  Abschnitte  wurde  dnrch  Discnssion  der  Gleichung  bei  14] 
die  Frage  beantwortet:  welche  unendlich  dünnen  Strahlenbdndel  des  Lich- 
tes sind  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Elementarwelle  mOglich  ?  Dabei 
blieb  die  Hauptwelle  unberücksichtigt  und  mnsste  für  die  verschiedenen 
Bündel  als  stets  variirend  gedacht  werden.  Jetzt  sollen  die  Strahlenbün- 
del in  einem  Punkte  der  Hauptwelle  untersucht  werden.  Es  wird  jetzt 
möglich  sein ,  die  unendlich  dünnen  Strahlenbündel  zum  Strahlen  Systeme, 
die  Elemente  der  Hauptwelle,  deren  wir  eins  {x\  y\  z)  betrachten,  aar 
Hauptwelle  des  Lichtes,  die  geradlinigen  Querschnitte  zur  Brennflftche  za 
vereinigen.  Jetzt  bleibt  die  Elementarwelle  unberücksichtigt,  und  es  ist 
also  das  Medium  beliebig.  Das  heisst  soviel ,  wir  untersuchen,  welche 
verschiedenen  Strahlen  Systeme  zn  derselben  Hauptwelle  gehören  können, 
wenn  sie  in  anderen  Mitteln  sich  befindet. 

Wird  in  der  Gleichung  bei  13) 

on  T.1g^a  +  2S.tga^M 

^^)  *gy—      s.ig'tx  +  ^R^T^.tga—S' 

der  Nenner  der  rechten  Seite  gleich  Null ,  so  kommt  dem  Früheren  analog 

22)  ^^^^T-R  +  y^R^lfTTJ* 

In  jedem  Punkte  der  Hanptwelle  giebt  es  eine  einzige  Lage  der  Fo- 
kalebenen, in  der  sie  auf  einander  senkrecht  sind : 

Unter  allen  Strahlensystemen,  die  für  eine  bestimmte 
Haupt  welle  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Medien  möglich 
sind,  giebt  es  im  Allgemeinen  nur  eines,  dessen  Brenn- 
flächen  sich  rechtwinkelig  schneiden.  — 

In  22)  wird  /^a  =  --,  wenn  5  =  0,  E  =  J  ist.     Bezeichnen  wk  mit 

jpi  und  P,  die  Hauptkrümmungsradien  unseres  Punktes  der  Hauptwelle ,  so 
ist  alsdann  bekanntlich  P^  =  P^.  Es  muss  der  Punkt  eine  sphärische 
Krümmung  besitzen ,  wenn  sfimmtliche  in  ihm  möglichen  Bündel  einander 
senkrechte  Fokalebenen  haben  sollen: 

Sphärische  Hauptwelleu  besitzen  in  jedem  Mittel  nur 
Brenn  flächen,  die  sich,  wenn  überhaupt^  unter  rechten  Win* 
kein  schneiden. 

Verschwindet  in  13)  der  Zähler  rechts,  so  ist 

23)  tga  = ^^ . 

In  jedem  concav-eonvexen  Punkte  der  Hanptwelle  giebt  es  zwei  nn* 
endlich  dünne  Strahlenbündel,  in  denen  die  Fokalebenen  zusammen  fallen. 
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Folglich  giebtes  aach  unter  allen  Strahlensjstemen  einer 
concay-convexenHauptwelle  immer  zwei,  die  nur  eine  Brenn- 
flSche  besitzen.  Die  Tangentialebenen  an  die  Brennfläche  des  einen 
schneiden^  beiläufig  gesagt,  die  eine  Schaar  von  Geraden  aus  der  Hanpt- 
welle  ans;  die  Tangentialebenen  an  die  Brennfläche  des  zweiten  Strahlen- 
systemes  die  andere. 

Bei  einer  Minimumsbetrachtnng  würde  die  Gleichung  entstehen : 


_  S.{R+T)±  /{R T—S*)  [{R  --Ty  +  iS*] 
^'*~  T{R—T)  —  2S* 

För  concav-concave  Theile  der  Hauptwelle  sind  Strah- 
lensysteroe  mit  einschaaligen  Brennflächen  unmöglich;  viel- 
mehr giebt  es  immer  zwei  Strahlensysteme,  deren  Brenn- 
flächen  sich  unter  den  kleinsten  für  diese  Hauptwelle  mög- 
lichen Winkeln  schneiden.  '  Die  Grösse  dieses  Winkels  ändert  sich 
mit  R,  S,  r,  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  Hauptwelle. 
Ist  diese  gegeben,  so  kann  man  ihn  von  Punkt  zu  Punkt  berechnen. 

VI. 

Einleitung. 

Wir  waren  au  den  Gleichungen  bei  13)  und  14)  dadurch  gelangt ,  dass 
wir  aus 

11)  ...^-i^tlEfL 

^  ^^      i  +  iguJgß 

den  Werth  von  Igß  entweder  mittelst 

iR  +  S{iga  +  igß)  +  T.tgec.  tgßr:=0 
oder  mittelst 
r  +  s{tgtt  +  tgß)+t.(ga.tgß=0 
fortschafften.     Es  soll  jetzt  iget  und  tgß  gleichzeitig  eliminirt  werden.     Zu 
diesem  Zwecke  geben  wir  der  Gleichung  bei  II)  folgende  Form: 


y(tga  +  tgßy—4tga.tgß 
^^""  i  +  tg^.tgß 

Nach  den  Gleichungen  bei  12)  ist 

Tr-^Ri 
'^«  +  '^^=+27=^5 
Sr — R$ 

diese  Werthe  in  igy  eingesetzt: 

'(IY—+  {Tt—St)  +  (,Sr—Iit)  ' 

«der  «seh  nach  leichter  ümformang 
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«,^      ,„ .   y{Tr^Rt-2Ssy-4{S*-ItT)(^-rl) 

24)     t9y~± s(T-B)-S{t-r) " 

Es  ist  diese  Gleichung  ganz  besonders  dazu  geeignet,  die  gemeinsame 
Einwirkung  der  Haupt-  und  Elementarwelle  auf  das  Strahlensjstem  zu 
untersuchen.  Wiederum  werden  wir  den  Gang  der  Function  igy  in  doppel- 
ter Weise  betrachten.  Ein  Mal  sollen  die  partiellen  DifFerentialquotienten 
der  Elementarwelle  r,  $,  i  constant  bleiben,  und  die  der  Hauptwelle  R^  S,  T 
variiren.  Wir  betrachten  alsdann  einen  bestimmten  Punkt  der  Elementar- 
welle, während  die  Hauptwelle  alle  möglichen  Gestalten  erhält,  oder  man 
alle  ihre  Punkte  durchläuft.  Zweitens  lassen  wir  i?,  5,  T  constant  und 
variiren  r,  s,  L 

Kann  man  auch  der  Elementarwelle  nicht  alle  möglichen  Gestalten 
geben,  denn  sie  ist  für  jedes  Mittel  eine  bestimmte,  und  lässt  sich  auch 
nicht  drehen ,  denn  sie  hat  in  ihrem  Mittel  eine  feste  Lage ,  so  lassen  sich 
doch  alle  möglichen  Mittel  der  Reihe  nach  durchgehen  und  man  kann  auch 
das  ganze  Mittel  sammt  der  in  ihm  festliegenden  Elementarwelle,  z.  B. 
einen  Krj-stall,  drehen  und  eine  herankommende,  durch  Ry  5,  T  bestimmte 
Hauptwelie  in  anderen  und  anderen  Richtungen  durch  den  Krjstall  gehen 
lassen.  Dieser  geometrische  Vorgang  ist  noch  anschaulicher  als  das  Drehen 
der  ersten  Fokalebene  um  ihre  Axe. 

Wegen  der  Symmetrie  von  24)  brauchen  wir  nur  die  Rechnung  ein 
Mal  auszuführen,  und  können  wieder  die  Resultate  für  die  andere  Opera- 
tion sogleich  ablesen. 

Freilich  muss  bei  dieser  Variation  der  zweiten  partiellen  Differenzial- 
quotienten  mit  einiger  Vorsicht  verfahren  werden,  denn  in  singnlären 
Punkten  werden  diese  Functionen  discontinnirlich.  Glücklicherweise  aber 
schneiden  sich  die  beiden  Fokalebenen  auf  beiden  Flächen,  sowohl  der 
Haupt-  als  auch  der  Elementarwelle  unter  conjugirten  Richtungen,  und 
wenn  die  eine  Fläche  und  ihre  Gleichungen  den  Dienst  versagen,  so  nimmt 
man  die  andere.  Hat  man  es  z.  B.  mit  einem  der  vier  singnlären  Punkte 
der  Elementarwelle  von  zweiaigen  Krystallen  zu  thun ,  so  sind  r,  «,  / 
discontinuiriich;  aber  so  lange  wir  nur  nicht /{^  S,  Tauch  discontinuirlißh 
werden  lassen,  variiren  wir  die  Hauptwelle. 


VIL 
Die  Hanptstrahlen. 

Wir  beginnen  unsere  Betrachtung  mit  einem  besonderen  Falle,  der 
dann  in  Folgendem  unberücksichtigt  bleiben  wird.  Das  unendlich  dünne 
Strahlenbündel  kann  nämlich  in  der  Weise  ausarten,  dass  alle  seine  Strah* 
len  durch  einen  einzigen  Punkt  der  Axe  geben. ^  Dann  wird  jeder  Strahl 
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also  Eum  Fokalstrahl,  jede  durch  die  Axe  mögliche  Ebene  ist  Fokalebene, 
Winkel  y  wird  unbestimmt,  und  es  entsteht  die  Gleichung 

0 

Derartige  unendlich  dünne  Strahlenbtiudel  heissen  Hauptstrahlen« 
Aas  solchen  Hanptstrahlen  kann  man  sich  z.  B.  ein  Strahlensystem  be- 
stehend denken,  welches  durch  eine  Linse  in  einen  gewöhnlichen  Brenn- 
punkt gesammelt  ist. 

Wir  bringen  die  Gleichung  bei  24)  in  folgende  Form : 

betrachten  r,  5,  t  als  constant  ond  setzen  den  Z&hler  und  Nenner,  jeden  für 
sich  nach  /?,  5,  T  differenzii-t,  gleich  Null. 
\i%t  Neuner  giebt 

—  2[5(r— 0  — «(Ä— r)](r  — /  — *  +  ^)  =  0, 
oder 

25)  S.(r  — 0  — *(Ä— r)=0 
Der  Zähler  liefert: 

26)  2(rr  +  J?/  — 25*)(r  +  (— 2«)  +  4(s*  — rO(Ä  +  r— 2S)  =  0. 
Diese  beiden  Bedingungsgleichungen  bei  25)  und  26)    werden  befriedigt, 
wenn 

27)  R  —  %  5  =  0,  r=0, 
oder  wenn 

28)  Ä  =  r,  5=5,   7=/ 

ist.  Wäre  nach  r,  5,  /  differenzirt  worden,  so  würde  man  die  Gleichung 
28)  und  ausserdem  noch  folgende 

29)  r  =  0,  5  =  0,  <  =  0 

als  Bedingung  für  die  Hauptstrahlen  erhalten  haben.  Die  Gleichungen 
bei  29)  scheiden  wir  aus,  denn  dieselben  sprechen  «von  einer  ebenen  Ele- 
mentarwelle oder  von  Wendepunkten;  solche  kommen  aber  in  der  Natur 
an  keiner  Elementarwelle  vor. 

Die  Gleichungen  bei  27)  sind  von  r,  5,  /  unabhängig,  gelten  also  für 
jede  Elementarwelle. 

Sie  besagen,  dass  für  jedes  beliebige  Mittel  ebene  Haupt- 
wellen nur  Hauptstrahlen  besitzen. 

Das  stimmt  auch  vollkommen  mit  der  Erfahrung,  denn  die  niedere 
Dioptrik  und  Katoptrik,  in  welcher  besonders  die  ebenen  Hauptwellen  eine 
Rolle  spielen,  hat  es  fast  nur  mit  Strahlensjstemen  zu  thun,  die  aus  Haupt- 
strahlen bestehen. 

Liegt  der  Hauptbrennpunkt  der  Hauptstrahlen  in  unendlicher  Ferne, 
so  besteht  das  System  aus  lauter  Parallelstrahlen. 

Gelten  die  Gleichungen  28),  so  haben  Haupt-  und  ElcmcutarweUe 
einen  Contact  zweiter  Ordnung. 
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In  jedem  Punkte  der  Elementarwelle  also  eines  jedea 
Mittels  sind  Haaptstrahlen  möglich,  wenn  die  Hauptwelle 
einen  Contact  zweiter  Ordnung  mit  der  Elementarwelle  hat. 

Greifen  wir  zur  Erlftuterung  einige  einzelne  Fälle  heraus.  In  homo- 
genen Medien  muBS  die  Uanptwelle  eine  Kugel  sein,  wenn  sie  einen  Con- 
tact zweiter  Ordnung  mit  der  Elementarwelle  haben  soll,  und 

es  sind  die  Strahlenbündel  ebener  und   sphärischer  Haupt- 
wellen  in  homogenen  Mitteln  alle  Hauptstrahlen, 
wie  jeder  weiss. 

Beachtet  man  ferner,  dass  die  FresneTsche  Wellenfläche  in  den 
Punkten,  wo  sie  von  einer  singulären  Tangentialebene  beitthrt  wird, 
wo  f^ — r/.-säsO  ist,  und  die  innere  konische  Refraction  stattfindet,  von 
einer  Abwickelbaren  berührt  wird,  so  kann  man  sagen : 

Von  den  bei  der  inneren  konischen  Refraction  möglichen 
Strahlenbündeln  sind  diejenigen  Hauptstrahlen,  deren  ent- 
sprechender Punkt  auf  der  Hauptwelle  eben  ist,  oder  von 
einer  Abwickelbaren  osculirt  werden  kann. 

Es  erübrigt  noch 

t.(g'a  +  2sJga  +  r    0 

zu  setzen.     Es  sollen  Zähler  und  Nenner,  für  sich  nach  tga  differenzirl, 
verschwinden. 

t.iga  +  5  =  0 
2s,iga  +  r  —  /  =  0, 
so  entsteht  hieraus  durch  Elimination  von  tga  als  Bedingung  der  Haupt- 
strahlen 

s  r  —  i 

T  ~    25  ' 
oder 

5*  — rf  =  — (5«  +  (*). 
Diese  Bedingungsgleichung  ist  erfüllt,  wenn  5  =  0,  r  =  i,  die  Elemen- 
tarwelle also  eine  Kugel  ist;  im  Allgemeinen  aber  ist  5*  —  rt  ^0  und  es 
ezistirennurfür  concav-conveze  Punkte  der  Elementarwelle 
Hauptstrahlen.     Da  auch 

S*  —  RT—  —  {S*+T*) 
ist,   80   haben    concav-concave   Hauptwellen    mit   Ausnahme 
der    sphärischen,    für    die    iS  =  0,    R=T   ist,    keine   Haupt- 
strahlen. 

vni. 

Die  Haupt-  und  die  Elementarwelle  in  ihrer  Wechsel- 
beziehung. 

Es  möge,  um  zu  erfahren,  wann  y  =  —  ist,  in 
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2  ^  ±l/{Tr  +  Rt-2Ssy-4{S^-RT){s^^rl) 

^       ^^  S(r~i)  —  s{R~T) 

der  Nenner  rechts  verschwinden,  so  kommt  dnrch  die  Gleichung 

25)  S{r—i)  =  s{R-^T) 

nichts  Neues.  Sie  ist  mit  25),  der  einen  Bedingung  für  Hauptstrahlen 
identisch.  Schliesst  man  die  bei  27),  28),  20)  gegebenen  Bedingungen  au 
ihrer  Befriedigung  aus,  so  bleiben  noch  die  Gleichungen 

17)  Ä  =  0,  r  =  /  und  5  =  0,  Ä  =  T, 

welche  schon  discutirt  sind. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Frage ,  wann  ^  =  0  wird.  Das  hängt 
davon  ab,  ob  es  möglich  ist,  die  Gleichung 

4{S^—RT){^—rt)  =  {Tr  +  Rt—2Ssy 
XU  erfüllen.     Die  rechte  Seite  ist  stets  positiv.     Die  linke  kann  nur  dann 
gleich  der  rechten  werden,  wenn  S*  —  RT  mit  $^ — rt  dasselbe  Vorzeichen 
hat,  und 

die  beiden  Fokalebenen  k($nnen  nur  dann  zusammen- 
fallen, wenn  dieHaupt-  und  Elementarwelle  gleich- 
artige Krümmung  haben. 
Dann  können  die  Fokalebenen  zwar  zusammenfallen,  es  ist  aber  nicht 
nothwendig;  vielmehr  wissen  wir  schon,  dass  in  concav-concaven  Punkten 
Y  stets  einen  kleinsten  Werth  besitzt.     Um  dieses  Minimum  zu  finden, 
differenziren  wir  24)  nach  Ry  S^  T  und  betrachten  r,  s,  i  constant,  also  die 
in  einem  bestimmten  Punkte  der  Elementarwelle  möglichen  Bündel: 
[2{Tr  +  Rt^2Ss)(r+i—2s)  +  4{s^—rt){R+T—2S)] 
X[S(r-^t)-s(R-T)Y+2[S{r--t)-^s(R-r)](r^t) 

26)  X[(rr  +  Ä/  — 2S5)«  — 4(S«— Är)(*»— r/)]  =  0. 

Da  schon  bekannt  ist,  dass  die  Function  kein  Maximum  hat,  so  braucht 
man  sich  nicht  erst  durch  nochmalige  Differentiation  von  26)  zu  überzeu- 
gen, dass  der  Werth  ein  Minimum  sei. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  schwierig  abzulesen.  Zunächst 
enthält  sie  25)  als  gemeinschaftlichen  Factor.  Nehmen  wir  denselben  her- 
aus und  werfen  ihn  fort,  da  er  nichts  Neues  bringt 

Erinnern  wir  uns,  was  wir  für  ein  Coordinatensjstem  haben.  Es  han- 
delt sich  um  einen  durch  r,  #,  t  bestimmten  Punkt  der  Elementarwelle;  alle 
Formeln  sind  darauf  begründet,  dass  die  Bündelaxe  Coordinatenaxe 
der  2  sei.  Es  steht  noch  wie  bei  der  vorigen  Methode  eine  Drehung,  uioa 
diese  Axe  frei ,  und  die  geschehe  so ,  dass  s  =  0  wird.  Alsdann  gilt  für 
die  Hauptkrümmungsradien  in  (r,  ^,  t) 

1  1 

Für  5  =::  0  lässt  sich  26)  in  folgende  Form  bringen: 

27)  (^Tr—Riy  —  [i{r-^i)  R—r{r'^i)T]S=0. 
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Das  liefert  für  das  Minimam  von  /  die  BedingungeD : 

28)  S  =  o,|  =  l=ii. 

Sind  aber  Pi  und  P^  Hauptkrümmnngsradien  der  Hanptwelle,  so  ist 
für  5=  0  anch  A  =  ^»  ^t  =  57»  *lso 

Wäre  /?,  5,  T  constant  gewesen,  nach  r,  5,  /  differenzirt,  und  5=0  ge- 
setzt, so  hätte  man 

30)  5  =  0,  Tr~Rt  —  0, 

also  dasselbe  Resultat  bekommen. 

Von  allen,  in  einem  Punkte  der  Hauptwelle  möglichen,  unendlich 
dünnen  Strahlenbündeln  besitzt  dasjenige  den  kleinsten  Winkel  zwischen 
den  Fokalebenen,  dessen  zugehöriger  Punkt  auf  der  Elementarwelle  Hanpt- 
krümmungsradien  besitzt ,  proportional  den  entsprechenden  auf  der  Hanpt- 
welle.     Für  die  Strahlensysteme  selber  liefert  das  folgenden  Satz : 

Schneiden  sich  die  Brenn  flächen  eines  allgemeinen  Strah- 
lensystemes,  so  ist  der  Winkel,  den  sie  bilden,  in  allen  Punk- 
ten der  Durchschnittscnrve  der  kleinste,  welcher  für  diese 
Hauptwelle  in  diesem  Mittel  möglich  ist,  wenn  die  Krüm- 
mungsradien in  allen  einander  entsprechenden  Punkten  der 
Haupt-  und  Elementarwelle  proportional  sind. 

Durch  Substitution  von  28)  oder  30)  in  24)  entstehen  die  schon  in  Ca- 
pitel  III  gefundenen  Werthe  des  Minimums  von  igy,  nämlich: 

ayjT  _2yp;K 

^'  R—T  Pt  —  Pt  ' 

oder 


Kleinere  Mittheilungen. 


lieber  das  Wänneleitangsvermögen  des  Kupfers  und  Eisens  bei 
Tersehiedenen  Temperaturen.  Von  J.  A.  Angström.  (Pogg.  Aon.  Bd.  118. 
8.  423  aus  Oefversigt  af  K.  Vetensk.  Förhandl.  1862  No.  2.)  Angström  hatte 
bereits  1801  in  Oefversigt  af  K.  Vet.  Acad.  Förhandl.  eine  neue  Methode 
beschrieben ,  das  Wärmeleitangsyermögen  zu  bestimmen  und  ihre  Brauch- 
barkeit an  einigen  von  ihm  angestellten  Versuchen  nachzuweisen  versucht. 
Eine  Mittheilang  darüber  befindet  sich  in  Pogg.  Ann.  Bd.  114.  S.  513.  Ihr 
entnehme  ich  Folgendes : 

1.  £s  ist  die  Wärmemenge  bestimmt  worden,  welche  zwischen  den 
zwei  Oberflächen  einer  Metallwand  von  den  Temperaturen  u  und  u  und 
der  Dicke  /fx  übergeht,  es  ist  dann  beim  Wärmeleitungsvermögen  ^  f ür 
die  Flächeneinheit : 

die  in  der  Zeiteinheit  hindurchgegangene  Wärmemenge.  Wenn  Q  durch 
Beobachtung  bekannt  geworden  ist,  kann  dann  aus  obiger  Oleichung  k  ge- 
funden werden.  2.  Es  ist  die  Ausbreitung  der  Wärme  in  einem  Metall- 
stabe beobachtet  worden ,  dessen  eines  Ende  auf  einer  constanten  Tempe- 
ratur erhalten  wurde,  natürlich  nachdem  alle  Querschnitte  constante  Tem- 
peratur erlangt  hatten.  Die  Temperatur  u  lässt  sich  hier  nach  der  Biot*- 
schen  Differenzialgleichung : 

dhi hp 

da?  kw 
berechnen,  in  welcher  h  die  äussere  Wärmeleitungsfähigkeit  der  Ober- 
fläche, k  die  innere  Wärmeleitungsfähigkeit  des  Querschnittes,  p  den  Um- 
fang und  fo  den  Querschnitt  des  Stabes  bedeuten.  Beobachtet  man  an  ver- 
schiedenen Stellen  des  Stabes  vermittelst  eingesenkter  Thermometer  oder 
Anlegung  eines  thermoelectrischen  Elementes  die  Temperatur,  so  erhält 
man  aus  den  Temperaturbeobachtungen  k  als  Function  von  h.  Die  erste 
Methode  giebt  nach  Angström's  Ansicht  deswegen  keine  guten  Resultate, 
weil  man  a)  durch  den  Gontakt  beider  Oberflächen  mit  Wasser  oder  Dampf 
das  Leitungsvermögen  so  ändert,  dass  nach  P^clet  der  Unterschied  zwi- 
schen den  Leitungsfähigkeiten  der  Metalle  ganz  und   gar  verschwindet, 

26* 
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wenn  man  sie  mit  der  geringen  Leitungsfühigkeit  des  Wassers  vergleieht^ 
-b-)  begünstigt  man  die  Würmeaufnabme  des  Wassers  dnrch  rascbe  Bewe- 
gung desselben,  so  stobt  zu  befiircbten,  dass  darcb  die  Reibung  des  Wassers 
an  der  Metalloberfläcbe  Wärme  frei  wird,  welcbe  das  Versucbsresultat  be- 
einträchtigt. Diesem  Umstände  ist  es  wobl  zuzuschreiben,  dass  die  von 
verschiedenen  Beobachtern  nach  dieser  Methode  gemachten  Bestimmungen 
der  Wärmeleitungsfähigkeit  des  Kupfers  um  das  81  fache  von  einander 
differiren.  Die  zweite  Methode  leidet  an  dem  Mangel,  dass  k  als  Function 
von  h  erhalten  wird,  h  ist  aber  bei  derselben  Oberflächenbeschaffenheit  von 
der  Temperatur  des  Raumes  und  des  Stabes  abhängig  und  hat  bei  dersel- 
ben Temperatur  auch  nur  denselben  Werth ,  sobald  die  Stäbe  ganz  genau 
gleichen  Flächenüberzug  haben. 

Wie  die  Methoden  zu  beurtheilen  sind,  die  man  als  aus  beiden  vor- 
hergehenden gemischte  bezeichnen  kann,  wird  vollständig  aus  dem  Vor- 
hergehenden erhellen.  Es  sind  bei  diesen  Versuchen  kurze  Stäbe  von 
den  zu  untersuchenden  Stoffen  verwendet  worden,  sie  wurden  an  dem  einen 
Ende  erhitzt  und  gaben  am  anderen  Ende  die  Wärme  an  Wasser  oder 
Quecksilber  ab,  während  die  Seitenflächen  an  Luft  grenzten.  Die  Me- 
thode von  Angström  besteht  nun  darin,  dass  er  einen  Metallstab  von 
hinreichender  Länge  an  einem  Ende  abwechselnd  erhitzte  und  erkältete, 
und  sobald  im  Stabe  die  Temperaturänderungen  regelmässige  Perioden  be- 
folgten ^  an  bestimmten  Stellen  des  Stabes  mittelst  eingesenkter  Thermo- 
meter von  Minute  zu  Minute  beobachtete.  Er  erhielt  dann  aus  den  Beo- 
bachtungen die  innere  Leitungsfähigkeit  k  in  absolutem  Masse,  unabhängig 
von  der  äusseren  Leitungsfähigkeit  h  ausgedrückt.  Zur  Berechnung  wen- 
det  er  die  Differenzialgleichung 

du  d*u 

di        dx" 

an,  worin  Ä's  -^und  H.^  -^  und  c  die  specifische  Wärme  des  Stabes, 
t  dessen  Dichtigkeit  ist. 

Da  hier  u  eine  periodische  Function  der  Zeit  sein  muss,  hat  Angström 
das  Integral  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  t  fortschreitende 
Reihe  entwickelt,  sich  jedoch  bei  der  Berechnung  von  k  auf  deren  erste 
Glieder  beschränkt.  Da  er  jedoch  nicht  nachgewiesen  hat,  dass  er  mit 
den  angegebenen  Gliedern  ausreicht  und  ausserdem  ein  falsches  Integral 
für  u  angegeben  hat  (wie  ihm  auch  in  den  Fortschritten  der  Physik  im 
Jahre  1861,  dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin,  Seite 
409  u.  ff.  nachgewiesen  worden  ist),  so  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  bei 
seinen  Wärmeleitungsbestimmnngen  von  Kupfer  und  Eisen  erhaltene  Ue* 
bereinstimmnng  der  Zahlen  illusorisch  ist.  Er  fand  hierbei:  ist  eine  Me- 
tallwand von  Kupfer  oder  Eisra ,  die  Oberflächen  von  51°  C.  und  &^  C. 
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Temperatur,  der  Abstand  l  Centimeter,  der  durchströmte  Querschnitt  1  O 
Centimeter,  so  geben  in  der  Minute  über 

bei  Kupfer  0,05462  Wärmeeinheiten, 
bei  Eisen    0,00977  „ 

Die  Wärmeeinheit  bezogen  auf  1  Kilogramm  und  1®  C, 
Angström  hat  nun  in  seiner  neueren  Arbeit  das  Gesetz  aufzufinden 
gesucht,  nachdem  die  Wärmeleitungsfähigkeit  mit  der  Temperatur  ab- 
nimmt.    Er  fand ,  dass  innerhalb  des  Fundamentalabstandes  die  Leitungs- 
fl&higkeit: 

k  =  0,06163  (1  —  0,00214/)  für  Kupfer, 
k  =  0,011027  (1  —  0,002874  r)  f«r  Eisen  ist. 
Ss  würde  hiernach  immer  wahrscheinlicher  werden,  dass  die  tod 
Franz  und  Wiedemann  aufgestellte  Proportionalität  zwischen  Wärme- 
leitnngs-  und  Electricitätsleitungsvermögen  wirklich  existirt,  allein  die 
ganze  Frage  muss  immer  noch  so  lange  als  eine  offene  betrachtet  werden, 
als  nicht  Angström  seine  Resultate  von  den  Fehlern  befreit  hat,  welche 
jetst  noch  in  denselben  nachzuweisen  sind.  Dr.  Kahl. 


XZXL  WeHanlftnge  der  hellen  Linien  fkrbiger  naaunen.  Die 
Wellenlänge  der  rothen  Kaliumlinie  hat  Mascart  (Poggendorf.  Annalen, 
Bd.  118,  S.  367)  und  die  Wellenlänge  des  rothen  und  blauen  Lithiumstreifens, 
des  gelben  Natriumlichtes,  der  blauen  Strontiumlinie  und  der  grünen 
Thalliumlinie  hat  J.  Müller  (Pogg.  Ann.,  Bd.  118,  S.  641)  gemessen. 

Beide  Beobachter  haben  die  Wellenlänge  mittelst  eines  Beugungs- 
gitters bestimmt,  das  Gitter  von  Mascart  war  in  Vierzigstel •  Millimeter 
getheilt,  das  von  Müller,  ein  Noberfsches  Gitter,  hatte  500  Striche  auf  1 
Pariser  Linie.  Hascart  wendete  zur. Beleuchtung  des  Gitters  die  Flamme 
Ton  mit  Kalinmdämpfen  beladenem  Wasserstoff  an ,  während  Müller  der 
gefkrbten  Bunsen'schen  Lampe  sich  bediente.  Mascart  fand  für  die 
Wellenlänge  der  rothen  Kaliumlinie  0,000768"*'".  Diese  Zahl  ist  aus  einer 
sehr  grossen  Menge  ron  Beobachtungen  abgeleitet,  denen  Mascart  selbst 
keine  allzugrosse  Genauigkeit  zuschreibt.  Bisher  nahm  man  die  Wellen- 
länge der  Linie  Ä^  welche  mit  der  rothen  Kaliumlinie  genau  ausammen- 
fftllt  0,000760™  an. 

J.  Müller  fand  ftlr  die  Wellenlängen: 

der  rothen  Lithinmlinie :  0,0006763"», 
der  gelben  Natnumlinie:  0,0005018'"», 
der  grünen  Thalliumlinie :  0,0006348""», 
der  blauen  Strontiumlinie:   0,0004631"''". 

J.  Müller  macht  a.  a.  O.  auch  auf  die  Brauchbarkeit  der  hellen  Spec« 
trallinien  zur  Bestimmung  des  Brechungsindex  nach  Frauenhofer^s  Methode 
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aufmerksam,  da  dieselben  zu  jeder  Zeit  unabhängig  Ton  der  Witterung 
hervorzubringen  sind,  während  die  Beobachtung  der  Frauenhofer'schen  Li- 
nien geeignete  Witterung  und  auch  geeignetes  Local  voraussetzt. 

Dr.  Kahl. 

XXXTT.  Anwendung  des  analytisohen  Spectnuns  bei  der  Stahlindustrie« 

Das  Ausland,  30.  Jahrg.,  S.  264,  berichtet,  dass  Spectroscope  bei  grossen 
Eisen waarenmanufactnr  in  Shieffield  —  in  Anwendung  kommen  werden. 
Wenn  der  Ouss  des  Stahles  gelingen  soll ,  so  muss  man  gewisse  bei  seiner 
Schmelzung  entweichende  Gase  los  geworden  sein.  Ob  diese  bereits  fort 
sind,  will  man,  wie  das  Ausland  wissen  will,  durch  Betrachtung  der  Flamme 
über  dem  Stahl  im  Ofen  mit  dem  Spectroscop  erfahren.        Dr.  Kahi«. 


XXXm  Die  S&tie  vom  Feaerbach'sohen  Kreise  und  ihre  Erweiter- 
ungen. Es  bedarf  wohl  kaum  der  näheren  Angabe  der  Sätze,  welche  hier- 
durch bezeichnet  werden  sollen;  sie  sind  durch  Jacob  Steiner 's  Schrift: 
„Die  geometrischen  Constructionen"  etc.  (Berlin,  1833),  wo  sie  sich  in  eine 
ausgedehntere  Anmerkung  im  §.  12  (p.  49  —  55)  entwickelt  finden,  allge- 
mein bekannt  geworden,  nachdem  sie  in  Fe  uerb  ach 's  Schrift:  „Das  ge- 
radlinige Dreieck'*  (1822)  wohl  zuerst  gegeben  waren  (p.  55  fl.).  Neuerdinge 
hat  sie  R.  Baltzer  in  seine  trefflichen  ,; Elemente  der  Mathematik"  (IL 
Band,  Leipzig  1862;  p.  86  fl.,  306  fl.)  aufgenommen. 

Die  Gruppe  dieser  Sätze  hatte  aber  auch  im  Jahre  1860  die  Aufmerk- 
samkeit der  Geometer  von  Dublin  auf  sich  gezogen,  oder  vielmehr,  allem 
Anscheine  nach,  sie  wurde  von  diesen  neu  aufgefunden,  und  Rev.  6.  Sal- 
mon  theilte  im  „Quarterlj  Jurnal  of  Mathem.**,  Vol.  IV,  p.  152  fl.  die  Re- 
sultate von  A.  Hart,  W.  R.  Hamilton  und  ihm  selbst  in  gedrängter 
Kürze  mit.  Die  IJebertragung  der  Gruppe  dieser  Sätze  auf  die  Kugel 
WAr  eine  Frucht  dieser  Studien;  A.  Hart  sprach  zuerst  die  Existenz 
des  Feuerbach'schen  Kreises  im  sphärischen  Dreiecke  ans 
und  mein  verehrter  Freund,  Rev.  Salmon,  machte  mir  kürzlich  eine  brief- 
liche Mittheilung  über  den  einfachen  analytischen  Beweis  derselben,  welche 
mich  zu  einigen  Bemerkungen  an  diesem  Orte  veranlasst. 

Das  System  der  einem  gegebenen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise 
mit  dem  umgeschriebenen  und  dem  Fenerbach'schen  Kreise,  oder  wie 
man  ihn  zuweilen  genannt  findet,  dem  Kreise  der  neun  oder  zwölf  Punkte, 
weil  er  durch  die  drei  Höhenfusspunkte ,  die  drei  Seitenmittelpunkte 
und  durch  sechs  Punkte  geht,  von  denen  drei  die  Strecken  der  Höhen  zwi- 
schen ihrem  Durchschnittspunkte  und  den  Ecken  des  Dreiecks  halbieren, 
während  die  drei  anderen  vom  Dnrchschnittspnnkte  der  Seitenhalbierungs- 
linien halb  so  weit  entfernt  sind ,  als  dieser  von  der  Peripherie  des  umge- 
schriebenen Kreises  —  kann  als  ein  System  von  Kegelschnitten  be- 
trachtet und  nach  denselben  Principien  in  ein  allgemeineres  System  Über- 
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geführt  werden,  welche  ich  in  dem  Werke  „Analytische  Oeometrie  der 
Kegelschnitte**  im  dritten  Abschnitt  des  XVI.  Kapitels  entwickelt  und  in 
den  Art.  477 — 80  auf  das  Beispiel  Ton  den  Normalen  eines  Kegelschnittes 
etc.  angewendet  habe.  Diese  allgemeinere  Anffassung  hängt  sodann  mit 
der  erwähnten  Uebertragung  anf  die  Sphärik  in  der  Art  zusammen ,  dasa 
der  für  die  Letztere  gefährte  Beweis  zugleich  jene  selbst  rechtfertiget. 

Die  Erweiterung  selbst  beruht  aber  auf  der  geometrischen  Wahrheit, 
dass  alle  Kreise  durch  zwei  imaginäre  feste  Punkte  im  Unendlichen  gehen 
einerseits,  und  auf  der  Auffassung  des  rechten  Winkels  andererseits,  welche 
in  ihm  ebenso  einen  speciellen  Fall  des  harmonischen  Strahlenbüschels  wie 
in  der  Halbierung  einer  Strecke  einen  speciellen  Fall  der  harmonischen 
Theilnng  sieht  (vergl.  „Anal.  Geom.  der  Kegelschn.**,  Art.  282,  320,  418). 
Sie  gestaltet  sich  daher  wie  folgt.  An  die  Stelle  des  Systemes  der  vier  dem 
Dreieck  eingeschriebenen  Kreise  tritt  das  System  der  vier  Kegelschnitte 
^ij  '^s>  ^99  ^4j  welche  durch  drei  Tangenten  /,,  Z^,  /,  und  zwei  feste  Punkte 
P  und  0  bestimmt  sind;  der  umgeschriebene  Kreis  wird  vertreten  durch 
den  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  fünf  Punkte  A  ((„  /,),  B  (/,,  Zj),  C(/|,  /,), 
P,  Q  hindurchgeht,  und  zur  Bestimmung  des  an  die  Stelle  des  Feuer- 
bach'sehen  Kreises  tretenden  Kegelschnittes  führen  folgende  Bemerkun- 
gen. Er  ist  nach  wie  vorher  durch  neun  oder  zwölf  näher  anzugebende 
Punkte  bezeichnet,  während  er  zugleich  die  festen  Punkte  JPund  Q  enthält; 
denn  an  die  Stelle  der  drei  Seitenmittelpunkte  treten  die  drei  Punkte  ff|, 
j^t,  yi,  welche  in  den  Seiten  BC^  CA,  AB  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der- 
selben die  conjugirt  harmonischen  Punkte  sind  zu  den  respectiven  Schnitt- 
punkten a,  ß,  y  derselben  mit  der  geraden  Linie  PQ,  welche  die  festen 
Punkte  verbindet.  Die  Höhen  des  Dreieckes  werden  ersetzt  durch  jene 
Geraden,  die  in  Bezug  auf  die  Verbindungslinien  der  respectiven  Ecke 
mit  den  festen  Punkten  P  und  Q  derjenigen  Geraden  harmonisch  conjugirt 
sind,  welche  nach  dem  Durchschnittspunkte  der  Gegenseite  des  Dreieckes 
mit  PQ  gezogen  wird;  diese  bestimmen  in  den  Gegenseiten  die  Punkte  ^|, 
^u  ^1)  welche  an  Stelle  der  drei  Höhenfusspunkte  dem  Kegelschnitte  der 
neun  Punkte  angehören.  Die  übrigen  Punkte,  welche  ihm  angehören,  sind 
ebenfalls  leicht  zu  bezeichnen;  ist  H  der  Durchschnittspunkt  der  drei  vor- 
her gefundenen  die  Höhen  ersetzenden  Geraden  und  nennen  wir  a,  &,  c 
ihre  Durehschnittspunkte  mit  der  Geraden  PQ,  so  sind  drei  jener  Punkte 
die  vierten  harmonischen  Punkte  Aj,  6|,  c^  zu  jenen  in  Bezug  auf  die  Strek- 
ken  ABj  BH,  CH  respective,  etcl 

Femer  treten  an  die  Stelle  der  Centra  der  Kreise  des  Systemes  die 
Pole  der  Geraden  PQ  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  desselben ,  und  die 
Relationen,  welche  sich  auf  die  Lage  der  ersteren  beziehen,  übertragen 
sich  leicht  auf  diese  letzteren ;  etc. 

Aber  endlich  ist  ein  System  von  Kegelschnitten,  welche  durch  zwei 
feste  Punkte  gehen ,  nur  als  ein  specieller  Fall  eines  Systemes  von  Kegel- 
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schnitten  anstusehen ,  welche  mit  einem  festen  K^ebchnitt  eine  doppelte 
Berührung  besitzen,  und  auf  ein  System  dieser  Art  überträgt  sich  daher  die 
Reihe  der  Sätze,  welche  sich  anf  die  betrachtete  Fignr  beziehen,  im  allge- 
meinsten Falle.  Der  Hauptsatz  derselben  sagt  dann  ans,  dass  die  vier 
Kegelschnitte,  welche  drei  gemeinschaftliche  Tangenten 
haben  und  zugleich  einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt 
berühren,  sämmtlich  von  einem  fünften  Kegelschnitt  einfach 
berührt  werden,  der  selbst  mit  dem  gegebenen  eine  doppelte 
Berührung  hat. 

Und  eben  da  tritt  die  Sphftrik  als  zuständiges  Beweismittel  ein ;  denn 
Kreise  auf  einer  Kugel  entsprechen  vollständig  solchen 
Kegelschnitten  einer  Ebene,  welche  mit  einem  festen  KegeN 
schnitt  eine  doppelte  Berührung  haben. 

Wenn  durch 

5  =  0 
ein  KegeJschnitt  und  durch 

«  =  0 
eine  gerade  Linie  dargestellt  wird,  so  ist 

S  =  i(ra*oder  5  =  «* 
die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welcher  den  ersteren  in  den  beiden 
Punkten  berührt,  welche  die  Gerade  «  mit  ihm  gemein  hat.  Und  auf  die 
nämliche  allgemeine  Form  reducirt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Gleichung 
eines  kleinen  Kngelkreises  oder  eines  geraden  Kreiskegels.  Es  dürfte 
vielleicht  genügen,  hierfür  die  SS  29  nnd  32  von  F.  A.  Möbius'  Abhand- 
lung :  „Ueber  eine  neue  Behandlungsweise  der  analytischen  Sphärik^^  sa 
citiren.  Aber  es  ist  zum  Verständniss  des  Folgenden  wohl  angemesaeDer, 
einige  Bemerkungen  hier  anzuschliessen ,  welche  eine  einfache  Betracht- 
ungsweise der  Probleme  der  analytischen  Sphärik  begründen.  Sie  fussel 
auf  dem  folgenden  Princip:  Wenn  die  Coordinaten  irgend  einea 
Punktes  P  der  Kugel,  die  wir  aus  dem  Anfangspunkt  dea 
Systemes  als  Centrum  beschrieben  denken,  in  die  Gleichung 
einer  durch  ihr  Centrum  gehenden  Ebene  substituirt  wer- 
den, so  bezeichnet  das  Substitutionsresultat  die  Länge  der 
von  P  auf  sie  gefällten  Normale  oder  den  sinus  des  sphäri* 
sehen  Bogens,  welcher  durch  P  normal  zur  Ebene  jenes 
grössten  Kreises  gelegt  wird. 

Denn  mit  Hülfe  desselben  überträgt  sich  leicht  und  ungezwungen  die 
laterpretationsmethode  für  die  Gleichungen  ebener  Curven ,  welche  in  den 
Kapiteln  IV  und  XIV  der  „Anal.  Geom.  der  Kegelschnitte*'  dargelegt  wor- 
den ist,  anf  die  Probleme  der  Sphärik. 

In  Bezug  auf  die  zunächst  vorliegende  Frage  brauchen  wir  nur  au 
bemerken,  dass  für  alle  Punkte  eines  kleinen  Kugelkreises  der  iinus  ihrer 
sphärischen   Entfernung  von  den  Polaren  seines  Centrums  constant  ist, 
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denn  fSr  x\  y\  z  aU  die  Coordinaten  des  Kreiscentrnms  ist  die  Gleichung 
der  Polare  desselben 

XX  +yy  +»a'  =  0, 
die  Gleichung  der  Normalebene  aus  dem  Centrum  der  Kegel  ku  dem  nach 
jenem  gehenden  Radius  derselben ;  und  wenn  wir  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  kurs  durch  a  und  durch  /3  den  sphärischen  Radius  des  betrach- 
teten Kreises  bezeichnen,  so  ist 

o*.«tfc/J  =  ar«  +  y*  +  2« 
die  Gleichung  des  fraglichen  Kreises ,  d.  h.  sie  ist ,  wie  behauptet  wurde, 
von  der  Form 

«•  =  5. 

Die  einfache  Weiterbildung  jener  Principien  nach  Analogie  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Ebene  führt  dann  zu  den  allgemeinen  trimetrischen 
Coordinatensystemen  der  Kugelfläche  und  fttr  unser  Problem  dazu,  als  die 
Ausdrucksformen  der  vier  dem  sphärischen  Dreieck  von  den  Winkeln  A^ 
B^  C  eingeschriebenen  Kngelkreise  die  Gleichungen 

a?*  +  8f*  +  **  —  2yzcosÄ  —  2zxcosB  —  2xycosC=^  (^  +  y  +  *)' 
zu  erkennen.    Die  specielle  Form 

Ä*  +  y*  +  «* — 2yzco$A  —  2zxcosB  —  2xycosC=^  {X'^y  +  «)•, 
der  Gleichung  fQr  den  eingeschriebenen  Kreis  reducirt  sich  auf 

yzcos^ — h  zxco^ — h  xycos* —  rszO. 
2  2  2 

und  man  sieht  leicht,  dass  zwischen  ihm  und  der  durch 

Xx  +  f»y  +  vz  =  0 

dargestellten  Ebene  oder  grössten  Kreislinie  Berührung  stattfindet ,  wenn 

die  Bedingung 

C0S--1*  +C05— tt*  +  co^— v*  =  0 
2  2^  2 

erfallt  ist.     Die  vier  Kreise 

^'  +  y*  +  **  —  2yzeosÄ  —  2zxcosB  —  2xycosC  =  (^p  +  y  +  ^)* 
werden  von  dem  Kreise 

«*  +  y*  +  «*  —  2y*cosA  —  2%xcos  B  —  2xycosC 
=z  \xcos{B--'  C)+ycos{C-'  A)+üCos{A—  B)\* 
gemeinschaftlich  bertthrt,  und  derselbe  wird  leicht  als  das  Analogen  des 
Feuerbach*schen  Kreises  nachgewiesen.     Sein  Centrum  hat  die  Coor- 
dinaten 

€os{B — C),  co$(C — j£)j  cosiA-^B) 
und  liegt  daher  in  dem  grössten  Kreise,  welcher  den  Schnittpunkt  der  Höhen 
und  den  Schnittpunkt  der  Seitenhalbierungslinien  verbindet.  Diese  An- 
deutungen werden  an  diesem  Orte  genügen;  für  die  weitere  Ausfahrung 
darf  ich  wohl  auch  meine  deutsche  Ausgabe  von  Rev.  G.  Salmon's  ^^Geo- 
metry  of  three  Dimensions^*^  verweisen,  welche  zu  baldigem  Erscheinen  vor- 
bereitet ist. 
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Ich  will  nur  noch  bemerken ,  dass  sich  dieselben  Principien  der  Ver- 
allgemeinerung auf  andere  Sätze  des  Systemes  leicht  übertragen,  z«  B.  aaf 
den  Folgesatz ,  durch  welchen  die  Gruppe  der  fünf  oder  sechs  Kreise  za 
einer  Gruppe  von  sechszehn,  respective  zwanzig  Kreisen  erweitert  wird, 
dass  nämlich  der  Feuerbac hasche  Kreis  des  Originaldreieekes  ^ i? C  auch 
für  jedes  der  drei  Dreiecke  HÄBy  HBCy  HCÄ  und  die  ihnen  eingeschrie- 
benen Kreise  die  nämliche  characteristische  Curve  bleibt;  etc. 

Und  endlich  sei  darauf  hingewiesen ,  dass  die  Erweiterung  der  Sätze 
auf  ein  System  von  Kegelschnitten,  welche  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt eine  doppelte  Berührung  besitzen,  sie  in  diejenige  Sphäre  der  All- 
gemeinheit erhoben  hat,  in  welcher  das  Princip  der  Keciprocität  auf 
sie  Anwendung  erleidet.  Auch  dies  folgt  aus  ihrer  Geltung  auf  der  Kugel- 
fläche  schon,  aber  ebenso  aus  der  nunmehrigen  Gestalt  der  Sätze  selbst. 

Chemnitz,  im  März  1863.  Dr.  Wilb.  Fiedler. 


XXXIY.  lieber  die  Dreiecke,  deren  Ecken  die  Mittelpunkte  der  vier 
Berühmngskreise  eines  gegebenen  Dreieckei  lind.  Von  £d.  Jac.  Nosgqe- 
BATH.  In  einem  Aufsatze:  „Ueber  die  Entfernungen  der  merkwürdigen 
Punkte  des  ebenen  Dreieckes  von  einander",  der  in  dem  Archiv  der  Ma- 
thematik und  Physik,  Band  36,  S.  325,  von  Herrn  P]:ofessor  Grunert  mit- 
getheilt  wird,  sind  die  beachtenswerthe  Resultate,  welche  der  Herr  Ver- 
fasser erzielt,  lediglich  im  Wege  analytischer  Behandlung  und  durchgehend 
mittelst  sehr  weitläufiger  Bechnungsoperationen  ermittelt.  £s  erschien 
wünschenswerth,  denselben  Gegenstand  mit  elementaren  Hülfsmitteln  auf 
einfacherem  Wege  zu  behandeln ,  und  den  Zusammenhang  desselben  mit 
anderen  merkwürdigen  Eigenschaften  des  Dreieckes  darzulegen.  Die  fol- 
genden Untersuchungen  haben  diesen  Zweck  und  zeigen,  dass  wenn  der 
Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises  eines  Dreieckes  als  Masseinheit 
angenommen  wird,  sich  die  Grössenbeziehungen  desselben  durch  besonders 
einfache  und  elegante  Formeln  ausdrücken  lassen. 


1. 

Bezeichnet  z/  den  Inhalt  eines  Dreieckes  ÄBC^  dessen  Winkel  Äy  B 
und  C  sind,  dessen  innerer  Berührungskreis  den  Radius  r  hat,  während  r«, 
r»  und  r^  beziehentlich  die  Radien  der  äusseren  Berühmngskreise  bezeich- 
nen, welche  in  den  Winkeln  Ä^  B  und  C  liegen,  und  ist  ft  der  Durchmesser 
des  umschriebenen  Kreises  zu  Dreieck  ÄBC^  so  findet  sich  mittelst  ein- 
facher Entwickelung : 

1)  A^='\y^BinÄ.sinB,B\nC^ 
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A   ,  B   ,   C 

**       2        2        2 

.AB         C 

r-  =  2  Ji  5m  —  cos— .  C05— 

'^        2         2  2 

^)  ^  A    .    B         C 

rk'=z2u,coS'-  sm  — .  co5— 

'^        2         2  2 

A        B    ,    C 

r-= 2  u  C05  —  cos  —  sin  — 

*         **        2         2         2 

Qnd  es  lassen  sich  aas  diesen  Formeln  sofort  die  bekannten  Relationen : 

3)  r«  +  r^+>^  =  2|;*  +  r 

4)  i+l  +  i=i 

r«       n       rc        r 

und 

herleiten. 

2. 

Die  gerade  Yerbindangslinie  des  Mittelpunktes  des  inneren  Berühr- 
ungskreises  eines  Dreieckes  mit  dem  Mittelpunkte  eines  seiner  äusseren 
Berühmngskreise  sei,  der  einfacheren  Bezeichnung  halber,  die  innere 
Centrale,  und  die  gerade  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden 
anderen  äusseren  Berührungskreise  die  zugehörige  äussere  Centrale 
genannt.  Das  von  den  drei  äusseren  Centralen  gebildete  Dreieck  heisse 
äusseres  Mittelpunktsdreieck,  und  jedes  Dreieck,  welches  von  zwei 
inneren  Centralen  und  der  nicht  zu  denselben  gehörigen  äusseren  Centrale 
gebildet  wird,  heisse  inneres  Mittelpunktsdreieck. 

Zwei  zusammen  gehörige  Centralen  stehen  normal  auf  einander. 

Die  Normale  auf  der  Mitte  einer  Dreieckseite  trifft  die  Mitten  der  zu- 
gehörigen Centralen. 

Jedes  Dreieck  ist  das  Höhenfusspunktendreieck  seines  äusseren  Mittel- 
punktsdreieckes. 

Jeder  Winkel  des  äusseren  Mittelpunktsdreieckes  ist  Complements- 
Winkel  zur  Hälfte  des  gegenüberstehenden  Winkels  im  Ursprungsdreieck. 

Bezeichnen  ^,  B'  und  C'  die  den- Eckpunkten  A^  B  und  C  bezieh- 
lich  gegenüberliegenden  Mittelpunkte  der  äusseren  Berührungskreise  zu 
Dreieck  ABO^  dessen  innerer  Bertihrungskreis  den  Mittelpunkt  N  hat,  so 
fo.lgt  für  die  inneren  Centralen : 

^iV=2l4«>I-— , 

^        2 

w  B 

ffN=2ßSin  —  y 

^        2' 
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die  äusseren  Centralen : 

B*C'  =  2ucos—. 

^         2 

6)  \       j:C'z==2fiC08-, 

j^  B'  :=2UC08  —. 

^        2 

Die  hieraus  sich  ergebenden  einfachen  Beziehungen  zusammengehöri- 
ger Centralen  sind  bemerkenswerth.  Sie  gestatten  die  unmittelbare  Ab- 
leitung beachtenswerther  Relationen.  So  folgen  z.  B.  aus  ihnen  sofort 
nachstehende  Sätze : 

Das  Product  zusammen  gehöriger  Centralen  ist  gleich  dem  doppelten 
Froduct  aus  dem  Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises  und  der  zuge- 
hörigen Dreieckseite. 

Die  Summe  der  Quadrate  zusammen  gehöriger  Centralen  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  doppelten  Durchmessers  des  umschriebenen  Kreises. 

Die  Radien  der  umschriebenen  Kreise  der  vier  Mittelpunktsdreiecke 
sind  einander  gleich,  und  zwar  ist  jeder  gleich  dem  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises  des  Ursprungsdreieckes. 

Aus  jeder  Seite  eines  Dreieckes,  dem  oberen  Abschnitt  der  zugehöri- 
gen Höhe  und  dem  Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises  lässt  sich  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck  zusammen  setzen,  in  dem  dieser  Durchmesser  Hy- 
potenuse ist. 

Zieht  man  von  einer  Ecke  eines  Dreieckes  aus  dem  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  und  verbindet  dessen  Endpunkt  geradlinig  mit  den 
beiden  anderen  Ecken,  so  sind  diese  Verbindungslinien  gleich  den  oberen 
Abschnitten  der  Höhen,  welche  zu  den  Dreiecksseiten  gehören ,  die  an  je- 
ner Ecke  zusammenstossen. 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  J'  den  Inhalt  des  äusseren  und  ^«,  J]f  und 
Je  beziehlich  die  Inhalte  der  inneren  Mittelpunktsdreiecke  des  Drei- 
eckes vom  Inhalt  J  bezeichnen,  welche  den  Eckpunkten  A^  B  und  C  gegen- 
über liegen : 

ABC 
—  cos  —  cos  — , 
2         2         2' 


:  2  uJ^COS  "  COS  —  COS  ^, 
*  *>  *%  o 


7) 


.       A     .   B    .    C 
J,  =  2fi» CO*  -  tm  -  sm  -, 

ABC 
A^  =  2^  sin  ~  cos  ~  «Vi  j, 

j^  =  2yfsm  -•  sm—cos  --, 
*^         2        2  2 

^    r.   r*   r. 
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9)  jtB'  +  jfcr  +  B'(r  =  — 

10)  ÄB\ÄC.ec^\^j. 

Ist  ^  der  Radias  des  inneren  Bertthrnngskreises  zum  äusseren  Mittel- 
punktsdreieck, und  sind  p«,  p^  und  q^  die  Radien  dieser  Kreise  zu  den  drei 
inneren  Mittelpunktsdreiecken,  so  ist 

IJ)  ^2?'  +  ^C+^C  =  4^  +  ^+e.+  ^*  +  ^, 

und,  wenn  «p,  ^^  und  «^  die  Radien  der  drei  äusseren  Berührungskreise  des 
äusseren  Mittelpunktsdreieckes  Ä  ff  C  bezeichnen : 

12)  Jg  +  ^(r  +  B'C=.Q+    ^+   ^g  +  ^^  +  ^^+  g,^ 

welche  Relation  sich  aus  11)  ergiebt,  wenn  man  das  in  3)  ausgedrückte  Ge- 
setz berücksichtigt. 
Ferner  ist: 

13)  jrN+  B'N  +  (rN^2ii+2Q 

14)  jtN.ffN.CN=Ay}r 

15)  Aff^  +  jfC^  +  ^(r*  =  8fi«  +  4fir 

16)  yiV«  +  ^'JV«+CA«  =  4fi*  — 4/4r 

und  folgt  aus  den  beiden  letzten  Sätzen ,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
sämmtlicher  Centralen  gleich  dem  zwölffachen  Quadrat  des  Durchmessers 
des  umschriebenen  Kreises  ist. 

3. 

Die  beiden  Theile,  in  welche  jede  Centrale  durch  die  Ecke  des  Drei- 
eckes, welche  auf  ihr  liegt,  zerlegt  wird,  mögen  Centralabschnitte 
lieissen. 

Für  die  Abschnitte  der  äusseren  Centrale  ffC  ergeben  sich  die  Re- 
lationen : 

AB  =2iism^co8  — 

aC  =  2aco8-:rSin-:r 

ans  denen  hervorgeht,  dass  jeder  Abschnitt  einer  äusseren  Centrale  gleich 
ist  dem  Product  aus  dem  doppelten  Durchmesser  des  umschriebenen  Krei- 
ses, dem  Cosinus  des  anliegenden  Winkels  uud  dem  Sinus  des  am  Ergänz- 
nngsstück  liegenden  Winkels  im  zugehörigen  inneren  Mittelpunktsdreieck. 
Für  die  Abschnitte  der  inneren  Centrale  AN  folgen  dagegen  die  Re- 
lationen : 

\  AA  =i2iicos^co8--- 

*^)  {  B        C 

I  j^N^=2asin^8in  — 
[  '^        2         2 

ans  denen  sieh  der  allgemeine  Satz  ergiebt,  dass  jeder  äussere  oder  innere 
Abschnitt  einer  inneren  Centrale  gleich  ist  dem  Prodnct  aus  de 
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ten  Durchmesser  des  nmschriehenen  Kreises  und  beziehlich  den  Cosinus 
oder  den  Sinus  der  beiden  halben  Dreieckswinkel,  welche  sie  nicht  trifft. 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  lassen  sich  nun  in  einfachster  Weise  fol- 
gende Sätze  herleiten : 

19)  Äff.AC  =  AÄ.ÄN 

d.  h.  dasFroduct  zweier  zusammen  gehörigen  äusseren  Cen- 
tralabschnitte  ist  gleich  dem  Product  der  beiden  entspre- 
chenden inneren  Centralabschnitte,  oder,  in  einemDreieck 
ist  das  Product  der  Abschnitte  einer  Seite,  in  welche  die- 
selbe durch  die  zugehörige  Höhe  zerlegt  wird,  gleich  dem 
Product  ans  dieser  Höhe  in  ihren  unteren  Abschnitt. 

20)  J'N.AN=(i.2r 

d.  h.  das  Product  einer  inneren  Centrale  und  ihres  inneren 
Abschnittes  ist  gleich  dem  Product  aus  den  Durchmessern 
des  umschriebenen  und  des  inneren  eingeschriebenen  Krei- 
ses, oder  in  einem  Dreieck  sind  die  Producte  zusammenge- 
höriger Höhenabschnitte  einander  gleich. 

Für  die  Producte  der  inneren  Centralen  und  der  zugehörigen  äusseren 
Abschnitte  derselben  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

(fN.aC   =ti.2r^. 
Für  die  Producte  der  äusseren  Centralen  nnd  deren  gleichliegenden 
Abschnitte  folgt  in  der  derselben  Weise 

IA'B\A:C=fi.2r^ 
B'(y.B^A  =  ^.2n 
ÄO\C  B^=^^.2rc 
und  man  erkennt,  dass  das  Product  jeder  inneren  Centrale  und  ihres  äusse- 
ren Abschnittes  gleich  ist  dem  Product  der  zugehörigen  äusseren  Centrale 
und  desjenigen  Abschnittes  derselben ,  welcher  mit  jenem  Abschnitte  ron 
demselben  Punkte  ausgeht. 
Ferner  folgt : 

!jiN.ÄA'  +  BfN.B^B  +  €fN.(fC^j[ß'.j(C'\'B^(f.WA+A:(f,(rB 

und 

24)  AA.Blt.CC^^—, 

d.  h.  das  Product  der  drei  Höhen  eines  Dreieckes  ist  gleich  dem  doppel- 
ten Quadrat  des  Inhalts  desselben,  dividirt  durch  den  Halbmesser  des  um- 
schriebenen Kreise«. 
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Die  Mittelpankte  der  amschriebenen  Kreise  zu  den  Mittelpnnktsdrei- 
ecken  Ä ff  C\  B' N' C\  Ä H' C  und  Ä N' B\  nebenstehende  Figur,  seien 
bezichlicb  M,  Ä\  B"  und  C".  Die  dadurch  gebildeten  Vierecke  A'  ff  C  M, 
B'  Äd  M  und  C'  Ä  B'  M  sind  Rhomben  von  der  Seite  f*. 

Die  Vierecke  Ä  B"  C  If,  B' Ä' C' N  xindi  CV  ^"  JV  sind  ebenfalls  Rhom- 
ben  von  der  Seite  ^  und  beziehlich  congruent  jenen  Rhomben. 

Die  Figur  MÄBClfÄ'K'if 
kann  daher  als  ein  schiefer  Wür- 
fel betrachtet  werden,  dessen  drei, 
an  den  einander  gegenüberstehen- 
den Ecken  M  und  iV  zusammen- 
stossenden  Seitonwinkel  vier 
Kechte  betragen.  Da  sämmiliche 
Ecken  dieses  Würfels  Mittelpunkte 
XU  Berührungskreisen  des  Drei- 
eckes il^Csind,  so  werde  derselbe 
der  Mittelpunktswürfel  dieses 
Dreieckes  genannt. 

Jede  der  drei  Kanten  des 
Mittelpunktswürfels,  welche  von 
einer  Ecke  losgehen,  steht  normal 
auf  einer  der  drei  Seiten  des  Ur- 
aprungsdreieckes. 

Die  drei  Kanten  des  Mittel- 
pnnktswürfels ,  welche  von  einem 
der  drei  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berührungskreise  des  Ursprungs- 
dreieckes ausgehen,  schneiden  des- 
sen Seiten  in  den  Berührungspunkten  des  zugehörigen  Berührungskreises. 

Die  Diagonalen  der  Seitenebenen  des  Mittelpunktswürfels  sind  gleich 
den  Centralen  des  Ursprungsdreieckes. 

Der  Durchnittspunkt  0  der  Diagonalen  Ä  Ä\  B' B'\  C  C"  und  MN  ist 
der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  des  Ursprungsdreieckes. 

Da  ^  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  zu  Dreieck  Ä'  B  (f  und 
als  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  zu  Dreieck  ABC^  ausserdem 
aber  MO  =  NO  ist,  so  folgt  der  bemerkenswerthe  Satz: 

Die  Mittelpunkte  der  eingeschriebenen  und  umschrie- 
benen Kreise  eines  Dreieckes  liegen  in  gerader  Linie  mit 
dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  des  zuge- 
hörigen äusseren  Mittelpunktsdreieckes,  und  zwar  so,  dass 
der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  des  Ursprungs- 
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dreieckes  gleich  weit  ab  yon  den  beiden  anderen  Mittel- 
punkten liegt. 

5. 

Die  Diagonalen  NM,  X Ä\  Se\  C' C"  des  MittelpunktswürfeU  bilden 
die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  vier  eingeschriebenen  Kreise  des 
Ursprungsdreieckes  Ton  den  Mittelpunkten  der  umschriebenen  Kreise  der 
vier  entsprechenden  Mittelpunktsdreiecke.  Der  Mittelpunkt  des  umschrie- 
benen Kreises  des  Ursprungsdreieckes  halbirt  jede  dieser  Entfernungen. 
Die  Schnittpunkte  der  Höhen  der  vier  Mittelpunktsdreiecke  liegen  daher 
ebensoweit  von  dem  Mittel  0  des  umschriebenen  Kreises  des  Ursprungs- 
dreieckes, wie  dieser  von  den  Mittelpunkten  der  entsprechenden  umschrie- 
benen Kreise  jener  Dreiecke. 

Aus  der  Gleichung: 

MN^  =  NC'^^  MC'^  —  2NC'^.MCcoz^—^ 

2 

folgt 

25)  ilfiV«=f*(^  — 4r) 

und  weiter  folgt,  mittelst  entsprechend  gebildeter  Gleichungen: 

i  ^V«  =  |i(f*  +  4r.) 

25)  J  ffff^=^{f,  +  4r,) 
(  er  =^0*  +  4r,) 

woraus  sich 

26)  MN*  +  j(j:'^  +  B'B''*+C'C"*  =  l2ii* 

ergiebt,  eine  Gleichung,  die  mit  der  bekannten  Eigenschaft  des  schiefen 
Würfels,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Diagonalen  gleich  ist  dem 
12  fachen  Quadrat  der  Kante,  übereinstimmt,  ausserdem  das  Gesets  darlegt : 

dass  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Diagonalen  des 
Mittelpunktswürfels  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der 
sechs  Centralen  des  Ursprungsdreiecks. 

Aus  25)  folgen,  wie  leicht  erhellt,  die  bekannten  Besiehungen 


^0  =  /|(f  +  .4 


XV. 

TTeber  einige  hypergeometriBche  Beihen  nebst 
Zahlenwerthent 

Von  Dr.  Ad.  Dronke, 

Bector  der  höheren  Bürgerschule  in  Qrevenhroioh. 


Wie  Herr  Prof.  Kirchhoff')  gezeigt  bat,  kommt  es  bei  der  Bestim- 
mung des  durch  eine  unendlich  weit  entfernte  magnetische  Masse  in  einem 
weichen  Eisen  -  Cjiinder  inducirten  Magnetismus  darauf  an,  das  Integral 
der  Differential- Gleichung 

herzustellen.     Hr.  Prof.  Kummer*)  gab  als  vollständiges  Integral  dieser 
Gleichung 

e    ^u    ,e    .du 
0 
und  wandelte  dies  um  in  folgende  Summe : 

J7(«—l).^(l  —  «,^) +  /!(-«— l).^«.i»/(l  +  a,^), 
wo  nach  Gauss*) 


n(«-i)  =/«"-* 


e     du 
0 


und  ^(1—  (»jQ)  folgende  hypergeometrische  Reihe  bedeutet: 

^+1^-1"^  (i-a)(2-«)  •r2+(r:ay(2-«)(3-«)-ni  + ^'"^' 

Für  ganze  Zahlen  divergiren  offenbar  diese  Beihen  and  fUr  a  =  0  er- 
halten  wir: 

wo  sich  die  Grösse  ^f(fi)  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 


*)  Crede,  vol.  48.     •)  Grelle,  vol.   17.     *)  Comnent.  Götting.  societ,   1812.     „Circa 
wertem  mfln.^* 
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dn(z)     ,,., .  „, . 

-^=^(2).i7(t)5 
sie  hat  den  Werth  —  0,577215664001 

Der  obigen  Differentialgleichung  genügt,  wie  man  ohne  Weiteres  ersehen 
kann ,  die  Reihe  ^  (er,  q)  als  particuläres  Integral.  Wir  können  sie  aach 
durch  folgende  einfache  Betrachtung  erhalten.  Denken  wir  uns,  was  hier- 
bei stets  möglich  ist,  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  ^  ent- 
wickelt : 

so  sind  die  Grössen  a^j  a|,  a|,  a,  n.  s.  w.  Functionen  von  «,  die  sich  leicht 
bestimmen  lassen,  indem  die  Reihe  für  jeden  Werth  yon  q  der  Differential- 
gleichung genügen  mnss.  Wir  erhalten  daher  folgende  Bestimmnngs- 
gleichungen  ftir  diese  Grössen : 

a,ai  — «0  =  0 

2a.a,  +  1.2a, — «1  =  0 

Za,a^  +  2.3a,  —  o,  =  0 


n.a.a^  +  n  —  l.n.o«  —  ö»-i  =  0 
und  somit  ergeben  sich  folgende  Werthe : 

An 


«.«  +  1.0  +  2    1-2. 


1 


ft.a  +  l.«-|-2 «+«  — 1     1.2.3 n 

Wir  erhalten  also  als  particuläres  Integral 

wobei  a«  eine  beliebige  Constante  bedeutet ,  also  ist  ^(a,^)  selbst  particu- 
läres Integral. 

Wollte  man  auf  dieselbe  Weise  eine  Reihe  nach  fallenden  Potensen 
von  «  suchen,  so  würde  man  alle  CoefKcienten  =  0  finden;  es  ist  also  eine 
solche  Entwickelung  nicht  möglich. 


Von  Dr.  Ad.  Dbonke.  403 

Gehen  wir  non  znnäehst  zur  Betraehtnng  der  Reihe  '^(ff,^)  über. 
Offenbar  ist,  wie  man  ohne  Weiteres  ersehen  kann : 

»(«+  ^g)  _    <^{f»yQ) 


a 

äd 

oder  allgemein 

*(«,^)  = 

=«- 

1.  «—2.  a— 3... 

«  —  « 

.«) 

Bedeutet  «  eine 

ganse 

Zahl,  so  ist  noch 

*o 

V,q)=: 

:« — 1.  a  —  2.  «- 

^ 8.2. 

Um  die  Eigenschaften  der  Beihe  ^(sr,^)  also  kennen  su  lernen,  wird 
man  aonächst  '4^(1,^)  betrachten.  Es  ist  ausserdem  der  Fall,  woa  =  i 
wird  einer  der  wichtigsten,  indem  die  Differentialgleichung 

ausser  bei  dem  erwähnten  Beispiele  noch  vielfache  Anwendungen  findet. 
Wir  wollen  uns  hier  mit  einer  begnügen. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  Rotationskörper  auf  seiner  Rotations- 
axe  erwärmt,  während  auf  der  Oberfläche  die  constante  Temperatur  0 
durch  ein  umgebendes  Medium  erhalten  wird,  so  gilt,  wenn  wir  den  Kör- 
per auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  beziehen,  für  die  Tempera- 
tur T  eines  jeden  Punktes  beim  Wärme- Oleichgewicht: 

Ist  dies -Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfallend  und  fahrt  man 
die  Polar- Coordinaten  r  und  S  statt  x  und  y  ein,  so  erhält  man  unter  Be- 
rücksichtigung, dass  T  nicht  von  6  nach  unseren  Prämissen  abhängig  sein 
kann,  falls  der  betrachtete  Körper,  wie  wir  unterstellen,  homogen  und 
ifotrop  ist: 

Setzt  man  nun,  was  man  bei  im  Mittelpunkt  erwärmten  planplanen 
Platten,  oder  Rotationsellipsoiden  etc.  thun  kann,  für  T 

wo  n  eine  Constante  bedeutet,  die  von  den  beiden  Wärmeleitungs - Coeffi- 
cienten  des  Körpers  und  des  umgebenden  Mediums,  ferner  von  der  Grösse 
der  Rotationsaxe  und  von  dem  Radius  des  grössten  Parallelkreises  abhän- 
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gig  ist,  während  V  die  Coordinate  s  nicht  mehr  involvirt;  dann  erhalten 
wir  als  bestimmende  Differentialgleichung  für  T  folgende: 

welche  sogleich  durch  die  Snbstitntion  von  ^  = in  unsere  frühere  über- 
geht 

d*r  ,   dV       ^, 

Bei  diesem  Beispiele  könnte  q  keinen  negativen  Werth  annehmeu. 
Dieselbe  Differentialgleichung  tritt  auch  bei  der  Wellenbewegung  des 
Wassers  in  einem  cylindrtschen  Gefässe  von  sehr  grossem  Radius  auf,  und 
hierbei  siud  auch  die  Fälle  zu  berücksichtigen,  wo  ^  negativ  wird. 

Betrachten  wir  nun  zunächst  die  Reihe  t^(l,p);  sie  ist  offenbar  für  je- 
den Werth  von  q  convergent,  und  stets  >  I  für  alle  Werthe  von  ^^-O;  für 
^  =  0  wird  die  Reihe  =  1.  Sobald  jedoch  ^  <  0  wird,  nimmt  die  Reihe 
ab  und  ist  von  nun  an  abwechselnd  positiv  und  negativ,  erreicht  aber  nie 
mehr  den  Werth  +  1.  Wurzelwerthe  der  Reihe  sind  ^= — 1,4458...., 
—  7,6179  u.  s.  w.,  bei  ^  =  —  3,6687...  erreicht  die  Reihe  den  Hinimums- 
werth  — 0,40277  und  für  p  =  — 11,9...  erreicht  sie  das  Maximum  mit 
+  0,2989..  Aus  diesen  Angaben  ersehen  wir  bereits,  dass  die  Wurzeln  der 
Gleichung  t^(l,^)  =  0  um  so  weiter  auseinander  liegen,  als  ^  grösser  und 
grösser  wird;  ferner  dass  die  Werthe  für  sehr  grosse  ^  nur  sehr  wenig  von 
der  Null  verschieden  sind,  so  dass  die  Reihe  alsdann  als  Summand  ver- 
nachlässigt werden  kann.  Denkt  man  sich  ein  rechtwinkeliges  Coordi- 
natensjstem  in  der  Ebene  und  auf  der  Abscissenaxe  ^,  als  Ordinaten  aber 
tf;(l,^)  aufgetragen,  so  stellt 'V;(l,p)  eine  Curve  dar,  welche  2  unendliche 
Aeste  hat;  der  auf  der  Seite  der  positiven  Abscissenaxe  liegende  ist  gegen 
diese  vollständig  convex  und  steigt  rasch  an;  der  zweite  aber,  der  mit  dem 
ersten  continuirlich  zusammenhängt,  bildet  eine  die  negative  Abscissenaxe 
unendlich  oft  schneidende  Curve,  die  sich  derselben  immer  mehr  und  mehr 
nähert. 

Aus  dem  bereits  Gesagten  ersieht  man  nun  ferner,  dass  die  Reihen 
'^^i^y  '4^(3»^)  ^*  s*  ^M  deren  positive  Aeste  auch  in^s  Unendliche  fort- 
wachsen, aber  nicht  so  rasch  wie  '4^(1,^),  alle  durch  den  Punkt  1  für  9  =  0 
gehen  und  alsdann  langsamer  fallen,  als  ^(l,p);  die  Reibe  ^(2,^)  ver- 
schwindet für  alle  die  Werthe  von  p,  welche  die  anderen  zum  Maximum 
oder  Minimum  machen  (^  =  —  3,6687...,  11,9  u.  s.  w.),  wäbrend  an  diesen 
Stellen  für  ^(3,^)  die  Wendepunkte  liegen  u.  s.  w.  Alle  Reihen  verlau- 
fen also  auf  der  negativen  Seite  ähnlieh ,  wie  die  oben  betrachtete ,  sie 
werden  flacher  für  wachsende  ^  und  verschwinden  für  sehr  grosse  negative 
Werthe  von  ^. 
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Geben  wir  nun  zur  Bestimmung  des  Gesaramt-Intcgrales  der  DifFeren- 
tialgleichung 

über.     Nach  dem  Früheren  ist  dies 


0 


—  1     —u    — ^:«   ^ 

u  .  e  ,  e    ,du 


Prof.  Kirch  ho  ff  wandelte  dies  darch  Grensbetraehtangen  in  folgende 
Reihen  um: 

»l^f+^'•Ä+^ti^••If.+ -^-1 

+  [2^{0)—log.mt^].if{\,if). 

Die  neue  in  diesem  Attsdmcke  auftretende  Reibe,  die  wir  ans  ^(l)p)  offen- 
bar erhalten,  wenn  man  jedes  Glied  mit  dem  Factor  1+  4  +  i+  ••• 

-|- multiplicirt ,  wollen  wir  näher  betrachten^  sie  soll  durch  6(ff,^) 

n  —  1 

bezeichnet  werden.    Es  würde  demgemäss  also  durch  6(1,^)  folgende 

Reih«  beeeichnet  werden : 


«      1  «.a  +  1      1-2  «.«+l.«  +  2       1.2.3^ 

JTfir  dlAse  findet  man  ohne  Weiterea  durch  Differentiation  das  Gesetz : 

d»e(a,p)     rf"v(«,p)  n  .     1     .    1    ,        .       1 


if^»       ^       dQ*       )a'^a  +  i^a'\ 


+2  ■  '  a+n  — 1 


«.a  +  l.a+2.a  +  3 a+n— 1* 

Bedeutet  ß  eine  ganze  Zahl,  so  folgt  also  hieraus : 

«(,+...)=..,...,....Fir-^^-(,+i+i+....+,-ij).^} 

Auch  bei  Betrachtung  der  Reihen  S  kommt  es  also  darauf  an,  die  Reihe 
8(1,^)  genauer  zu  kennen. 

Bezeichnen  wir  mit  ^  den  Goefficienten  des  n^^'^-Gliedes  dieser  Reihe, 
also 

(1.2.3 «)«         ' 

10  haben  diese  die  folgenden  Werthe  (durch  log,  a.B^  sind  die  künstlichen 
Logarithmen  der  Coefficienten  der  Reihe  ^{h^)  angegeben): 
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n 

An 

log.  a.Bn 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
0 
10 

1 

0,375 

0,050025025925 

0,003616808148148 

0,00015856481481 

0, 

1,30704000868 
2,44360740024 
3,23057751660 
5,84163750702 

0,0000047260802460 

0,0000001020745500 

0,00000000167180481 

0,000000000021483340 

0,0000000000002242754 

6,28533500716 

8,50513802714 

10,78805805316 

12,88047303714 

14,88047303714 

11 
12 
13 
14 
15 

0,00000000000000180516 

0,000000000000000013528 

0,0000000000000000000810 

0,00000000000000000000042 

0,00000006000000000000000 

16,70768856306 
18,63032607188 
20,41143036726 
22,11018320502 
25,76700077780 

Die  Reihe  6(l,p)  ist  ebenso  wie  ^(1,^)  stets  convergent;  fttr  f  s=0 
verschwindet  sie  anch,  wXchst  aber  für  positive  q  rascher  als  letztere;  fflr 
^=2,20...  haben  beide  Reihen  denselben  Werth.  Ist  ^^0,  so  wird  sn- 
nächst  6(1,^)  negativ  und  erhält  für  ^= — 2,0832...  ihren  Mini mams werth 
—  0,85606...,  wächst  hierauf  und  verschwindet  für  q  =  —  5,5031...;  die 
folgenden  Wurzelwerthe ,  deren  die  Reihe  ebenfalls  unendlich  viele  hat, 
liegen  immer  weiter  auseinander,  je  grösser  q  wird;  sagleich  werden  die 
Maximal-  und  Minimalwerthe  der  Reihe  immer  grösser  nnd  grossen 

Für  die  Coefficienten  A^  kann  man  sich  leicht  folgendes  Bildangsge- 
sets  bilden.     Es  ist 


'+1+1+1+' 


,  ,  nl     nl  n! 


^•  —  ^         (1.2.3....II)*  ""  («!)» 

wenn  man  das  Product  1.2.3....n  durch  nl  bezeichnet. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  setzen  2^«=«!+— +-r'  +  ' 

2         3 

dann  ist 


-^«+1 


_Zn{n+\)  +  n\ 


(n  +  1)!» 

Wir  fanden,  dass  das  Gesammtintegral  der  Differentialgleichung 
d*V      dV 

folgende  Samme  war: 

».©(1,  j)  +  (2«F(0}  -  logtt.9)Mh9)' 
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Wir  können  jedoch  auch  noch  eine  andere  Entwickelnng  finden.     Es  ist 
nämlich 


0  0 

„_|   -4fiF^-       ( 

Da  nun  aber  folgende  Beziehungen  statthaben : 

/»*4t»«rr 
00    .      ^ ^00        ^ /  e  d» 


/*  m-t  -4« Fr  /'2»i  -»*.4Fr 


/ 


e  dv 


0  -   V^Vf 


2 


F- 


ao  ergiebt  sich  unmittelbar: 

f        1  2^.  1.2.3.4.... m    '(4^n'"l 

Diese  Reihe  ist  jedoch  nur  semiconvergent  und  unter  Anwendung  der  von 
Kummer  eingeführten  Bezeichnungen  kann  man  dies  auch  so  schreiben: 

Zu  demselben  Resultate  hätte  man  auch  gelangen  können,  indem  man  in 
dem  von  Kummer  angegebenen  allgemeinen  Resultate 


/■ 


— «  — if  — ^:ii 
u  .  e  .  e  .   i^ii=J7{a— l).i(;(l— a,^)+JI(— «— 1).^« -^(1+«,^) 


statt  der  Reihen  ip  die  Transformation  in  die  Reihen  ^  und  JT  yorgenommen 
und  nach  dieser  Umsetzung  a  ==  0  genommen  hätte. 

Wie  wir  oben  sahen ,  ist. nun  die  Kenntniss  der  beiden  Reihen  ^  und 
9  und  ebenso  die  des  allgemeinen  Integrales 

—  1  —I»  — ^:tt 
u  .  e  ,  e    *  du 
Ö 

von  Wichtigkeit,   und   um   durch    Versuche  die  Uebereinstimmung   der 

Wärmetheorie  namentlich  mit  der  Wirklichkeit  zu  constatiren,  bedarf  man 


/: 
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der  Zahlen werthe;  es  schien  daher  nicht  nnpaasend,  in  einer  kleinen  Tafel 
d  ie  Werthe  dieser  drei  Grössen  nebeneinander  zu  stellen.  Die  erste  Co- 
lumne  giebt  den  absolaten  Werth  von  q,  die  zweite  den  Werth  ^(19  + ^)t 
die  dritte  ^(i,_p),  die  vierte  6(1, +  p),  die  fünfte  ©(!,— ^  «^d  endlich 
die  letzte  den  Werth  des  Gesaoimt-Integrales ,  wobei  aber,  wie  ans  allen 
obigen  Entwickelangcn  zu  ersehen  ist,  q  positiv  zu  nehmen  ist,  da  sonst 
imaginAre  Grössen  auftreten.  Die  Werthe  sind  alle  mittelst  eilfziffriger 
Logarithmen,  resp.  durch  directe  Rechnung  bestimmt. 


Q 

^(h  +  Q) 

*(1-^) 

e{h+Q) 

e{h-Q) 

/  -1  -u-rn 
J  u  .  e  .  e   .  du 
u 

0,0 

1,00000 

+  1,00000 

0,00000 

0,00000 

+  00 

0,1 

1,10253 

0,90247 

0,10380 

—  0,09630 

.  1,47347 

0.2 

1,21023 

0,80978 

0,21541 

0,18540 

0,98148 

0.3 

1,32326 

0,72176 

0,33516 

0,26760 

0,75587 

0,4 
0,5 

1,44183 

0,63826 

0,46335 

0,34317 

0.58334 

1,56608 

+  0,55913 

0,60035 

—  0,41239 

0,47828 

0,6 

1,69623 

0,48422 

0,74648 

0.47554 

0,40126 

0,7 

1,83246 

0,41338 

0,90211 

0,53288 

0,34245 

0,8 

1,97496 

0,34647 

1,06746 

0,58449 

0,20564 

0,9 
1,0 

2,12393 

0,28835 

1,24334 

0,63109 

0,25853 

2,27958 

+  0,22389 

1,42970 

—  0,67246 

0,22777 

14 

2  44213 

0,16796 

1,62709 

0,70898 

0,20215 

1,2 

2  61178 

0,11543 

1,83591 

0,74088 

0,18051 

1.3 

2,78875 

0,06618 

2,05658 

0,76837 

0,16206 

1.4 

2,97328 

+  0,020088 

2,28942 

0,79156 

0,14597 

1,5 

3,16559 

—  0,022966 

2,53419 

—  0,81197 

0,13040 

1,6 

3,36592 

0,06310 

2,79404 

0,82648 

0,12037 

1,7 

3,57451 

0,10041 

3,06653 

0,83838 

0,10980 

1,8 

3,79161 

0,13502 

3,35313 

0,84687 

0,10046 

1,9 
20 

4,01747 

0,16704 

3,65333 

0,85114 

0,09014 

4,25235 

—  0,19655 

3,97066 

—0,85432 

0,08495 

2,1 

4,49652 

0,22366 

4,30262 

0,85362 

0,07815 

2,2 

4,75026 

0,24848 

4,65072 

0,85019 

0,0722» 

2,3 

5,01383 

0,27108 

5,0)552 

0,84419 

0,06677 

2,4 
2,5 

5,28752 

0,29158 

5,39758 

0,83577 

0,06202 

5,57162 

—  0,31005 

5,79746 

—  0,82507 

0,05763 

2,6 

5,86644 

0,32657 

6,21574 

0,81224 

0,05904 

2,7 

6,17227 

0,34124 

6,65304 

0,70743 

0,04098 

2,8 

6,48943 

0,35414 

7,10995 

0,78076 

0,04600 

2,9 
30 

6,81823 

0,36534 

7,58712 

0,76235 

0,04362 

7,15000 

—  0,37493 

8,08517 

—  0,74233 

0,04082 

3  1 

7,51207 

0,38297 

8,60478 

0,72080 

0,03819 

3,2 

7,87778 

0,38954 

9,14665 

0,69794 

0,03579 

3,3 

8,25648 

0,39471 

9,71143 

0,67380 

0,03361 

3,4 

8,64853 

0,39854 

10,29984 

0/M851 

L     0,03159 

Von  Dr.  Ad.  Drokkb. 


409 


Q 

^ih  +  9) 

*(li-p) 

e(l,+(>) 

e(l,-v) 

J  u  .  e  .  e  .    du 

3,5 
3,6 
8,7 
3,8 
8,9 

9,05428 

9,47412 

9,90840 

10,35754 

10,82191 

—  0,40111 
0,40248 
0,40271 
0,40186 
0,40000 

10,91262 
11,55050 
12,21428 
12,90469 
1362256 

—  0,62216 
0,59483 
0,56368 
0,53774 
0,50813 

0,02972 
0,02806 
0,02649 
0,02508 
0,02302 

4,0 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

11.30192 

11,79798 
12,31054 
12.84001 
13,38680 

—  0.89716 
0,39341 
0,38880 
0,38339 
0,37721 

14,36870 
15,14395 
15,94915 
16,78521 
17.65302 

—0,47791 
0,44719 
0,41601 
0,38448 
0,35266 

0,02282 
0,02115 
0,02007 
0,01904 
0,01804 

4,5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 

13,95141 
14,53427 
15,13585 
15,75664 
16,39711 
17,05770 

—  0,37034 
0,36280 
0,35464 
0,34590 
0,33644 

—  0,82695 

18,55348 
19,48764 
20,45615 
21,46033 
22,50104 
23,57931 

-  0,32002 
0,28832 
0,25610 
0,22377 
0,19145 

—  0,15919 

0,01709 
0,01617 
0,01533 
0,01459 
0,01387 
0,01836 

XVI. 

lieber  die  Hauptkrttnunungshalbmesser  einiger  Flftchen. 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 


Die  orthogonalen  Coordinaten  o:,  y,  z  eines  Punktes  einer  Flftche  seien 
Fanctionen  eweier  unabliHngigen  Veränderlichen  u  und  v.  Setzt  man  sur 
Abkürzung: 

öf)V6?)VG^)'='' 

dxdxdydyd^dz^ jb» 

du  dv       du  dv      du  dv 


2) 


a««   S'y   d*t 

a«»'  8«»'  dw 

dx    dtf     dz 
du'  du'    du 

=  A 

dx    dy     dz 
dv'  dv'    dv 

^  d^  ^ 
dv*'  dt^'  dv" 

dy    d_z 

du'  du 

dy    dz^ 
dv'  dv 


dx 

du' 

dx 
dv' 
d'z 


—  B 


d^x     d^ 

dudv'  dudv'  dudv 
dx       dy      d_z 
du'       du'      du' 
dx^       dy      dz 
dv'      dv'      dv' 


=c, 


80  sind  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  im  Punkte  {x^  y,  z)  X  und 
R'  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

-.  1.1         AG+  BE~2CF 

3) 


1         1         AG+  BE' 


4) 


BR'' 


AB  —  C* 

{EG  —  F^y 
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Die  Determinante  AB  —  C*  lässt  sich  durch  die  Differentialquotienien 
von  Ey  Fy  G  nach  u  und  v  ausdrücken,  was  zuerst  Gauss  bei  der  Aufstel- 
lung seines  berühmten  Theoremes  über  die  Abwickelung  der  Flächen  be- 
merkt hat  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1)  nach  u  und  v  findet 
man: 


dx  d^x  ,  dy  d^y  ,  dz  d*z 


du  dt^ 

dx  dFx 


du  du^ 


dv  dv*  '^  dv  a»«"'"^" 


dx   Vx 


du  dv? 

dz  d^_ 

dv  dv"" 
dz     9z 


5) 


du  dudv 
dx  Vx 


'^  du  dudv      du  dudv 


1-^ 


a»y 


+1? 


du 


dv  dudv      dv  dudv 
dx  d*x      dy  d*y      dz  d^z 
dvdti^'^dvdi^'^dv  du* 
dx  9x      dy^  ^  jt  ^^  ^ 
dudl^'^dudv^'^duF? 


dv  dudv 

dF 
du' 

dj[ 

dv' 


1  ^ 

2  du 

1  ^ 

2  dv 

=1  £^ 

~  2   dv 

—  1  11 
^  2  du 

2   dv 

±  i^ 

2  du' 


Differentiirt  man  die  dritte  und  fünfte  der  vorstehenden  Gleichungen  nach 
v,  bildet  dann  die  Differenz 

d^F       d*£ 
dudv      dv"' 
differentiirt  man  femer  die  vierte  und  sechste  der  Gleichungen  5)  nach  t/, 
bildet  die  Differenz 

d^F       d*G 

dudv      du^' 

00  giebt  die  Addition  der  so  erhaltenen  Gleichungen 

d'F      9 

zßL      ■K    rw  rni"  n  •WM.  WM  ■wt 

6) 


2\dv'      dudv'^dvf)     \dudv)'^\dudv)'^\dudv) 


dudv     d\ 
Mit  Bttcksicht  anf  die  Gleichungen  ö)  findet  man  ans  2) 


^J  = 


dt^do' 


2  du' 
du       2  dv' 


dt^  dv"  dv 


2  du' 


i_dG- 
2  dv 


E, 


F, 


C'  = 


/  d^x  Y 


2  8»' 

j_ac 

2  du' 


dE 
dv' 

E, 


i_dG 
2  du 

F 
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Mittelst  dieser  Gleichungen  und  6)  lässt  sich  die  Gleichung  4)  in  folgende 
Form  bringen : 


{EG-^F^Y  _ 


4V_ 


Ä'Ä" 


2{EG-F^)i] 


dl    dv      du     \      d  l    du      dv     |> 

}u\y(EG'-F*)/'^dv  \y{EG-'F*y\ 


^.     C,      F 

d_E  dG_  dF 
du'  du'  du 
dJE  dG  dF 
dv'  dv'  dv 

Die  Determinanten  A,  B^  C  lassen  sich  durch  die  Differentialquotienten 
nach  u  und  v  der  Quantitäten  E^  F,  G  und  Ä»=a:*  +  /  +  »*  darstellen. 
Man  findet  leicht: 


^y 


+  » 


a»« 


dudv^    dudv 


Setst  man : 


8) 


^1    y,    2 

^iT  9y  ^» 
dli'  du'  du 
dx  dy  d9^ 
dv'  dv'  dv 


=  A, 


so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  7)  für  Ah^  Bh  und  Ch  Fol* 
gende  Gleichungen: 

du\    du)         ' 

2  du' 

du        2    dv' 


Ah^ 


«u       dv 
E,        F 

r,     G 


Bh  = 


^("'1?)-«. 


dF 

dv' 


\_dG 
2du' 

2  a»' 


F,        G 
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CÄ  = 


U"'^-'- 


du        cv 


2  dv' 

2  du' 

Darch  Substitution  diefler  Werthe  voa  J^  Bj  C  nimmt  die  Gleichung  3)  fol- 
gende Form  an: 


—2(i?C— /•»)', 
oder  einfacher: 


9) 


Für  das  Quadrat  von  A  erhKlt  man  ans  8)  leicht  folgende  Gleichung : 


1f  = 


du 


ov 


du 
ov 


oder 


,0,     (^J=.«_.-.(-)--«(-)V,.- 


dv' 


Bemerkt  man,   dass   die  Gleichung  der  bertthrendeu  Ebene  im  Punkte 
(s,  jf,  t)  folgende  ist 

^^^    >\dudv    dudvj     ^' 

so  erhfilt  man  für  das  Perpendikel  p ,  gefällt  ans  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  auf  diese  Ebene,  folgende  Gleichung : 

^       EG  —  F^ 
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IL 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  gestatten  eine  elegante  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  des  endlichen  Hauptkrümmungshalbmessers  einer  develop- 
pabelen  Fläche. 

Die  Coordinaten  $,  17,  {;  eines  Punktes  einer  Cnrve  doppelter  Krüm- 
mung seien  Functionen  einer  Variabelen  11,  ds  das  Bogenelement,  q  der 
Krümmungshalbmesser  und  r  der  Torsionsradius.     Sind : 

a    ß    Y 

X     (i     V 

a     b     c 

die  Winkel ,  welche  respective  die  Tangente ,  der  Krümmungshalbmesser 

und  die  Normale  zur  Krümmungsebene  mit  den  Coordinatenaxen  bilden, 

80  hat  man  folgendes  System  von  Gleichungen: 

»g  ds     dv  ^ds     dt  ds 

du  du    du  '^du    du  'du 

dcosa cosXds     dcosß cosßds     dcosy cosvds 

du  Q    du'      du  Q    du*      du  q    du 

1t)         dcosa cosXds    dcosb  ^^cosfids    dcosc cosvds 

du  r    du*      du  r    du*      du  r    du 

dcosl fcosa  .cosa\ds     dcos^ fcosß      cosbXds 

du  \   ^     "^  "T'Jdü*    '~du         ^\Q~"^^r^)dti 

dcosv (^^^y  t  cosc\ds^ 

du  \  ^  r  /du 

(Vergl.  hierüber  Serret  im  Journal  de  Math^matiques  t.  XVI.,  I.  s^rie.) 

Bezeichnet  man  durch  v  die  Distanz  eines  Punktes  {x^  y,  z)  einer  de- 
veloppabelen  Fläche  vom  Punkte  (|,  1},  ^)  der  Wendecurve  auf  der  Gene- 
ratrix,  bestimmt  durch  die  Winkel  a,  ßy  y^  bo  hat  man  folgende  Gleich- 
ungen : 

x  =  ^  +  vcosa 

y  =  fl  +vcosß 

«  =  f  +  vcosy. 
Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  u  und  r,  so  erhält  man, 
mit  Rücksicht  auf  11): 

dx      f  ,    V        \ds     dx 

—  =  {  cosu  +  —  CO«  i )  r-     —^=^cosa 
du      \    ,  (f  J  du     dv 

^y     (     /,  .  «^       \^'    ^y         a 

—  =  1  ro j  j5  +  —  CO  j  |x  )  —     —^=cosß 
du      \      ^       q        ^Jdu    dv 

(  .    V  \ds     dt 

^\^,osyJt-cosv)Y^     Y^^cosy. 


dz 

du 
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Für  E.  G,  Fy  R^-,  jR-^  findet  man  folgende  Werthe: 
du       ov 

OU  I  (^)  ^  '^ 


und  hieraus : 


Ä  ^  =  {coja  +  i^cos/J  +  ico5y  + 1; 


ylEG—F*)  ~  ^^^     +VC08(i  +  tcos V 
Ej^  —  F  — 

—  (Sco*  X  +  iy  cos^  +  fco*  v)|  — . 


Die  Gleichung  9)  geht  hierdurch  über  in  für  l('=  od 
^ 

Ans  10)  findet  man  loicht: 
folglich : 


Ä  r   du 


Ä=  +  (gco«a  +  ^co*6  +  fco*c)— ^, 

^  ou 


Das  doppelte  Zeichen  bezieht  sich  auf  zwei  äquidistante  Punkte,  welche 
™i^  (£)  ^9  £)  <^ii^  derselben  Generatrix  liegen. 

m. 

Die  Bestimmung  des  endlichen  Hauptkrümmungshalbmessers  einer 
developpabelen  Fläche  ist  ein  besonderer  Fall  des  Problemes,  die  Haupt- 
krämmungshalbmesser  einer  windschiefen  Fläche  zu  bestimmen.  Das  fol- 
gende Verfahren  möchte  wohl  das  einfachste  sein. 

Die  Winkel,  welche  die  Generatrix  einer  windschiefen  Fläche  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  seien  /,  m,  n;  ferner  {x^  y,  z)  ein  Punkt  der 
Fläche  auf  dieser  Generatrix  und  v  seine  yariabele  Distanz  vom  Punkte 
(lif  ^M  ii)  der  Strictionslinie.  Für  x,  y,  z  finden  dann  die  Gleichungen 
statt: 

a;  =  |t  +  vcosl 
y  =  iji  -|-  vcosm 
«  =  {i  +  vcosn. 
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Die  Quantitäten  |„  17,,  (,  und  /,  m,  n  werden  als  Functionen  einer  Varia- 
belen  u  angesehen.     Bekanntlich  ist  die  Strictionslinie  einer  windschiefen 
Fläche  die  Folgereihe  der  Funkte,  in  welchen  die  succesiven  Oeneratricen 
sich  am  nächsten  kommen. 
Auf  den  beiden  Geraden 

cosl  cosm  cosn 


13) 


dcosl                  ,     dcosm  ,     dcosn 

cosl-i-e—r —        cosm  +  i—- cosn+$- 


du  du  du 

seien  £,,  i/i,  (|  und  |',,  fi\^  t^^  die  beiden  Endpunkte  ihrer  kürzesten  Distans. 
Bezeichnet  g  eine  Unbestimmte,  so  hat  man  offenbar 

H)  ^,_,^,  =  ,_+^|^eo,m  +  .-^^j 

1/       f.         ^ft    ,     /^  ,     dcosn\ 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  den  Cosinus  der  Winkel  pro* 
portional,  welche  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (Jj,  iji,  fj)  (f ,,  i|'j,  f,) 
mit  den  Axen  bildet,  da  diese  Verbindungslinie  auf  jeder  der  Geraden  13) 
senkrecht  steht,  so  finden  die  Relationen  statt: 

ii'i— ii)  cosl +  {fi\—fii)  cosm +{f^t-'t^)  cosn =0 

Wegen 

dcosl   ,  dcosm  ,  dcosn 

cosl—z h  cosm—^ —  +  cosn  - 


du     '  du  du 

und  der  Gleichungen  14)  werden  diese  Relationen 

:r^COSl+  -;r^  cosm +  :r^  cosn  =r=: ^ 

du         ^  du  ^du  e 

dljdcosl     d  fii  dcosm     dji dcosn 
du     du   '^Jü    du    '*'du    du 
,     r/dcosiy  ,   /dcosmV  ^   /dcosnyi       ^ 

Durch  Elimination  von  g  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

15) 
3|i  dcosl      dr}i  dcosm      8f,  doosn 

du    du         du     du         du    du 

/di,       ,.atj,  .dt,        \rfdeost\*/dcosm\*rbcosH\*-\ 

(d^''''+j^''''"+d^'''V[[-d;i-)  +  [-dir)  +  [-dir)  J 
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Sind  die  beiden  Geraden  13)  zwei  snccessive  Generatricen  der  wind- 
schiefen Flftche,  8o  convergirt  t  gegen  Null,  die  Gleicbang  15)  wird  dann : 

^«x  ^Si  ^cosl  ,  drii  dcosm  .  dt  dcosn 

10)  r t-T Y-- — =0. 

du     du         du     du         du     du 

Dnrch  diese  Gleichung  ist  die  Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche 
characterisirt. 

Aus  den  Gleichungen  12)  findet  man : 


17) 


dx      a|,  ,     dcosl    dx 
du      du  du      dp 


^x 
dudv' 


dcosl 

'"dir 


und  ähnliche  Aasdrttcke  fttr  die  Differentialqnotienten  von  y  und  z.     Man 
setze  znr  AhkUrzung: 


(de0$r\*  ,  /dcotmy  ,   /dcosn\*     { ^ds\* 


18) 


a««"*"~äir  dtf~^\du) 


du  dti 


?  +  • 


du 


^—  cosl  +  -JT-  cosm  +  :r—co8n  =  :r—  cos o, 
du  du  du  du 

wo  dsi  das  Bogenelement  der  Strictionslinie  bedeutet  und  m  der  Winkel 
ist,  welchen  die  Strictionslinie  mit  der  Generatrix  bildet.  Die  Gleichun- 
gen 16),  17)  und  18)  geben  dann  für  E^  F^  G^  J,  B  und  C  der  Gleichungen 
1)  und  2)  folgende  Werthe: 

19) 

^=(|^)*(i+«^n,  G=i,  F=|jco»«,,n£G-^)=|^'K«'«'«+«^i>') 


5  =  0 
a'l,        a*co»/    8*»j,        ^co$m 

d^^"  8««  '  a«*"^"   du*  ' 


a'fi         dcosn 

dlf'^^~dlF~ 

aii        dcosl    dit\        dcosm    af,        dcosn 


f^  +  ^ 


dcosl 


du  ' 
cosl, 

dcosm 

~dir' 


du 


+  v 


du 


c= 


d^t        dcosl    drji  ,     dcosm 
du  du        du  du 

cosl^  cosm, 

ZeiUchrirt  f.  Mathemotik  a.  Physik.  VIII. 


du 

cosm^ 
dcosn 

öf,  ,     dcosn 
d^^  +  '-JtT 
cosn 


+  v 


du 
cosn 


cosl,     cosm,    cosn 
dcosl  dcoSm  dcosn 

dir 

du 


du  '    du  ' 

du'        du' 
28 
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Das  Quadrat  von  C  ist: 
1, 


C*  = 


du 


-CO,«.,   0.        (^j 


=..^.„(|jy 


Hieraas  folgt: 
20) 


±^  =  KföJ'^- 


Differentiirt  man  die  Gleichung  16)  nach  u,  so  folgt  mit  Bflcksicht  auf  18) : 
dlx  S^eosl  _^  drji  d^cosm  ^  afc  d^cosn 


l^  rL_rrr:  -l  ui»  :  4.  _ 


-om- 


Aus: 


folgt: 


dcosl  ,  dcostn   ,  dco^it 

CO«/  — r h  co*m  — T —  +  cosn  —r —  =  0 

du  du  du 


d*cosl  ,  d^cosm  .  d^cosn 

cosl    ^  ^  +cosm    ^  ^ — \'eosn' 


du* 


d^ 


d^ 


=-K^')'+(^)'+(^)'H-(''fe)* 

Mittelst  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  für  das  Product  der  beiden  Deter- 
minanten Ä  und  C\ 

—  (co««5-M— rPMT— 1,         -^cosn,         1 
^M\  duj  \duj  du 


AC  = 


d.i. 


AC 


-  =  v^P*{O^P*cosw)  +  Qsm*io 


0' 

a«,  \  ö«  du    ) 

d 


du 


^  ^  2  dSi  du\stn*mj 


du 
Wegen  des  obigen  Werthes  von  C  wird  folglich : 


-7!^^     ^^~    "'"^"^^^  ^^^!E^  ^^Viiiivi} 
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Durch  Sabstitution  dieses  Werthes  von  A  und  der  Werthe  von  E^  Fj  G,  C 
ans  10)  nnd  20)  gehen  die  Gleichungen  3)  und  4)  über  in : 


Bezeichnet  man  die  Werthe  von  K  und  R"  im  Punkte  ($i ,  17,  ^  ||)  der 
Strictionslinie  durch  r^  und  r| ,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  21)  und  22) 
zwei  Gleichungen  fttr  r^  und  r,,  wenn  r  =  0  gesetzt  wird.     Man  hat  also: 

1         1  _Q^2P*cosm 
Ti       r,  Psin^n 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht: 

Vi       r,y^(— r.r.) 
Wn*«      |1    ,    1    ,  1  J 

Q  —  P«COS(ö  =  -r^ r  <--+-  +  ,77 r  cot»  }. 

Die  Gleichungen  21)  und  22)  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  der  yorstehenden 
Gleichungen  schreiben : 

24)  _ 

1 

k(-r.r,)| 


/Tä"  J  ^ V« 


r.r, 


1'« 


Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  zuerst  Bertrand  auf  eine  sehr  compli- 
cirte  und  mühsame  Art  abgeleitet.  (Journal  de  Math^matiques  t«  XV.  332). 
Die  Gleichungen  23)  nehmen  besonders  einfache  Formen  au  für  die 
windschiefen  Flächen  mit  orthogonaler  Striction.  Eine  solche  Fläche  wird 
aus  den  Geraden  gebildet,  welche  in  jedem  Punkte  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  auf  der  KrümmuDgsebene  senkrecht  stehen.  Diese  Fläche  heisst 
nach  Saint-Venant  die  Fläche  der  Binormalen.  (Journal  de  T^cole 
polyt.  t.  XVIII.) 

28* 
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Haben  a,  |3,  y^  n,  6,  c,  1,  fi,  v  wieder  dieselbe  Bedentang  wie  in  II ,  so 
muss  man  in  den  Gleichungen  12)  $i:=S,  171^=^9  &  =  £«  /c=a,  ms 6, 
n^=^c  nehmen.     Die  Gleichungen  18}  nnd  23)  werden  dann: 

^*=;^'  ^=h^^  ""^'^^^ 

Die  windschiefen  FlSchen,  gebildet  aus  den  Haaptnormalen  einer 
Curve  doppelter  Krümmung,  führen  zu  keinen  einfachen  Resultaten;  es  ist 
indessen  sehr  bemerkenswerth ,  dass  sich  in  diesem  Falle  der  Zähler  von 
21)  oder  24)  als  Product  zweier  reellen  Linearfactoren  in  Beziehung 
auf  V  darstellen  lässt. 

Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  von  II  hat  man  folgende  Gleich- 
ungen : 

25)  ni  =  iy +  ?<?o«^, 

Durch  Differentiation  nach  u  folgt: 

r-^=    ( 1  —  -  )  cosa—^  cosa    —  +  -^  cosl 
ou       L\         Q/  r         jou      du 

^>  l^■=[('-7)-•'-7-»]^^l->"• 

77-=    (1  — —  )co*y  —  ^cosc  \- — h  -^cosv. 
(^u       L\         qJ  r  Jdu     du 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  geben : 

Die  Gleichungen  26),  respective  mit  cos l^  cos^^  co«  v  multiplicirt  und  addirt, 
geben : 

du  du 

Diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  27),  giebt : 

Für  /  =  i,  m  =  j«,  «  =  v  geben  die  Gleichungen  18) : 
'^XduJ       dul       nduV        Q  Jdu^  rdu\rduJj^\r'^Q*J\duJ  du 
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f  \duj  L    2   3«       2   a«  J" 

Ans  diesen  Oleichnngen  findet  man : 

,— — \  =  stn*  m }-^  =  ««*«»  — 

la£,(  j«  gQ 

du) 

"  )Ss,l»St\  du  du  J2(f 

[  du  )  cu 

1  sin*  m/d  logg dloggX     r* 

T    dst\  du  du  )'d* 

^dZ 

0-2i>'oo,«  =  -if^(^  +  ^^).^. 
2    ds,  \  du  du   J    p' 

Duroh  Substitution  dieser  Werthe  von  P*,  Q  —  P^eosm^  Q  —2P*cosn  geht 
die  Gleichung  21)  Über  in: 

2P — - 

Y— 

99'       ' 


gqr* 
Da  nun 


r^  r* 


so  wird  die  obige  Gleichung : 

Diese  Gleichung  ist  für  die  allgemeine  Betrachtung  windschiefer  Flächen 
von  Interesse. 

IV. 
Die  Gleichungen  11)  lassen  sich  sehr  vortheilhaft  anwenden  zur  Be- 
stimmung der  Hauptkrümmungshalbmesser  einer  Fläche,  welche  durch  eine 
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Kugelfläche  von  variabelem  Radius  erzeugt  wird ,  deren  Mittelpunkt  sich 
auf  einer  gegebenen  Carve  bewegt. 

Die  Coordinaten  i,  ti,  i  eines  Punktes  der  gegebenen  Curve  nnd  der 
variabele  Halbmesser  R  der  Kugelfläche  seien  Functionen  von  u.  Mit  Bei- 
behaltung der  Bezeichnungen  von  II  folgt  die  Gleichung  der  einhüllenden 
Fläche  aller  Kugelflächen  durch  Elimination  von  u  zwischen  den  Gleich- 
nngen : 

(x-|)»+(y-i»)'+(t-ö'=Ä« 
30)  dR 

{x—S)cosa  +  (i/—fi)cosß  +  (z  —  i)co$yz=  —  R-^. 
Setzt  man  zur  Abkttrznng : 

so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen   durch  folgende  drei  Gleichungen 
ersetzen,  in  denen  v  ein  variabeler  Winkel  ist: 

o:  ==  I  — pcosa  +  J  (coskcosv  +  cosasinv) 
30)  y  =  V  — pcosß  +  J(co8(ico8v  +  cosbsinv) 

z  =:  t — pcosy  +  J{cosvco8v  +  eoscsinv). 
Durch  Differentiation  nach  u  giebt  die  erste  Gleichung : 

dx     rds   dp  Jds        1  I       du    ^du         ,    Jssmv     ds    il 

—  =    — -r —C08v\C0Sa+\ C08V  +  J' P^'-  \cOSl 

du     tou  du    Q  du        j  L.        J  du    r       du  ^ 

du         du  .  ds  cosv  I 

+  L — j — ««"-'^äii— J~'«. 


oder  einfacher : 


wo: 


dx 

r—  =  Lcosa  +  McosX  +  Ncosa , 

du 


ds      dp      J  ds 
du      du       Qdu 


Da 


«-V  j.  du         du  ,    .^*    sinv       pds 

31)  Jn  = COSV  +  J-T-. ^-- 

'  J  du     r         Qdu 

„         du         du  ,             ds  cosv 
jV= ^ui,  —  j ^ 

J  du    r 


^dZ~^Vu^ 
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80  lassen  sich  M  und  N  auch  auf  folgende  Weise  durch  L  ansdrtteken: 
pcosv      ,ds/J       P    .    \   . 
J  du\r        Q         ) 


\B%nv 


32) 


y  =  ^J^L. 


cu\r        Q         J 


COSVy 


also 


Mcosv  +  Nsinv  s=  --  Z. 


Mittelst  der  Gleichungen 

dx 


— -  sz^Lcosa  +  Mcosl  +  Ncosa 

du 

-—  =  J( —  cos  k  sin  V  +  cos  a  cos  v) 
dv  ^  ' 


und  vier  ähnlichen  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  von  y  und  z, 
erhält  man  für  E^  Fy  G  der  Gleichungen  1)  folgende  Werthe: 

33)       C=i^« 

F  =  J{Nco8v  —  Msinv)=:  —  ^-f  ( ^sinvj. 


Es  ist  ferner 

dt^ 


\cosa 


Vx     (dl      Uds\  ^(dM     ds  L      dsN\       ,  ,  /dN     Mds\ 

dV^^\d^"rur'''+\Tu+ru'^+r^^^ 

d^x 

—  = — J{coslcosv+cosasinv) 

d'x        ,     dsJ  ,/^8*  dJ  .    \      ^/Jds.        dj       \ 

-—-t=stnv ^  —  cosa+i  —  —cosv-- ^—  stnv )cosl+[  ~  —  smv+  ^-eosv ) 
dudv  du  f^  \r  du  du        )  \r  du         ^  du         / 


Multiplicirt  man  die  Determinanten  Äy  By  0  mit 

co^  er,     cos^y     cosy 


COSky        COSfiy        cosv 

cosüy     cosby     cosc 
wo  4*=1,  also  4= +  1,  so  folgt: 


ÖA 


=  *, 


t€= 


= 

dL 

du 

Mdt     dM      fL       N\dt     dN      Mds 
ifdu'    du'*'\f'^r)du'du        rdu 
L,                        ■          M,                  N 
0,                       — Jsinv,           Jeoiv 
0,                        — Jeosv,       —Jtmv 
X,                                   M,                   N 
0,                        — Jsinv            Jcosv 

dsJ    . 

smv 

du  f 

Jds             dJ   .        Jds    .      .dJ 
,    —  r- cosv— ■^- smv,    —  ^stnv+^-cosv 
rdu             du             r  du            du 

L, 

M,                          N, 

0, 

— Jsinv,                 Jcosv, 

\ 
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Die  Determinante  öA  entwickelt,  giebt: 

[O  T  Q  "1 

{Mcosv  +  Nsin v)  ^ i~  (Mcosv  +  Nsinv)  1 

—  d-^r-    —  (Mcosv  +  Nsmv)  + LI )cosv smv  \ 

dulQ  ^  '         \Q       rj  r  J 


oder  da 


Mcosv  +  Nsinv  =i^  L 


^Ä  du     ^    du  ^       Mds       ^Lds  ,0*1,^.         „        x^ 

-—=: -, L^p  —  ^ 2^— ;r-CO#ü+T (MsmV'^NcOSV)  J. 

L  //*  i^  du         Q  du  du  r  ^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

dp      ds       Jds  ,      ^dR        ds 

du      du       Q  du  ^       du      ^du 

nnd  für  M^  N  ihre  Werthe  ans  32),  so  folgt: 

dA      /RLW  fdsV/j       p    .    V      ^ds 

oder  ^egen  der  ersten  Gleichung  33) 

^A^E-L-. 
L  du 

Analog  findet  man  durch  Entwickelung  der  Determinanten  B  nnd  C: 

L  du\r        Q         J 

Mittelst  dieser  Werthe  von  A^  B^  C  erhält  man  aus  den  Gleichungen  3) 
nnd  4) : 


'(5^  +  f)=s['-ÄI^] 

KBr~R^\}      LR^du] 


folglich : 

Bf~R 
8        1        J*  ds       1        1  ds  R*—p* 


R'      R       LR*du      R       R^duds      dp      ji  ds 

du      du       qdu 
1         1  Ä*— p« 


R       R\       dp      J 

1  —  ^ cosv, 

ds        Q 

Die  Quantität  Z,  welche  in  /2^'  vorkommt,  lässt  sich  durch  x,  y,  z,  die 

Winkel  A,  f»,  v  den  Krümmungsradius  q  und  die  Coordinaten  x\  y\  z   des 

entsprechenden  Punktes  der  Wendecurve  (ardte  de  rehroussement  bei  Monge) 
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aasdrücken.  Die  Wendecnrve  ist  bekanntlich  die  Folgereibe  der  Punkte, 
in  welchen  je  drei  successive  charakteristische  Linien  einen  Funkt  mit 
einander  gemein  haben.  Im  vorliegenden  Falle  ist  die  Wendecnrve  durch 
folgende  Gleichungen  bestimmt: 

Die  letzte  Gleichung  in  Verbindung  mit : 
giebt: 

du  du 

Die  Gleichung  für  R'  geht  hierdurch  über  in: 

R  R*     («' — x)cosl  +  (yf  — y)co8^  +  {«'— «)oo*v* 

oder 


a4.=i 


R'  {x — x)co8k  +  (y'  —  y)co5ft  +  («' — «)  co^^ 

R — [{x — l^co8€i'\^{y — iy)cogfi+(g  —  ^cosvf 

Ä«  '         • 

Für  den  Fall,  dass  p^ssjt  also  —  =  —  repräsentiren  die  Gleichungen 

30)  keine  Fläche  mehr,  sondern  eine  Curve  doppelter  Krümmung.  Die  in 
Kede  stehende  Fläche  wird  nämlich  aus  Kreisen  zusammengesetzt,  deren 
Ebenen  in  der  Entfemnng  p  von  den  entsprechenden  Punkten  (£,  17,  {;)  der 
gegebenen  Curve  doppelter  Krümmung  (Directrix)  auf  den  Tangenten  der 
Directrix  senkrecht  stehen.  Wenn  nunp=R  ist,80  berührt  die  Ebene  eines 
solchen  Kreises  die  variabele  Kngelfläche,  so  dass  eine  Reihe  von  Punkten 
an  die  Stelle  der  Kreise  tritt. 

V. 

Die  einhüllende  Fläche  der  Schmiegungskugeln  ( osculatorischen  Ku- 
gelflächen) führt,  in  Beziehung  auf  die  Hauptkrümmungshalbmesser ,  zu 
äusserst  einfachen  Resultaten.  Ist  (oti,  ^i,  2,)  der  Mittelpunkt  der  Schmie- 
gnngskugel,  welche  dem  Punkte  ($,  17,  {;)  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
entspricht,  so  hat  man  die  Gleichungen : 

or,  =  I  +  fl  co«Ä  —  rx-?  cosa 

OS 

»1  =  1?  +  qcosn  —  r|-  cotb 


cosa 
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Zj  =  f  +  oco«  V  —  r  5^  C08C. 

OS 

Diese  Gleichungen  nach  s  differentiirt  geben,  mit  Bttckf  ieht  aaf  die  Gleieh- 
ungen  11),: 

Setzt  man  ti  =  «,  so  ist  die  einhüllende  Fläche  der  Schmiegangskngeln  das 
Resultat  der  Elimination  von  $  aus  der  Gleichung : 

und  dem  Differentialquotienten  dieser  Gleichung  nach  «,  d.  h.  von: 

{x — x,)  cosa-^-  (y — y^)  co«6  +  (z  —  z,)  co8Cs=^r^. 
Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  durch  folgende  ersetzen : 
x=Xi  +  Q(co8acosv+cosXsinv)  +  r^cosa 

35)  y=yi  +^(co«/?co«i;  +  co5^mt;)  +  r-?co*6 

z  =  z, +  ^(co5yco«»  +  co^vWnr)   +r^co8C^ 

wo  t;  ein  beliebiger  variabeler  Winkel  ist.     Unter  Zuziehung  der  Gleich- 
ungen 11)  und  d4)  findet  man: 

^=:z(cosv^  —  sinvjcosa+    {l  +  8inv)^  +  co8v   co«X— (l+mr)—  cosa 

^-  ^=(—C08a8tnV  +  C08XC08V)Q 
ov  '^ 

_=.^_co,.-(l  +  m.)---_Jco,« 

-[(l  +  «-..)^f  +  (l  +  W«r)i|i  +  ^-f^^ 
:r-:i==  —  q(co8uco8V'\'  cosksiftv 


d8dv  \       08  J  \        08  J  r 

Für  E^  jP,  G  erhält  man  leicht  folgende  Werthe: 

-('+-)'[Ö?)"+(f)>('+l*"")' 
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Mnltiplicirt  man  die  Detenninaiiteii  A^  B,  C  wieder  mit 
cosoy     cosß^     cosy 

CQSXy      COSliy      C08V     =tf=  +   1 

cosüy    cosby    cosc 
entwickelt  die  Prodncte,  so  folgt: 


»A 


Q  1  +  sinv 


(l+mg)« 


['•^-myh-w 


ds 
r         SB 


Q    l+8inv 

r       iC 


Q  l+SmV  ^   \  0  8/ 

Die  Gleichangen  3)  and  4)  gehen  durch  Substitution  dieser  Werthe  von  A^ 
By  Cy  Ey  F uud  G  über  in: 


ds 


8      i 


Für  -p ,  r^  erhalt  man  hiersns  folgende  Gleichangen : 

i  1 


« 


6) 


Ä^^-m 


Der  Differentialquotient  von  ^'  +  '*'  (^)   ^^^^  ^  \V^wi  sich  durch  ^,  -^ 

und  den  Krümmungshalbmesser  q^  der  Curve  des  Mittelpunktes  {x^y  ^i,  2|) 
der  Schmiegungskugel  ausdrücken.  Haben  qi\  s^y  a^  ßiy  yi]  X„  f*i,  Vf  die- 
selbe Bedeutung  für  otj,  y„  Z|  wie  ^,  8  etc.  für  |,  17,  £,  so  geben  die  Gleich- 
ungen 34}  quadrirt  und  addirt : 

(te)=(?+^/l-:)" 
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Setzt  man 


80  geben  die  Gleichungen  34) 

cos  «1  =  —  cos  a,     cos  /J|  =  —  cos  ft,     cos  yi  =  —  cos  c, 
Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nach  s,  so  folgt: 

coslidst cosX     cosfiidsi  cosyi,     cosv^ds^ cosv 

Qt     ds  r    '       Qi     ds  r     '       ^i     ^* "~  r    * 

Addirt  man  die  Quadrate  dieser  Gleichungen,  so  ist 

\q,  dsj—f*' 
oder 

ä,  i.  wegen  des  obigen  Werthes  von  -^ , 

OS 

oder 

Mittelst  dieser  Gleichung  geht  die  zweite  Gleichung  36)  über  in : 

Ans  den  Gleichungen  35)  folgt:    ^ 

{x  —  i)cosX  +  (jif  —  rf)cosii  +  {z  —  l;)co8v  =  Q(i  +  sinv) 
und  da 

so  lässt  sich  die  obige  Gleichung  für  K^'  auch  schreiben: 

£^^_Q!V 1 

R"  Ä'*  {x—l,)cosl+{y^fDcos^+{z^f;)cosv 


XVIL 

üeber  das  Ausströmen  des  Wasserdampfes  aus  einem 
GefiUtse  und  sein  Einströmen  in  ein  solches. 

Von  JoH.  Bauschingeb, 

Lehrer  au  der  kgl.  Gewerbe-  und  Handelsschule  in  Fürth. 


§1- 

In  einer  früheren  Arbeit  (s.  Seite  81  ti.  153  dieses  Bandes)  habe  ich  die 
Vorgänge  bei  dem  Ausströmen  vollkommener  Gase  aus  einem  Gefässe 
and  ihrem  Einströmen  in  ein  solches  näher  untersucht,  indem  ich  die  Prin- 
cipien  der  mechanischen  Wärmethorie  auf  diese  Vorgänge  anwandte.  Von 
grösserer  praktischer  Bedeutung ,  namentlich  für  die  Theorie  der  Dampf- 
maschinen, ist  aber  das  Verhalten  der  Dämpfe  und  insbesondere  das  des 
Wasserdampfes  in  dieser  Beziehung.  Es  ist  der  Zweck  der  vorlie- 
genden Arbeit,  dieses  Verhalten  einer  näheren  Betrachtung  zu  unterwerfen. 
Die  Methode,  mittelst  welcher  dies  geschehen  soll,  ist  ganz  die  nämliche 
wie  in  meiner  früheren  Arbeit;  nur  werden  dort  gewonnene  Resultate  von 
allgemeinerer  Natur  die  Mittel  an  die  Hand  geben,  auf  kürzeren  Wegen 
zum  Ziele  zu  gelangen. 

Zunächst  möge  es  mir,  des  Zusammenhanges  und  besseren  Verständ- 
nisses wegen,  gestattet  sein,  die  zu  den  nachfolgenden  Entwickelungen 
nothwendigen  Formeln  der  mechanischen  Wärmetheorie,  welche  für  Dämpfe 
überhaupt  und  speciell  für  Wasserdämpfe  Gültigkeit  haben,  voranzustellen. 
Ich  nehme  dabei,  wie  überhaupt  immer  in  der  Folge,  als  Einheit  des  Län- 
gen-Flächen-  und  Körpermasses  den  Meter,  Quadrat  und  Cubikmeter  und 
als  Einheit  des  Gewichtes  oder  Druckes  das  Kilogramm.  Die  Tempera- 
tur wird  immer  in  Graden  der  Centesimal-Scala,  vom  Eispunkt  an  gezählt, 
ausgedrückt. 

Im  Allgemeinen  ist  der  Zustand  eines  Körpers,  besonders  eines  durch- 
weg homogenen ,  insoweit  derselbe  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  in 
Betracht  kommt,  durch  seinen  Druck  p  auf  die  Flächeneinheit,  sein  speci- 
fisches  Volumen  v  und  seine  Temperatur  /  vollständig  bestimmt;  und  zwar 
hängen  diese  drei  Grössen  in  der  Weise  von  einander  ab,  dass  jede  von 
ihnen  als  Function  der  beiden  anderen   unabhängig  Veränderlichen  be- 
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trachtet  werden  kann.  Bei  den  Dämpfen,  die  wir  uns,  um  sie  stets  im 
S&ttigUDgszustande  zu  haben,  immer  mit  einer  gewissen  Quantität  der 
Flüssigkeit,  aus  welcher  sie  entstanden  sind ,  verbunden  denken,  ist  der 
Druck  nur  Function  der  Temperatur  allein.  Für  den  Wasserdampf  ist 
diese  Abhängigkeit  durch  die  Regn au  1  tischen  Versuche  näher  bestimmt 
worden.  Von  den  für  diese  Abhängigkeit  aufgestellten  Formeln  werden 
wir  in  der  Folge  keine  benützen ,  sondern  uns  begnügen ,  sie  im  Allgemei- 
nen durch  das  Symbol 

1)  •      P=P(0 

anzudeuten.  In  besonderen  Fällen,  zur  Berechnung  von  Zahlenbeispielen, 
werden  wir  uns  dann  der  aus  Regnault^s  Versuchen  berechneten  Ta- 
bellen bedienen. 

Das  specifische  Volumen  v  eines  Dampfes  ist  aber  nicht  blos  von  der 
Temperatur,  sondern  auch  von  dem  Verhältniss  abhängig,  in  welchem 
Flüssigkeit  und  Dampf  in  dem  betrachteten  Gemische  beider  zu  einander 
stehen.  Seien,  um  jenes  Verhältniss  festzustellen,  in  der  Gewichtseinheit, 
also  in  einem  Kilogramme,  des  Gemisches  ar*  Dampf  und  also  (1 — ar)* 
Flüssigkeit  enthalten;  bezeichne  ferner  8  das  specifische  Volumen  des 
trockenen  gesättigten  Dampfes,  c  das  der  Flüssigkeit,  zwei  Grössen,  die 
nur  von  der  Temperatur  abhängig  sind,  so  ist  offenbar 

v  =  sx  +  {l  — a)<y  =  (* — ö)x  +  <y, 
oder,  wenn  wir  kürzer  s  —  a  mit  u  bezeichnen, 

2)  t?  =  war  +  <y. 

0  als  Function  von  i  folgt  aus  den  Beobachtungen  über  die  Ausdehnung  der 
Flüssigkeiten  durch  die  Wärme;  da  aber  diese  Ausdehnung,  namentlich  bei 
Wasser,  eine  sehr  geringe  ist,  so  kann  a  bei  allen  Anwendungen  auf  die 
Praxis  als  constant  angesehen  und  für  Wasser  gleich  0,001  Cubikmeter  ge- 
setzt werden.  Für  u  giebt  die  mechanische  Wärmetheorie  eine  Formel, 
die  nur  bekannte,  sehr  sorgfältig  beobachtete  Grössen  enthält.    Diese  ist*) 


Dabei  bezeichnet  A  den  reciproken  Werth  des  sogenannten  mechanischen 
Aequivalentes  der  Wärme,  oder  nach  Joule's  Bestimmungen  die  Zahl 

— ;  a  ist  der  reciproke  Werth  des  Ausdehnungscoefficienten  der  voUkom- 

menen  Gase  oder  die  Zahl  273;  r  endlich  ist  die  sogenannte  latente  Wärme 
des  Wasserdampfes,**)  d.  h.  die  Wärmemenge,  welche  nothwendig  ist,  um 
ein  Kilogramm  Wasser  von  bestimmter  Temperatur  in  Dampf  von  derselben 


*)  Vgl.  Clausias  in  Poggendorff  8  Annalen,  Bd.  07,  S.  458,  Formel  VI. 

**)  Der  Kürze  halber  «oU  von  jetzt  an  nur  von  diesem  die  Rede  sein;  die  folgen- 
den Entwickelungen  gelten  übrigens  mit  einigen  hier  und  da  anzubringenden,  von 
selbst  verständlichen  Abänderungen  allgemein  ftir  jede  Flüssigkeit  und  ihren  Dampf. 
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Temperatar  zu  verwandeln.  Nach  Begnanlt  ist  die  gesanimte  Wärme, 
welche  nothwendig  ist,  um  aus  einem  Kilogramm  Wasser  von  0^  Dampf  von 
f  zu  bilden, 

4)  0  =  606,5  +  0,305«. 

Bezeichnet  man  daher  mit  e  die  specifische  Wärme  des  Wassers,  eine 
GrSsse,  die  nach  Regnault  durch  die  Formel 

5)  c  =  l +0,00004^  +  0,0000009^ 
gegeben  ist,  so  ist 

t 

r^=^Q  —  lcdi, 

0 
oder,  obige  Werthe  für  Q  und  c  eingesetzt: 

6)  r  =  600,5  —  0,695  /  —  0,00002  /*  —  0,0000003  (". 
Nach  Clausius  kann  diese  Formel  durch  die  einfachere 

7)  r  =  607  — 0,708« 

ersetzt  werden.  —  Bei  numerischen  Berechnungen  werden  wir  für  u  die 
Tabelle  benutzen,  welche  Zeuner  in  seinen  „Grundzügen  der  mechani- 
schen Wftrmetheorie*'  und  in  erweiterter  Form  in  neuester  Zeit  in  Ding- 
ler's  „polytechnischem  Journal",  Bd.  168,  S.  86—89,  veröffentlicht  hat. 
Das  in  Columne  8  der  letzteren  Tabelle  enthaltene  u  berechnete  Zeuner 
jedoch  nicht  auf  obigem  Wege ,  sondern  mittelst  der  von  ihm  gefundenen 
empirischen  Formel 

8)  Apu  =  Blognal-^  , 

wo  B  und  n  Constanten  und  bezüglich  gleich  30,456  und  100  sind. 

Wenn  die  Gewichtseinheit  eines  Wasser-  und  Darapfgemisches  aus 
dem  durch  die  Grössen  Pp,  t^  x^  Vg,  u^  bestimmten  Zustande  in  irgend  einen 
anderen  p^  t^  a:,  v^  u  übergeht,  ohne  dass  ihr  Wärme  zugeführt  oder  entzo- 
gen wird,  so  findet  zwischen  obigen  Grössen  folgende  Belation  statt:*) 


>  a+t      a+<,    J  a+t     ' 


•    h 


und  die  dabei  geleistete  (oder,  im  Falle  sie  negativ  wird,  absorbirte)  Ar- 
beit ist««) 

t 

10)  L=pux — i»Q«o^o  — ;tK^ — ^0^0+  I  cdn 


*)  Vgl.  Clausius  in  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  97,  S.  460,  Formel  VII. 
**)  Vgl.  Gl  au  Sias,  ebenda«.  8.  463,  Formel  IX. 
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Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  die  beiden  Inte^ale 

t  t 

0  0 

bezüglich  mit  if  und  k  und  hängen  diesen  Bachstaben  in  der  Folge  dieselben 
Indices  und  Accente  an,  wie  dem  /,  der  oberen  Grenze  jener  Integrale. 
Dann  schreibt  sich  die  GleichuDg  9)  auch  so : 

Die  Gleichung  10)  kann  folgend ermassen  umgeformt  werden : 

oder,  wenn  wir  mit  Zeuner 

12)  r  —  Apu  —  Q 
setzen, 

13)  Z  =  — —  (^o:  — ^oaro  +  Ar  — Atq). 

Die  von  Zeuner  sogenannte  innere  latente  Wärme  q  kann  aus  obigen 
Angaben  berechnet  werden.  Zeuner  findet  dafür  die,  allerdings  nur  für 
solche  Dampftempeiaturen «  wie  sie  bei  Dampfmaschinen  vorkommen ,  gül- 
tige Formel 

14)  ^  =1=  575,03  —  0,7882 1 , 

und  hiernach  ist  die  Columne  7)  in  seiner  oben  erwähnten  Tabelle  im 
„Polytechuischen  Journal'^  berechnet.  Dieselbe  Tabelle  enthält  in  Co- 
lumne 5  die  Werthe  von  Apu.  Durch  Addition  der  entsprechenden  Zahlen 
der  5.  und  7.  Columne  kann  also  r  erhalten  werden.  —  Den  Werth 

e 

15)  J=0—Apu~r+  jcdf—Apu^Q+k 

0 

nennt  Zeuner  die  innere  Dampfwärme.  Erfindet  dafür  direkt  aus  Reg- 
nault's  Versuchen  die  allgemein  gältige  Formel 

16)  /  =  573,34  +  0,2342  i 

und  nach  dieser  ist  Columne  6)  jener  Tabelle  von  ihm  berechnet.  Durch 
Subtraction  der  Zahlen  der  7.  von  den  entsprechenden  der  6.  Columne  die- 
ser Tabelle  ergiebt  sich  daher  Ar,  das  jedoch,  wie  obiges  ^,  nur  für  Dampf- 
temperaturen, wie  sie  bei  Dampfmaschinen  vorkommen,  gilt.  In  einer 
Formel  ausgedrückt,  ergiebt  sich  dieses  k  (nach  61.  14),  15)  und  16)): 

17)  ^  =  —  1,69  +  1,0224^ 

woraus  für  c  der,  nur  für  obige  Temperaturen  gültige,  mittlere  Werth 

18)  c  =  1,0224 

folgt.     Es  wird  demnach  auch  für  eben  jene  Temperaturen 
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0 
oder  für  Brigg'sche  Logarithmen 

19)  ir=  2,3542%^^. 

Bezeichnet  endlich  noch  fp  die  Wlrknngsfnnction  der  Gewichts- 
einheit eines  Wasser-  und  Dampfgemisches,  wenn  dessen  Znstand  durch 
die  Grössen  p,  (,  a:,  r,  u  bestimmt  ist,  und  w  dieselbe  Grösse  für  irgend  einen 
Anfangszustand  />,,  f,,  ar,,  r,,  m,,  so  ist*) 

t 

oder  mit  obigen  Bezeiebnnngen  und  ^  =  0  angenommen: 

20)  rV=r=Wi  +  QX QiX^  +k ÄTi. 

§2. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  nun  folgende :  In  einem  Gefässe  vom  In- 
halte F,  dessen  Wände  für  die  W&rme  undurchdringlich  vorausgesetzt  wer- 
den, befinde  sich  gesättigter,  mit  Wasser  gemischter  Dampf  vom  Drucke 
p^^  dem  specifischen  Volumen  v^  und  der  Temperatur  /gj  das  Mischungs- 
verhftltniss  sei  ar^;  alle  übrigen  auf  diesen  Zustand  bezüglichen  Grössen 
bezeichnen  wir  durch  Buchstaben  mit  demselben  Index  0.  In  einem  zwei- 
ten, dicht  daran  befindlichen  Gefässe  vom  Inhalte  V  und  derselben  Be- 
schaffenheit sei  ebenfalls  ein  Wasser-  und  Dampfgemische,  aber  in  dem 
Zustande  p^',  p^',  i^,  or/,  enthalten;  die  übrigen  von  letzteren  abhängigen 
Grossen  versehen  wir  mit  dem  nämlichen  Index  und  Accent.  Der  Druck 
p^  sei  grösser  als  p^.  Ausserdem  denken  wir  uns  das  dem  Dampfe  beige- 
mengte Wasser  in  so  feinen  Tröpfchen  in  demselben  vertheilt,  dass  es  von 
ihm  in  alle  seine  Bewegungen  mit  fortgerissen  werden  und  mit  Leichtigkeit 
den  Aenderungen  seiner  Temperatur  folgen  kann ,  somit  stets  die  nämliche 
Temperatur  wie  er  selbst  hat.**)  Wenn  jene  beiden  Gefässe  mit  einander 
in  Verbindung  gesetzt  werden ,  so  dass  der  Dampf  von  V  nach  V'  über- 
strömt, welches  ist  dann  zu  irgend  einem  Zeitpunkt  während  dieses  Ueber- 
strömens  der  Zustand  des  Wasser-  und  Dampfgemische3  in  dem  Ausström- 
ungsgefässe  F  sowohl,  wie  in  dem  Einströmungsgefässe  V*\  wie  gross  ist 


*)  Vgl.  z.  B.  Zeuner,  Grundzügo  der  mechanischen  Wärmetheorie,  S.  105, 
Pormel  IV. 

**)  Diese  Voraussetzang,  welche  z.  B.  bei  dem  vom  Dampfe  ans  einem  Dampf- 
kessel mechanisch  mit  fortgerissenen  Wasser  sicherlich  erfüllt  ist,  i^t  ebensowohl  für 
die  Lösung  unserer  Aufgabe  überhaupt ,  als  auch  schon  für  die  Gültigkeit  der  obigen 
Formeln  ti),  18)  und  20)  noth wendig. 

Zeitichrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  VlII ,  6.  29 
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ferner  die  Geschwindigkeit  des  durch  die  Oeffnang  fliessenden  Dampf- 
Stromes  in  eben  jenem  Augenblicke;  in  welchem  Znstande  befindet  sich 
der  Dampf  in  jedem  der  beiden  GefXsse  zu  Ende  des  Vorganges,  nachdem 
der  Drnck  in  beiden  GeßisAen  gleichgross  geworden  ist,  und  welche  Dampf- 
menge ist  bis  dahin  übergetreten?  Stattfindende  Reibungshindernisse 
sollen  vorläufig  noch  unbertlcksichtigt  gelassen  werden.  Es  passen  also 
streng  genommen  die  folgenden  Entwickelungen  nur  auf  zwei  Gefüsse, 
welche  durch  eine  Oeffnung  in  dünner  Wand  oder  durch  ein  sehr  kurzes 
und  weites  Röhrenstück  in  Verbindung  stehen. 

In  irgend  einem  Augenblicke  während  des  Ueberströmens  sei  j»,  v,  f,  x 
der  Zustand  des  Wasser-  und  Dampfgemisches  im  Ansströmungs-,  p\  v\  {^ 
X  der  im  Einströmungsgefässe.  Die  übrigen,  von  jenen  abhängigen  Grös- 
sen versehen  wir  mit  einem  Accent  oder  nicht,  je  nachdem  sie  sich  auf  das 
Einströmungs-  oder  Ausströmungsgefäss  beziehen.  Der  Zustand  im  Aus- 
strömungsgefässe  springt  natürlich  nicht  plötzlich  an  der  Oeffnung  in  den 
des  Einströmungsgef^sses  über,  sondern  es  wird  von  einer  gewissen  Fläche 
ah  vor  der  Oeffnung  in  jenem  ersteren  Gefässe  bis  zu  einer  anderen  Fläche 
cd  hinter  der  Oeffnung  im  Einströmungsgefässe  ein  allmäliger  Uebergang 
stattfinden.  Eine  Dampfmasse  dm  (wir  verstehen  darunter  wieder  nicht 
eigentlich  die  Masse,  sondern  das  Gewicht)  vom  Volumen  d  V  wird  an  der 
Fläche  ah ^  v/o  sie  sich  noch  in  Ruhe  und  im  Zustande  p,  i^  x  befindet,  aU- 
mälig  anfangen,  sich  zu  bewegen,  wird  dann  eine  immer  grössere  und 
grössere  Geschwindigkeit  annehmen,  bis  sie  durch  die  Fläche  cd  hinter  der 
Oeffnung  fiiesst,  wo  sie  den  Druck  p  und  damit  auch  die  Temperatur  1* 
im  Einströmungsgefässe  und  zugleich  ihre  grösste  Geschwindigkeit,  die 
eigentliche  Ausströmungsgescbwindigkeit  y  erhält.  Ihr  Miscbungsverhält* 
niss  sei  in  diesem  Augenblicke  mit  (x)  und  ihr  specifisches  Volumen  dem 
entsprechend  mit  (v)  bezeichnet.  Wenn  wir  annehmen,  was  wegen  der 
Kürze  der  Zeit  sicher  zulässig  ist,  dass  die  Dampfmasse  dm  auf  ihrem 
Wege  von  ah  nach  cd  weder  Wärme  abgiebt,  noch  solche  empfängt,  so 
findet  sich  {x)  nach  Formel  11)  aus  der  Gleichung 


21)  a-i?(*')  +  ^'=«-F/*  +  ^- 


Die  Arbeit,  welche  hei  der  hierbei  stattfindenden  Ausdehnung  der  Dampf- 
masse dm  von  derselben  geleistet  wird,  ist  nach  Formel  13) 

22)  dA,^-^j[q{x)—^x  +  U—k]dm 

da  ^  und  k  nur  von  der  Temperatur,  und  nicht  von  or,  abhängig  sind. 

Während  des  Durchflusses  durch  den  Raum  ah  cd  finden  von  beiden 
Seiten  her  Drückungen  gegen  die  Dampfmasse  dm  statt,  deren  Arbeits- 
leistang durch 

dA^=pdV-'pdV' 
ausgedrückt  wird,  wenn  man  voraussetzt,  dass  das  Volumen  der  Dampf* 
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masse  dm  bei  ihrem  Eintritt  in  die  Flftche  cd  gleieh  dV  geworden  ist 
Es  ist  dann 

nnd  daher 

dA^s=[pv  —  p'  (»')]  <'»•• 
Nun  ist  aber  ferner  nach  Formel  2) 

vsssux  +  0 
{v)  =  u{x)  +  a 
nnd  daher 

23)  dJt  =  [pux—pu{x)  +  (j»  —  p)ö]dm. 

Wenn  wir  die  Wirkung  der  Schwere  vernachlässigen,  so  ist  die  ge* 
sammte,  auf  das  Element  dm  übertragene  oder  von  ihm  geleistete  Arbeit: 

dJ,+dJ^^^[{Q+Jpu)x--{Q+Apu){x)+{^'^^l+^(p-p)9]dm, 

oder  nach  Formel  12) 

dA,  +  dA^^j[rX'-r{x)  +  (k'-k')+Alp^p')c]dm. 
Mit  Benotsnng  der  Gleichung  21)  für  {x')  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

24)  dA,+dA,::r.L^rx*^^^{£'-I^')ia+r)^^^ 

Diese  gesammte  Arbeit  wird  blos  dazu  verwendet,  dem  Elemente  dm 
vom  Znstande  der  Ruhe  aus  die  Geschwindigkeit  y  und  somit  die  lebendige 

1     if  fM. 

Potenz /*,  unter  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  =  0,8088*^  ver- 

standen,  so  ertheilen.     Es  muss  daher  die  Gleichung  stattfinden : 

jyy»=j[ra:^,-(ir-ir')(«+0+(*-*')+^(p-p')»]«'«, 

woraus 

25)  f=.U^rx'^-{K-K'){a+{)+{k-k')+A(p-p)i,'j. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  einige  kleine,  in  der  Praxis  meist  zu- 
Iftssige  Vernachlässigungen  sehr  bedeutend  vereinfachen.  Unserer  Be- 
zeichnung gemäss  ist: 

t  t 

oder,  c  als  eonstant  angenommen, 

29» 
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iWenn  niin  die  Temperaturen  i  und  f  nicht  sehr  versehieden  sind ,  so  kann 
man,  da  a  eine  verhältnissmässig  grosse  Zahl  ist, 

a  +  t        ■  /    .    f— A       i—{ 

lognai—.=lognai(l  +  ^==^^ 

setzen.     Damit  wird  aber 

und  man  hat  daher,  wenn  man  ausserdem  das  mit  d  maltipHcirte  Glied  in 
Gleichung  25)  der  Kleinheit  von  c  halber  vernachlässigt,  für  die  Geschwin- 
digkeit y  den  sehr  einfachen  Ausdruck : 

Mit  Benfiteung  der  Formel  3)  kann  man  diesen  auch  schreiben: 

oder  nach  Formel  2)  mit  Yernachlässigung  des  a  gegen  ux 

27)  y=//2i7«'^('-0. 

dp  . 

Der  Differentialquotient  —findet  sich,  mit  g  bezeiehnet,  in  der  von  Clau- 

sius  veröffentlichten  Tabelle  in  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  97,  Seite  555 
bis  5^. 

Zahlenbeispiel.  In  einem  Gefässe  befinde  sich  trockener  ge- 
sättigter Dampf  (^=1)  unter  einem  Drucke  von  2  Atmosphüren  (j9=320668*) 
und  der  entsprechenden  Temperatur  /=120,00'^.  Ausserhalb  des  G^fässes 
herrsche  ein  Druck  von  1  Atmosphäre  und  die  entsprechende  Temperatur 
von  100^.  Mit  welcher  Geschwindigkeit  strömt  der  Dampf  aus  dem  Gefässe? 

Die  Berechnung  ist  nach  den  Formeln  25) ,  26) ,  27)  and  mittelst  der 
schon  öfters  erwähnten  Tabellen,  namentlich  der  von  Zeuner  in  Dingler^s 
Journal,  leicht  zu  fahren.  Um  die  Grösse  der  verschiedenen  Glieder  in 
Formel  25)  leichter  beurtheilen  zu  können ,  setzen  wir  diese  einzeln  hier- 
her.    Es  wird  nämlich 

rar— -—  =  27,304 
a  +  t 

(1^--j&^')(ä+0=  20,989 

(Ä— Ar')  =  20,06 

-4(p— p')<j  =  0,024. 

Die  Formel  25)  ergiebt  also :         y  =  468,51°». 

Die  Formel  26)  ergiebt  dagegen:  }r=476,52"' 

und  die  Formel  itJ)  ergiebt:  y= 475,99™. 

Wenn  sich  in  demselben  Gefässe  atmosphäiiscbe  Luft  von  dem  näm* 
lichen  Drucke  von  2  Atmosphären  und  derselben  Temperatur  120,60^  befun- 
den hätte,  so  würde  ihre  Ausflussgeschwindigkeit  nach  Formel  8a)   oder 
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47b)  mcinar  Vorigen  Abhandlung  (ä.  90  und  106  dieses  Bandes)  468,58"^  be^ 
tragön  haben. 

§3. 
Den  Zeitpnnkti  für  welchen  wir  den  Zustand  des  Wasser-  und  Dampf* 
gemisches  in  beiden  Gefässen  kennen  lernen  wollen,  setzen  wir  zunächst 
dadurch  fest,  dass  wir  den  Druck  p  und  die  entsprechende  Temperatur  $ 
annehmen,  bis  zu  welchen  der  ursprüngliche  Druck  p^  und  die  Temperatur 
t^  in  dem  Ausströmuugsgefäsee  herabgesunken  sind.  Die  in  dem  Aus- 
strdmungsgefässe  zurückgebliebene  Dampfmasse  hat  sich  dann  so  ausge* 
dehnt  (vgl.  meine  vorige  Abhandlung,  S.  02—93  dieses  Bandes),  dass  sie 
ans  dem  Zustande  p^  <«,  x^  unter  steter  Ueberwindung  eines  ihrem  Drucke 
gleichen  Widerstandes  in  den  Znstand  p,  t,  x  übergegangen  ist,  ohne  dass 
ihr  Wftrme  zugeführt  oder  entzogen  wurde.  Bei  gegebenem  p  und  t  findet 
sich  also  x  aus  der  Gleichung : 

28)  _l_^.  +  ^=_^_,,  +  ^,. 

Ist  X  bekannt,  so  folgt  das  specifische  Volumen  v  aus  der  Formel 

29)  v^^zux  +  o^ 

da  u  schon  durch  t  bekannt  ist.  Für  die  bis  zu  dem  betrachteten  Augen- 
blicke ausgeströmte  Gasmasse  m  ergiebt  sich 

V       V 

30)  «  =  -  —  1-. 

gezeichnet  man  mit  p\  v\  ^,  x  den  Zustand  des  Dampfes  im  £in$ti*ömungs- 
gefässe  für  denselben  Augenblick,  wo  er  im  Ausströmungsgefasse  p^  v,  /,  x 
ist,  so  muss,  da  in  das  Eiuströmungsgefäss  dieselbe  Masse  einströmt,  die 
aus  dem  Ausströmungsgefasse  kommt,  vor  Allem  die  Gleichung 

31)  m  = =  — r r 

erfüllt  sein,  aus  welcher  v  gefunden  werden  kann. 

Der  ganzen  in  beiden  GefKssen  enthaltenen  Dampfmasse  wird  unserer 
Voraussetzung  zufolge  während  des  Ueberströmens  weder  Wärme  zuge- 
führt, noch  solche  entzogen;  und  da  sie  nach  Aussen  hin  auch  keinerlei 
Arbeit  leistet,  noch  solche  von  Aussen  aufnimmt,  so  ist  klar,  dass  ihre 
Wirkungpfunction  unverändert  bleiben  muss.  Daraus  ergiebt  sich  unter 
Benutzung  der  Formel  20)  folgende  Gleichung : 
V  V 

V  v  ,  , 

=  —  K+pa:— ^1  Xi -f  Ar— Ati) +— K -f  p'x'— pi  a:, -f  Ar'— A:,), 

V  V 

oder  einfacher,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  31) 
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In  dieser  Gleichung  ist  neben  den  von  f  abhängigen  Grössen  p'  und  k'  anob 
naeb  x'  unbekannt;  man  hat  aber  auch  noch  die  Gleichung 

33)  t?'  =   W'  X'    +    Cy 

so  dass,  nachdem  v  aus  31)  bestimmt  ist,  aus  den  Gleichungen  82)  und  33) 
die  unabhängig  Veränderlichen  (^  und  x'  und  mit  ihnen  die  von  ihnen  ab* 
hängigen  Grössen,  wenn  in  vielen  Fällen  auch  nur  durch  ^äherungsrech« 
nungen,  berechnet  werden  können,  üeberhaupt  sind  die  Gleichungen  28), 
29),  31),  32)  und  33)  ausreichend,  5  von  den  6  Grössen  ^,  v,  o?,  <",  v\  x\  welche 
den  Zustand  des  Wasser-  und  Dampfgemisches  in  jedem  der  beiden  Ge- 
fksse  in  irgend  einem  Augenblick  bestimmen,  berechnen  su  können ,  wenn 
eine  derselben  oder  auch  die  ausgeströmte  Dampfmasse  m  behufs  Fixirung 
des  betrachteten  Zeitmomentes  gegeben  ist  Mit  der  Aufstellung  dieser 
Gleichungen  haben  wir  also  die  gestellte  Aufgabe  gelöst.  Ihre  Auflösung 
in  irgend  einem  besonderen  Falle  hat,  wenn  sie  manchmal  auch  nur  auf 
Näberungswegen  geschehen  kann,  doch  keine  Schwierigkeit  mehr«  Ein 
solcher  besonderer  Fall  ist  auch  der,  den  wir  nun  betrachten  wollen. 

Der  Vorgang  des  Ueberströmens  ist  zu  Ende,  wenn  der  Druck  und 
damit  auch  die  Temperatur  und  die  von  diesen  abhängigen  Grössen  in  bei- 
den Gefässen  gleich  geworden  sind.  Bezeichnet  man  die  diesem  Endzu- 
stände entsprechenden  Grössen  mit  denselben  Buchstaben  wie  bisher,  ver« 
sieht  sie  aber  durchweg  mit  dem  Index  1  und  mit  einem  Accent  oder  nicht, 
je  nachdem  sie  dem  Ein-  oder  Ausströmungsgefässe  angehören,  so  ist  zu- 
nächst zu  bemerken ,  dass  die  blos  von  Druck  und  Temperatur  abhängigen 
Grössen  mit  dem  Index  1  gleich  sind,  ob  sie  einen  Accent  haben  oder  nicht. 
Die  Gleichung  32) ,  in  welche  allein  diese  Bedingungen  für  das  Ende  de« 
Vorganges  eingeführt  werden  können,  ergiebt  so: 

V  V^  V  V 

^l  ^i  »0  *^o 

Aus  dieser  Gleichung  muss  der  am  Ende  des  Vorganges  stattfindende 
Druck,  sowie  die  entsprechende  Temperatur  berechnet  werden.  Da  sie 
aber  ausserdem  noch  die  Unbekannten  v^,  Xi^  &|',  Xi  enthält,  so  müssen  wir 
sie  zu  jenem  Zwecke  erst  umformen.     Es  ist: 

und  daraus 


Xt  =- 


r.  —  0 


«1 
Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  obige  Gleichung  erhält  man : 
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oder: 

(''+'")^-(,7+^)(V-».)-»T '-"+'•'+.7  <*■'"'+*•''• 

oder  unter  Anwendung  der  Gleichung  3t)  für  diesen  Fall: 

3* 

t[r+p--,(r+0]+*,(I+^^)=£(^«.+».,+^'(,.V+*.). 

In  dieser  Gleichung  sind  nun  nur  noch  die  allein  von  der  Temperatur 
f,  abhängigen  Grössen  ^i,  tii  und  k^  unbekannt.  Der  Enddruck  p,  und  die 
Endtemperatur /,  können  daher  aus  ihr,  wenn  auch  nur  durch  Näherung, 
berechnet  werden.  Gute  Dienste  wird  hierbei  die  Columne  9}  der  Zeuner'- 

Q 

sehen  Tabelle  in  Dingler's  Journal  für  —  leisten.     Ist  pi  und  ^|  gefanden, 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (vgl.  Gleichung  28) : 

das  Mischungsverhftltniss  Xx  und  aus  der  Gleichung 

36)  r,  =w,ar|  +  a 

das  specifische  Volumen  v,.     Die  gesammte  übergeströmte  Dampfmasse  ist 
folglich 

V  V 

37)  j|f=l_ 

and  da  sich  diese  im  EinströmungsgefUsse  wieder  findet,  so  hat  man  auch : 

V  V 

38)  j|f=4-4, 

woraus   das  specifische   Volumen  &/  gefunden    werden    kann.     Aus  der 
Gleichung 

39)  v,'  =  u^Xx+6 

folgt  endlich  noch  das  Mischungsverhältniss  x^. 


§4. 

Es  sind  besonders  zwei  specielle  Fälle ,  welche  in  ihrer  Anwendung, 
namentlich  auf  die  Theorie  der  Dampfmaschinen,  von  Wichtigkeit  sind. 

Erster  specieller  Fall.  Aus  einem  Räume,  welcher  gesättigten 
Dampf  enthält  und  in  welchem,  sei  es,  weil  er  sehr  gross  gegen  das  Einström- 
nngsgefäss  ist,  sei  es  aus  einem  anderen  Grunde,  die  Grössen  p,  ^,  v,  x  con- 
stante  Werthe  po,  v^  t^  x^  behalten,  strömt  der  Dampf  in  ein  Gefäss  V\ 
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in  welchem  ursprünglich  der  Zustand  p^,  Vq\  V,  x^'  statt  hat.  Verwirklicht 
ist  dieser  Fall  in  der  Praxis  bei  dem  Einströmen  des  Dampfes  aua  dem 
Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampfmaschine,  vorausgesetzt,  dass  auf  dem 
Wege  des  Einströmens  der  Dampf  weder  durch  Beibung  noch  durch  Ab- 
kühlung einen  Verlust  von  Arbeit  oder  Wärme  erleidet.  Wenn  hierbei 
auch  der  Zustand  des  Dampfes  im  Kessel  nur  in  Folge  der  fortgesetzten 
Verdampfung  constant  bleibt,  so  müssen  wir  doch,  um  unsere  Formeln,  na- 
mentlich die  32),  anwenden  zu  können,  annehmen,  dass  dieselbe  Wirkung 
durch  einen  sehr  grossen  Kessel  (F=  cx>),  in  welchem  der  Dampf  unge- 
ändert  bleibt,  erzielt  werde.  Für  diesen  Fall  sind  die  Gleichungen  28) 
und  29)  von  selbst  erfüllt.  Um  in  die  Gleichung  32)  die  Bedingung 
V=QP  einführen  zu  können ,  müssen  wir  sie  mit  Hülfe  der  Gleichung  30) 
erst  etwas  umformen.     Wir  erhalten  so : 

Nun  nähern  sich  in  dem  Maasse  als  V  grösser  wird ^  Qy  x  und  k  den 
Werthen  ^q,  Xq  und  /tq,  und  es  kann  daher  kein  Zweifel  sein,  dass  für  F=qo 
die  ersten  Glieder  auf  der  linken  und  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
obiger  Gleichung  einander  gleich  werden  und  wir  daher  schreiben  können : 

Nun  ist  auch : 

und  dies  oben  eingesetzt,  giebt: 


40) 


Q  X  +  k' ^g^Xp  —  k^  _g^ Xq'  +  k^-^  Q^X^-^ kp 


oder  für  v  und  v^  ilire  Werthe  nach  Formel  2)  gesetzt: 

^n  Q  ^'  +  ^'  —Qo^o—^o_9o^o  +  K'  —  Qo^Q  —  K 

ux  +c  UpXp  +a 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  zur  Fixirung  des  Zeitpunktes,  in  welchem 
der  Znstand  des  Dampfes  in  beiden  Gefässen  betrachtet  wird,  der  Druck 
p'  und  die  entsprechende  Temperatur  ^  (und  mit  ihnen  die  Grössen  /,  k\  ti') 
gegeben  sind ,  bis  zu  welchem  sich  diese  Grössen  im  Einströmungsgefässe 
von  ihren  ursprünglichen  Werthen  p^  und  t^  an  erhoben  haben,  so  kann 
x'  aus  obiger  Gleichung  leicht  gefunden  werden.  Im  umgekehrten  Falle, 
wenn  x'  gegeben  wäre,  könnte  die  Auflösung  jener  Gleichung  nach  p'  oder 
f  freilich  nur  durch  Näherung  bewerkstelligt  werden.  Das  specifische 
Volumen  v  folgt  dann  aus 

42)  V  =u  x'  +  a 
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and  die  übergeströmte  Dampfmasse  m  aus 

^'       ^' 
43)  m  —  — r. 

Das  Ende  des  Ueberströmens  ist  erreicht,  wenn  der  Drnck  p'  im  Einström- 
nngsgefässe  gleich  p^,  dem  im  Ansströmnngsgefässe,  geworden  ist.  Hält 
man  die  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  eingeführte  Bezeichnung  für  das 
Ende  des  Vorganges  fest,  so  wird  ans  Oleichung  41) : 

«ö«!    +  tf  «0  ^0  +  <' 

worans  «r/  gefanden  werden  kann;  t^/  folgt  dann  ans 

45)  v^=:Uf^x^+ö 
and  die  ganze  übergeströmte  Dampfmasse  ans 

46)  M=^  —  ^. 

Vi  Vg 

Zahlenbeispiel.  In  einem  Eaume,  dessen  Inhalt  Fwir  als  nnend' 
lieh  gross  voraossetzen,  befinde  sich  ein  Wasser-  and  Dampfgemische  von 
dem  Constanten  Drucke  von  5  Atmosphären  {p^=sblC10^)  und  der  ent- 
apreehenden  Temperatur  i^=s  152,22^;  das  Mischungsverhältniss  sei  ar^^  0,80. 
Dieser  Raum  stehe  in  Verbindung  mit  einem  Oefässe,  in  welchem  ur- 
sprünglich ein  Druck  von  1  Atmosphäre  (p^  s=  10334^)  und  die  ent- 
sprechende Temperatur  ^/=:=  100^  herrsche.  Für  das  tursprüngliohe  Misoh- 
ungsverhältniss  in  diesem  OelUss  nehmen  wir  die  &  Fälle:  a;o'=0»40;  0,öa; 
0,80;  0,90;  1,00.  —  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  des  Ueberströmens  und 
das  Mischungsverhältniss  im  Einströmungsgefässe,  nachdem  sieh  der  Druck 
in  letzterem  auf  2,  3,  4  und  endlich  auf  5  Atmosphären  erhoben  hat?  Die 
übrigen  Grössen,  das  specifische  Volumen  und  die  übergeströmte  Dampf- 
masse können  leicht  aus  dem  Druck  und  dem  MischungsTcrhältniss  be- 
rechnet werden  (Formel  42)  und  43));  letztere  freilich  nur  dann,  wenn  auch 
die  Grösse  des  Einströmungsgeftsses  gegeben  ist,  was  wir,  da  es  die  übri- 
gen Grössen  nicht  erfordern,  unterlassen  haben. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  geben  die  Gleichungen  25)  und  41) ;  die  Be- 
rechnung des  y  und  x'  aus  denselben  unterliegt  nicht  den  mindesten 
Schwierigkeiten ,  besonders  wenn  man  sich  der  schon  mehrmals  erwähnten 
Zeuner'schen  Tabellen  in  Dingler^s  polytechnischem  Journal  bedient.  Die 
Resultate  dieser  Berechnung  sind  in  folgender  Tabelle  I.  zusammengestellt. 
Die  Werthe  von  /  sind  von  dem  Misohrrngsverhältniss  im  Einströmungsge- 
fässe  unabhäDgig.  Für  den  Fall,  dass  das  Mischungsverhältniss  in  beiden 
Gefässen  ursprünglich  gleich  ist,  sind  in  der  Tabelle  auch  die  Werthe  von 
X  angegeben ,  welche  statt  haben ,  nachdem  sich  der  Drnck  im  Einström- 
ungsgefässe  erst  auf  1,1  und  1,5  Atmosphären  erhoben  hat.  Ebenso  ist  der 
Werth  von  y  für  den  Beginn  des  Ueberströmens  beigefügt. 
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Tabelle  L 

r=5Q0;p^=55  Atm.5  x^=0,80;  p^'^l  Atm.;  x/=0,40;  0,665  ^,80;  0,90;  1,00. 


p' 

y 

a;'füra;;=                      | 

0,40 

0,60 

0,80 

0,90 

1,00 

Atm. 
1 
1,1 

1,5 

2 

3 

4 
5 

Meter 
661.2 

513,5 

383,2 

255.3 

0 

0            0  0  0  0 

0,60 

03788 
0,7082 
0,r222 
0,7295 

0,80 

0,8014 

0.8038 

0,8035 

0,7998 

0,7932 

0,7902 

1,00 

0,9029 
0,8671 
0,8463 
03317 

Zweiter  specieller  Fall.  Der  Inhalt  des  EinströmangsgeAUses 
V  wird  als  anendlich  gross  voraasgesetst.  Es  kommt  dies  vor  beim  An«- 
fltrömen  des  Dampfes  aas  dem  Cjlinder  einer  Dampfmaschine  in  die  freie 
Lnft  oder  in  den  Condensator.  Im  ersteren  Falle  müssen  wir  ans  freilich 
die  Laft  dnrch  Dampf  von  gleichem  Drnck  and  entsprechender  Temperatur 
ersetzt  denken.  Das  Mischnngsverhältniss  dieses  Dampfes  hat,  wie  sich 
zeigen  wird,  anf  keine  der  za  berechnenden  Grössen  Einflnss;  die  Tempe- 
ratur nar  auf  die  Geschwindigkeit  y  (Formel  25),  and  in  Bezng  auf  den 
Drnck  an  sich  mnss  es  völlig  gleichgültig  sein,  ob  er  dnrch  Lnft  oder  Dampf 
hervorgebracht  wird.  —  In  dem  Falle ,  wo  der  Dampf  aus  dem  Cylinder 
in  den  Condensator  strömt,  wird  dieser  zwar  selten  so  gross  sein,  dass  sich 
die  Annahme  F'  =  00  rechtfertigen  Hesse;  aber  in  Folge  des  fortgesetzten 
Einspritzens  von  kaltem  Wasser  in  ihn  bleibt  der  Zustand  des  Dampfes  in 
demselben  nahezu  constant,  nnd  dieser  Erfolg  wird  auch  durch  die  An- 
nahme r'  =s  00  erzielt. 

Die  allein  hier  in  Betracht  kommenden  Formeln  28)  bis  30)  bleiben 
ungeKndert;  wir  setzen  sie  nur  der  Vollstftndigkeit  halber  nochmals  hierher. 

47)  ::^.«+^=rxT«o+^o» 


48) 
49) 


V       V 
m: 


FQr  das  Ende  des  Ansströmens  hat  man : 

P  —Pi 
und  dem  entsprechend  i  =  i^f  f  =s  Vg   etc.  za  setzen, 
dann  ans  der  Gleichung 

50)  ^•*.  +  <=a-^*'  +  ^* 


Es  berechnet  sieh 


Einströmen  in  ein  Bolches.    Von  Joh.  Baüsghikoer. 


443 


das  Mischnngsverhältnisa  o:,  am  Ende  und  ans  diesem  das  specifische  Vo- 
lamen 

61)  Vi  =  u^'xt  +  a 

und  die  gesammte  aasgeströmte  Dampfmasse 


52) 


r     V 

«^0  »I 


Zahlenbeispiel.  Ein  Gefftss  enthalte  1  Kilogramm  trockenen  ge- 
sättigten Wasserdampf  von  5  Atmosphären  Spannung.  Sein  Inhalt  V  ist 
also  =0,3627  Knhikmeter  (s.  Zeaner*s  Tabelle  in  Dingler's  Jonmal,  Col.  11). 
Wenn  dieses  Oefäss  gegen  einen  Raum  hin,  in  welchem  ein  genügend 
kleiner  Druck  statt  hat,  geöffnet  wird,  welches  ist  das  Mischnngsverhältniss 
von  Wasser  und  Dampf  in  demselben ,  nachdem  die  Spannung  in  ihm  auf 
4,  3,  2,  1, 0,5  und  endlich  0,1  Atmosphären  herabgesunken  ist;  welche  Dampf- 
menge ist  zu  diesem  Zeitpunkte  noch  im  Oefäss  enthalten  und  welche  aus- 
geströmt? 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Formeln  47) 
bis  40)  mittelst  der  schon  oft  erwähnten  Zeuner*8chen  Tabelle.  Die  Be- 
snltate  sind  in  folgender  Tabelle  IL  enthalten. 

Tabelle  II. 

p^=6  Atm.  a:o=l,00;  F=0,3Ö27  Cub.-M. 


Znriiekgebl. 
DampfoL 

Ausgestr. 

Dampfm. 

p 

X 

y 

V      V 

» 

».       ü 

Atm. 

Kiloirramm 

Kiloirramm 

5 

1.0000 

1.0000 

0 

4 

0,0856 

0.8230 

0.1770 

8 

0.9676 

0.6397 

0.3603 

2 

0,9452 

0.4477 

0.5523 

1 

0.9095 

0.2423 

0.7577 

0,5 

0.8779 

0.1305 

0,8695 

0,1 

0.8159 

0.0306 

0,9694 

Fürth,  im  Juni  1863. 
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Veber  das  System  in  der  darstellenden  Geometrie« 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Gewerbeschule  in  Chemnita« 


Wenn  man  von  einem  System  in  der  darstellenden  Oeometrie  spricht, 
80  mnsB  man  nothwendig  absehen  von  jenen  Beschränkungen  der  unter- 
weisnng  and  der  Lehrbücher,  nach  welchen  wohl  etwa  die  orthogonale 
Parallelprojection  mit  Ausschluss  der  schrttgen  und  der  Centralprojectionf 
oder  die  Parallelprojection  mit  Ausschluss  der  Centralprojection  behandelt, 
oder  die  Vereinigung  beider  als  das  Ganze  der  darstellend  geometrischen 
Wissenschaft  gegeben  wird. 

Denn  fast  von  gleichem  Alter  mit  der  Auforderung  zur  Nachah- 
mung der  Gesicbtseindriicke  durch  Zeichnungen  auf  ebenen  Flächen, 
welche  im  Beginn  der  neueren  Zeit  zur  wissenschaftlichen  Begründung 
der  Perspective  geführt  hat,  ist  die  Anforderung  zur  scenischen  Dar- 
stellung auf  dem  beschränkten  Eaume  einer  Bühne,  der  Idee  nach 
also  die  räumliche  für  ein  beobachtendes  Auge  täuschend  richtige  Er- 
setzung räumlicher  Formen  durch  andere  von  geringeren  Dimensionen. 
Es  ist  augenscheinlich^  dass  die  höhere  Gartenkunst,,  insofern  sie  auch  die 
Formung  der  Erdoberfläche  in  den  Kreis  ihrer  Objecte  ziehen  darf,  analoge 
Probleme  darbietet,  und  bekannt,  dass  die  Entwickelung  der  plastischen 
Kunst  in  der  Darstellung  der  Reliefs  dieselbe  Aufgabe  gestellt  hat. 

Man  hat  längst  in  der  Construction  und  Ausführung,  verjüngter  geome- 
trisch ähnlicher  Modelle  einen  einfachsten  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Auf- 
gabe gelöst,  die  hierdurch  der  darstellenden  Geometrie  vorgelegt  erscheint, 
und  nach  welcher  nun  nicht  nur  ihre  Objecte  die  geometrischen  Formen  im 
Raum  von  drei  Dimensionen  sind,  sondern  auch  die  Form  ihrer  Darstellung 
ebensowohl  die  räumliche  sein  kann,  als  sie  gewöhnlich  die  in  einer  Zeich- 
nungsebene ist.  Es  ist  bekannt,  dass  zuerst  im  Jahre  1798  von  J.  A. 
B  r  e  7  s  i  g ,  Prof.  an  der  Kunstschule  zu  Magdeburg  in  dem  „Versuch  einer 
Erläuterung  der  Reliefsperspective*'  die  strengen  Regeln  zur  constructiven 
Lösung  jener  Aufgaben,  obwohl  nur  empirisch,  vorgetragen  worden  sind; 
Regeln,    welche  mit   denen  genau  übereinstimmen,  die  in  Poncelet's 
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„Trake  de$  proprieles  projedhes  des  figttres''  (1882)  mathamatiBeh  entwickelt 
wurden. 

Das  System  der  darstellenden  Geometrie  muss  dieae  Constmetiona* 
methoden  der  cecntralen  Coliineation  oder  der  räumlichen  homographischen 
Transformation  in  sich  aufnehmen  und  es  ist  gewiss,  dass  sie  in  allen  ihren 
Theilen  davon  grosse  Yortheile  zu  ziehen  im  Stande  sein  wird.  Das  Letz- 
tere ist  in  vielem  Einzelnen  längst  bekannt,  nnd  es  kann  nicht  ausbleibeni 
dass  aach  die  systematische  Einführung  der  betreffenden  Theorien  jder 
neueren  Geometrie  in  die  darstellende  Geometrie  vollaogen  werden  wird, 
weil  sie  eben  dieser  Letzteren  naturgemäss  angehören. 

Aber  es  scheint  bisher  nicht  beachtet  worden  zu  sein,  daasjeneMe« 
thoden  der  ränmliehen  centralen  Collineation  namentlich 
auch  insofern  für  die  darstellende  Geometrie  von  allge* 
meiner  Bedeutung  sind,  als  in  ihnen  alle  die  verschiedenen 
Methoden  derselben  als  specielle  Fälle  enthalten  sind.  £s 
ist  der  Zweck  dieser  kurzen  Erörterung,  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

Es  genügt  dafür,  eine  der  Constructionsmethoden  central •  coUinearer 
Systeme  zu  berücksichtigen.  Man  bestimmt  aus  dem  Centrnm  der 
Collineation  C,  der  Collineationsebene  j&,  d.  i.  der  Ebene  aller 
derjenigen  Punkte,  welche  mit  ihren  homologen  zusammenfallen,  und  der 
Gegenebene  F^  oder,  wie  man  nach  Analogie  der  Perspective  sagen 
kann,  der  Flachtebene,  d.  i.  der  Ebene  derjenigen  Punkte  des  abge- 
leiteten Syatemes ,  welche  den  unendlich  entfernten  Paukten  des  Original* 
systemes  entsprechen  —  man  erkennt  daraus  sofort,  dass  sie  der  Colli« 
neationsebene  parallel  sein  muss  —  den  Punkt  des  abgeleiteten  Systemes 
5B9  welcher  einem  gegebenen  Punkte  p  des  Originalsystemes  entspricht,  ab 
Dnrchnittspnnkt  zweier  durch  ihn  gehenden  Geraden,  wie  folgt :  Man  zieht 
die  Gerade  C/i,  welche  sich  selbst  entspricht  und  somit  den  gesuchten 
Pnnkt  n  enthält',  man  legt  durch  p  irgend  eine  andere  Gerade  L  und  he- 
aihnmt  die  ihr  entsprechende  Gerade  /,  indem  man  den  Durchschnittspnnkt 
«,  a  von  L  mit  E,  als  welcher  sich  selbst  entspricht,  mit  dem  Durchschnitts* 
pnnkt  m  einer  dnrcb  C  zu  L  gezogenen  Parallelen  mit  F^  als  welcher  dem 
unendlich  entfernten  Punkte  von  L  entspricht,  durch  eine  Gerade  verbin- 
det; sie  schneidet  Cp  und  der  Schnittpunkt  ist  der  gesuchte  Punkt  n  des 
abgeleiteten  Systemes. 

Ans  dieser  Construction  der  allgemeinen  Constniction  räumlicher  Mo* 
delle,.die  man  als  perspectivische  bezeiefanen  kann,  weil  sie  für  ein  im 
Centralpunkt  befindliches  Auge  den  Eindruck  des  Originals  vollkommen 
•asetzen,  gehen  alle  hanptsächliehsten  Oonstruetionen  der  darstellendeii 
jQeoinetrie  als  specielle  Fälle  hervor. 

Zuerst  die  Centralprojection  einerseits  und  die  Construction 
ähnlicher  verjüngter  Modelle  andererseits;  jene,  indem  man  die 
Collineations-  und  die  Flnehtebene  zur  Deckung  bringt,  d.  h.  die  in  der 


446  Ueber  das  System  in  der  darstellenden  Geometrie. 

Richtung  der  Sehstrahlen  gemessenen  Dimensionen  der  abgeleiteten  Figar 
auf  Null  reducirt;  diese,  indem  man  dieselben  beiden  Ebenen  in  anendliche 
Entfernung  hinausrttckt,  d.  h.  dem  abgeleiteten  System,  in  seiner  VoIlstSn- 
digkeit  gedacht,  ebenfalls  den  unbegrenzten  Raum  snr  Verftigung  stellt. 

Denn  unter  jener  Voraussetzung  giebt  die  gegebene  Constrnction  die 
folgenden  Resultate :  der  Sehstrahl  Cp  bestimmt  in  seinem  Durchschnitts» 
punkte  mit  der  Bildebene  EF  das  Bild  n  des  Punktes  p,  wenn  man  an- 
gleich  das  Bild  /  einer  durch/»  gehenden  Geraden  L  bestimmt,  indem  man 
ihren  Durchschnittspunkt  a  mit  der  Bildebene  mit  dem  Bilde  ihres  unend» 
lieh  entfernten  Punktes,  d.  i.  dem  Durchschnitt  einer  durch  C  gehendeji 
Parallelen  zu  ihr  mit  der  Bildebene  verbindet.  Man  sieht,  in  der  Central- 
projection  kann  ein  Punkt  nur  als  einer  Geraden  (oder  einer  Ebene)  ange* 
hörig  und  eine  Gerade  durch  Angabe  der  beiden  Punkte  bestimmt  werden, 
welche  als  Durchgangspunkt  und  Fluchtpunkt  bezeichnet  werden.  Ich  er- 
laube  mir,  auf  die  Ausführung  einer  geometrischen  Centralprojection  von 
diesem  Standpunkte  aus  in  meiner  Programmschrift  vom  Jahre  1800  tu 
Terweisen. 

Unter  der  zweiten  Voraussetzung  aber  erhftlt  man  die  Punkte  des  ab- 
geleiteten Systemes  auf  den  vom  Centrum  nach  den  Punkten  des  Original« 
systemes  gehenden  Geraden  so,  dass  die  entsprechenden  Geraden  und 
ICbenen  beider  Systeme  einander  parallel  sind;  das  Centram  wird  zum 
Aehulichkeitspunkt  ähnlich  gelegener  ähnlicher  Systeme.  Dieselben  wer- 
den congruent,  sobald  man  überdies  auch  das  Centrum  unendlich  entfernt 
voraussetzt 

Sodann  die  orthogonale  und  die  schiefe  Parallelprojection 
durch  die  Voraussetzung ,  dass  das  Centrum  selbst  in  unendlicher  Entfer- 
nung liege;  jene  für  die  spectelle  Annahme,  dass  es  mit  dem  Pol  oder  dem 
unendlich  fernen  Punkt  der  Normalen  der  Collineationsebene  zusammen- 
falle ;  diese,  sobald  dies  nicht  geschieht.  Denken  wir  das  Centrum  als  den 
unendlich  entfernten  Punkt  einer  gegebenen  Geraden  £*,  so  ergiebt  sich  der 
dem  Punkte  p  entsprechende  Punkt  des  abgeleiteten  Systemes  nach  obiger 
Constrnction,  indem  man  durch  p  eine  Parallele  /  zu  X^  zieht,  sodann  durch 
p  die  beliebige  Gerade  L  legt  und  ihren  Durchschnittspunkt  a  mit  der  Colli- 
neationsebene bestimmt  und  ihn  mit  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der 
geraden  Linie  verbindet,  in  welcher  eine  durch  L  gehende  und  zu  L*  paraU 
lele  Ebene  die  Fluchtebene,  oder  auch  die  Collineationsebene  schneidet; 
diese  Linie  schneidet  die  projicirende  Parallele  von  p  in  dem  gesuchten  Punkte 
n  und  da  sie  in  der  Collineationsebene  selbst  enthalten  ist,  so  fällt  auch  n 
in  dieselbe  und  man  erkennt  1)  dass  die  Bilder  aller  der  Punkte  p,  welche 
einer  und  derselben  Parallelen  zur  festen  Geraden  L  angehören ,  in  einem 
Punkte  zusammenfallen,  nämlich  in  ihrem  Fusspunkte  in  der  CoUineations- 
oder  Bildebene  (dies  findet  in  der  Centralprojection  ebenfalls  statt) ;  2)  dass 
die  Bilder  aller  der  Geraden,  welche  in  einer  und  derselben  zu  L  parallelen 


Von  Dr.  Wilh.  Fieülbr.  447 

Ebene  enthalten  sind,  in  einer  geraden  Linie  zusammenfallen,  nftmlich  in 
der  DarchnittsHnie  jener  Ebene  mit  der  Bildebene;  3)  dass  die  Fluchtebene 
ihre  ganze  Bedeutung  in  der  Construction  verliert  und  dass  die  unendlicli 
entfernten  Punkte  uod  Geraden,  d.  h.  die^ Richtungen  gerader  Linien  und 
die  Stellungen  von  Ebenen,  nicht  mehr  direct  darstellbar  sind.  Daher  kann 
durch  eine  einzige  Parallelprojection  eine  geometrische  Form  nicht  be- 
stimmt werden,  es  ist  nöthig,  zwei  oder  drei  derselben  zu  diesem  Zwecke 
zu  combiniren,  oder  numerische  Bestimmungen  mit  einer  derselben  zu  ver- 
binden ;  das  Erstere  geschieht  in  der  orthogonalen  Parallelprojection ,  das 
Letztere  in  der  axonometrischen  Projection. 

Wenn  man  damit  endlich  noch  das  Oesetz  der  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittverhältnisse verbindet,  welches  die  metrischen  Verhältnisse  der  bei- 
den Systeme  beherrscht,  so  ergeben  sich  die  Grundgesetze  der  Projections- 
nnd  Modellirungsmethoden  vollständig. 

Es  wäre  leicht,  eine  Menge  Einzelheiten  aus  diesen  allgemeinen  An- 
schauungen abzuleiten  und  lehrreich,  einzelne  Aufgaben  und  Constructio- 
nen  nach  derselben  durch  die  verschiedenen  Methoden  zu  verfolgen;  beides 
geht  jedoch  über  den  Zweck  der  gegenwärtigen  Darstellung  hinaus.  Sie 
soll  nur  den  allgemeinen  Standpunkt  bezeichnen,  von  welchem  aus  das 
System  in  der  darstellenden  Geometrie  naturgemäss  zu  beurtheilen  ist. 
Und  nur  die  eine  Folgerung  mag  aus  der  Natur  des  Systemes  gezogen  wer- 
den 9  dass  die  Behandlung  der  geraden  Linie  —  nicht  des  Punktes  —  das 
Fundamentale  in  dem  Aufbau  der  darstellenden  Geometrie  sein  muss. 
(Vergl.  das  von  A.  F.  Möbius  in  „Der  Barycentrische  Calcul"  $  217 
Gesagte.) 


Kleinere  Mittheüungen. 


ZZXV.  Zur  constnictiTen  Anflösimg  der  dreiseitigen  Ecke.  Gegen- 
über der  gebräuchlichen  Behandlungsweise  dieses  Problems  auf  dem  Wege 
der  Constroction  scheint  mir  die  in  Nachstehendem  kurz  dai^estelUe,  welche 
ich  benutze  und  von  der  ich  nicht  weUs,  ob  sie  sonst  veröffentlicht  ist,  den 
Vorzug  der  grösseren  Symmetrie  au  besitzen;  sie  erlangt  ihn  durch  die  un- 
verstümmelte  Aufnahme  der  Polarecke  in  die  Cofeistruction  und  ist  insofern 
eben  nur  eine  symmeti^ische  Ausbildung  des  gewöhnlichen  Verfahrens. 

Ich  denke  eine  dreiseitige  Ecke  vom  Scheitel  5,  die  ans  dem  letzteren 
beschriebene  Kugel  und  das  auf  ihr  durch  die  Ecke  verzeichnete  sphärische 
Dreieck  ABC\  die  Tangentenpaare  der  Seiten  in  den  Ecken  dieses  Drei- 
eckes bestimmen  die  Flächen  der  Polarecke,  deren  Scheitel  durch  iS*  nnd 
deren  Kanten  durch  S'y,  S*^,  SC  in  der  Art  bezeichnet  sein  mögen,  dass 
die  zwei  Gruppen  von  je  drei  Kreisvierecken,  welche  den  aus  beiden  Ecken 
gebildeten  Körper  begrenzen,  durch 

ASBC,  BSCÄ,  CS  ab'-, 

xs:b'c,  b'sca,  csäb 

dargestellt  sind.     Während  in  den  ersteren  die  Gleichheiten 

SA  =  SB,  SC^SC 
bestehen,  ist  für  die  Letzteren 

SrA  =  I^B~S'C, 
die  drei  rechtwinkeligen  Dreiecke 

SS^A,  SS^B,  SS'C 
sind  congruent  und  haben  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  auf  die  Hypotenuse 
SS'  bezogenen  Höhe  den  Halbmesser  des  Kreises,  welcher  dem  Dreieck 
^^(7  umschrieben  ist. 

Darin  sind  die  Elemente  der  Construction  vollständig  enthalten;  aus 
den  drei  Kantenwinkeln  bestimmen  sieb  z.  B.  zuerst  die  Kreisvierecke  der 
ersten  Gruppe  und  das  Dreieck  ABC  mit  dem  Halbmesser  des  ihm  umge- 
schriebenen Kreises ,  aus  diesem  aber  die  gemeinschaftliche  Diagonale  der 
Kreisvierecke  der  zweiten  Gruppe,  diese  selbst  und  die  Flächenwinkel  der 
Ecke.  Die  ganz  symmetrische  Lösung  aller  übrigen  Aufgaben  zur  Bestim- 
mung der  dreiseitigen  Ecke  bedarf  keiner  Erörterung ;  ich  würde  mir  nicht 
erlaubt  haben ,  diese  einfache  Methode  hier  zu  erwähnen ,  wenn  sie  nicht 
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eioen  im  Unterricht  so  wichtigen  Gegenstand  beträfen  und  sich  nicht  an 
die  Definitionen  von  Flächenwinkelu  und  sphärischen  Dreiecke  so  direct 
anschlösse.  Dr.  Wilh.  Fibdlbr. 


XZXTL  Heber  die  scheinbaren  Einschränknngen  des  Enl^r'sohen 
Saties  von  den  Polyedern.    Von  Dr.  Ludwig  Matthiebsen  in  Jever. 

In  den  Lehrbüchern  und  Vorlesungen  der  Geometrie  wird  zwar  überall 
angegeben,  dass  der  schöne  £uler*sche  Satz  E  +  Fs=s^  +  2in  einzelnen 
Fällen  eine  „Einschränkung**  erleide,  oder  „nicht  zu  gelten  scheine'*; 
den  eigentlichen  Grund  dieser  Ausnahmen  aber  erfährt  man  nicht.  Als 
Beispiel  wird  gewöhnlich  der  Fall  angeführt,  in  welchem  eine  dreiseitige 
Pyramide  ABCD  (Fig.  1,  Tafel  IV)  mitten  auf  eine  Fläche  eines  Te- 
traeders i?jP(7ir  aufgesetzt  ist,  so  dass  keine  der  Kanten  des  einen  Körpers 
mit  einer  solchen  des  anderen  ganz  zusammenfallt.  (Man  vergleiche  Heis 
und  Esch  weiler  Lehrbuch  der  Geom.  II;  pag.56.)  Hier  ist  „wunderlicher 
Weise  E-^-F^^E  +  Z^^  heisst  es  wörtlich  in  meinem  Collegienhefte,  und  da- 
mit war  die  Sache  damals  abgethan.  Grunert,  welcher  in  seinem  Lehr- 
buche  der  Stereometrie,  S  173,  mehrere  Beweise  des  Euler^sehen  Satzes 
mitgetheilt  hat,  sucht  daselbst  diese  Schwierigkeit  dadurch  zu  umgehen, 
dass  er  die  Polyeder  in  Euler'sohe  (convexe)  und  Nicht-Euler 'sehe  ein- 
theilt,  indem  er  unter  den  letzteren  alle  diejenigen  Polyeder  versteht: 

1)  in  denen  einzelne  Seitenflächen  ringfprmige  Vielecke,  d.  h,  solche 
Figuren  bilden ,  wie  sie  der  zwischen  zwei  Vielecken ,  von  denen  das  eine 
ganz  innerhalb  des  anderen  liegt,  enthaltene  Baum  zeigt; 

2)  die  in  ihrem  Innern  einen  hohlen  Baum  umschliessen ,  d.  h.  von 
zwei  Oberflächen  so  begrenzt  werden,  dass  die  eine  die  andere  ganz  um- 
achliesst; 

3)  welche  ein  oder  mehrere  Male  ringförmig  (canalartig)  durchbrochen 
sind« 

Zu  der  ersteren  Art  gehört  offenbar  das  oben  angeführte  Beispiel. 
Die  angeführten  Ausnahmen  finden  bei  näherer  Betrachtung  nur  scheinbar 
atatt  und  es  behält  der  Euler 'sehe  Satz  auch  noch  in  jenen  Fällen  seine 
Gültigkeit,  wenn  man  die  Polyeder  vollständig  auflöst,  d.  h.  Ecken,  Flächen 
oder  Kanten  berücksichtigt,  welche  noth wendig  mitzurechnen  sind.  Bei 
Kanten  ist  ein  Irrthum  um  so  eher  möglich,  als  die  flachen  Keile  eine  Ebene 
bilden,  z.  B.  der  Keil  D  E  (Fig.  1,  Tafel  IV).  Durch  die  nothwendige  An- 
nahme einer  solchep  Kante  wird  nämlich  die  ringförmige  Figur  GEH,  wel- 
ches nicht  als  Sechseck  betrachtet  werden  kann,  ein  wahres  Polygon  und 
zwar  ein  Achteck,  in  der  Weise  nämlich,  dass  zwei  Seiten  desselben  sich 
in  DE  Yon  Aussen  berühren.  Es  ist  also  E=S,  -F=7,  E=id,  also  wie- 
der E+F=E+2.  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Anomalie  in  den 
anderen  beiden  Fällen  erklären.     Hierzu  scheint  es  in  der  That  erforder- 
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lieb  za  sein ,  den  Begriff  eines  einfachen  Polyeders  festsustellen ,  wie  es 
auch  oben  bei  dem  achteckigen  Polygon  der  Fall  war.  Za  den  Enler'- 
schen  Polyedern  sind  aber  anser  den  convexen  alle  diejenigen  za  rechnen, 
welche  so  constrnirt  sind,  dass 

a)  alle  Polygone  ein  Netz  continuirlich  untereinander  zusammenhän- 
gender Figuren  bilden  und  dass  ohne  Aasnabme  jede  derselben  mittelst 
Kanten  oder  Ecken  mit  dem  Ganzen  zusammenhange  [vergL  oben  t)] ; 

b)  durch  Abtrennung  eines  beliebigen  Figurennetzes  man  immer  zwei 
gesonderte  vollständige  Figurennetze  erhält,  in  welchen  keines  der  inneren 
Polygone  fehlt  [vergl.  oben  3)]. 

Alle  diejenigen  Polyeder,  welche  die  eben  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften nicht  besitzen,  lassen  sich  indessen  dergestalt  analysiren,  dass 
auch  für  sie  der  Eule  rasche  Satz  seine  Gültigkeit  behält.  Was  nämlich 
zunächst  diejenigen  Polyeder  betrifft,  welche  andere  in  ihrem  Inneren  ein- 
schliessen  (Fig.  2,  Tafel  IV),  so  ist  der  erforderliche  Zusammenhang  der 
Flächen  des  umschliessenden  und  des  eingeschlossenen  Polyeders  nur  ver- 
steckt, ähnlich  wie  bei  dem  Achteck  (Fig.  1,  Tafel  I¥).  Da  derselbe 
mannigfacher  Weise  sein  kann,  so  möge  unter  allen  möglichen  Fällen  einer 
constrnirt  werden.  Man  denke  sich  sowohl  durch  eine  beliebige  Kante 
FE  der  äusseren,  als  durch  KM  der  inneren  Ebenen  gelegt,  welche  sich  in 
der  Kante  0  JV  schneiden.  Auf  diese  Weise  entstehen  zwei  unendlich  nahe 
gelegene  congruente  Flächen  FÖNE  und  OKMN^  ferner  drei  Doppelkan- 
ten NM,  ON^  FE  und  zwei  neue  Ecken  0  and  N-^  mithin  ist  /*=t4,  f  =14, 
irr=26,  also  F+^=Jir+2. 

Die  dritte  Art  der  Nicht- Eul er *scheu  Polyeder,  welche  ein  oder 
mehrere  Male  kanalförmig  durchbrochen  sind,  scheinen  ebenfalls  dem 
Eni  er 'sehen  Theoreme  nicht  zu  folgen.  Es  lassen  sich  indess  unter  allen 
Umständen  an  ihnen  versteckte  Flächen  und  Kanten  nachweisen,  wodurch 
die  Polyeder  den  in  a)  und  b)  ausgesprochenen  Bedingungen  genttgcn 
und  der  Satz  E+F — Ar=2  seine  Richtigkeit  behält.  Sei  beispielsweise 
das  Polyeder  ABCD  abcd  (Fig.  3,  Tafel  IV)  von  dem  Kanal  AEFG  gcef 
durchbrochen,  und  denkt  man  sich  durch  die  Kanten  Afnixd  Ja  eine  Ebene 
Afa  gelegt,  so  kann  man  das  Polyeder  als  ein  solches  betrachten ,  an  wel- 
chem sich  zwei  congruente  Flächen  desselben  in  dem  Dreieck  Afa  berüh- 
ren. Denkt  man  sich  also  das  Polyeder  in  dieser  Fläche  durch  einen  un- 
endlich dünnen  Zwischenraum  getrennt,  so  hat  dasselbe  offenbar  drei 
Ecken  und  Kanten,  aber  nur  zwei  Flächen  mehr  als  scheinbar.  Die  An- 
zahl der  Flächen  ist  also  12,  die  der  Ecken  17,  die  der  Kanten  27;  mithin 
ist  E+F—E=2. 
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ZXXVn.    Vaber  Gestalt  und  Hais  der  singalärdn  Pnnlcte  der  Cnrren 

und  FlAehen.     Von  Dr.  Ludwig  Matthiessbn  in  Jever. 

Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften  der  nnendlich  kleinen  Ab- 
schnitte der  Carven  und  Flächen  sind  schon  früher  (V.  Jahrg.  d.  Zeitschr., 
pag.  147)  einige  Theoreme  mitgetheilt  worden.  Während  ich  dieselben 
nochmals  einer  genaueren  Prüfung  unterwarf,  erkannte  ich,  dass  sie  nur 
einen  kleinen  Theil  aller  möglichen  besonders  merkwürdigen  (singulä- 
ren)  Punkte,  oder  man  könnte  sagen,  mikroskopischen  Bestandtheile 
der  geometrischen  Gebilde  beträfen.  Zu  ihnen  gehört  der  a.  a.  O.  eben- 
falls angeführte  Voll  er 'sehe  Satz,  der  trotz  seiner  Einfachheit  das  In- 
teresse der  Mathematiker  so  erregt  hat,  dass  man  schon  über  die  Erfinder 
streitet  (6run.  Arch.  XXXVIII,  3Ö5).  Zu  einer  bequemen  Uebersicht  der 
folgenden  Entwickelungen  theilen  wir  sftmratliche  singulären  Punkte  in 
zwei  Hauptgruppen  und  zwar  in: 

1)  die  an  Cnrven  auftretenden  flachen  Segmente,  Schluss- 
punkte, Spitzen  erster  Art,  Spitzen  zweiter  Art  oder  Schnä- 
bel (Ramphoide)  und  vorspringenden  Punkte. 

2)  die  an  gekrümmten  Flächen  auftretenden  Calotten,  Dornen 
(Acanthoide),  Nadeln  (Belonoide),  Schneiden  (Ktenoide),  Hörner 
(Ceratoide),  Nabeln  (Omphaloide)  und  Keile  (Sphenoide). 

Dabei  stellen  wir  uns  folgende  Problome  vor: 

a)  es  werden  von  einer  Gurve  der  oben  angeführten  Arten  ein  un- 
endlich kleines  Segment  senkrecht  oder  parallel  zur  Normalen 
des  Scheitelpunktes  abgeschnitten  und  in  den  Endpunkten  der 
Sehne  Tangenten  an  das  Bogenelement,  sowie  zwei  andere  Seh- 
nen an  den  Fusspunkt  der  Normale  gelegt:  das  Verhältniss  der 
Peripherien,  sowie  die  Flächen  des  Tangentendreieckes  zu  denen 
des  Segments  und  des  Sehnendreieckes  zu  bestimmen ; 

b)  von  einem  der  vorbenannten  singulären  Elemente  gekrümmter 
Flächen  werde  senkrecht  oder  parallel  zur  Normalen  oder  Nor- 
malebene des  Scheitels  ein  unendlich  kleines  Stück  abgeschnit- 
ten und  an  der  Durchschnittscurve  durch  die  Normale  oder 
Tangente  an  allen  Normalschnitten  Tangenten  gezogen,  sowie 
alle  Punkte  der  Durchschnittscurve  mit  dem  Scheitel  des  Seg- 
ments verbunden,  so  entsteht  ein  äusserer  und  ein  innerer  Kegel : 
es  soll  das  Verhältniss  ihrer  Mantelflächen  und  Volumina  zu  de- 
nen des  Segments  berechnet  werden. 

1)  Die  flachen  Segmente  (Fig.  4,  Tafel  IV).  Sei  die  Gleichung 
der  Curve  y  =  fQc)y  so  wird  im  Allgemeinen  die  Carve  an  den  Stellen  dis- 

continuirlich  werden,  wo  der  Werth  t— j  entweder  0  oder  oo  wird,  oder  auch 

die  Ordinate  y  für  x=:anur  einen  Werth  6,  hingegen  für  a:  =  a-f  A 

80* 


452  Kleinere  Mittheilungen. 

(Ä  nnendlicli  klein)  zwei  reelle  Werthe,  für  ar=Ä — h  imaginäre  Werthe  er- 
hält. Bei  den  flachen  Segmenten  findet  keiner  der  angegebenen  Fftlle 
statt.  Im  V.  Bande  der  Zeitschr.,  pag.  147  ist  gezeigt  worden,  dass,  wenn 
CE  die  Normale  des  Punktes  D  ist  und  AB  senkrecht  zu  CE  gezogen  wird, 
das  Carvenelement  AD  B  alle  Eigenschaften  des  Scheitels  einer  Parabel 
besitzt  und  dass  demselben  die  Gleichung  AE^^=^2^,DE  zukomme,  wo 
Q  den  Krümmungsradins  des  Punktes  D  bezeichnet.  Aus  diesem  Grunde 
schneiden  sich  die  Tangenten  in  C,  ABC  nud  ABB  sind  gleiclischenkelige 
Dreiecke.  Bezeichnet  man  die  Flächen  des  Sehnendreieckes,  des  Seg- 
ments und  des  Tangentendreieckes  bezüglich  mit  dg^  S,  dg^  sowie  die  Pe- 
ripherieen  mit  Ausschluss  der  Basis  AB  bezüglich  mit  £/,,  A^  Üg^  so  finden 
die  Proportionen  statt: 

4^,  :S: -^^=8:4:6, 


".— [•+i(i)>['+i(f)l{-+i(f)>- 


1  :1. 


2)  Die  Schlusspunkte  (Fig.  5,  Tafel  IV).  Diese  treten  dann  auf, 
wenn  die  Ordinate  für  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  von  x  von  einem 
Werthe  zu  einem  anderen  überspringt.  Die  Basis  des  Segments  kann  nun 
sowohl  senkrecht  zur  Normalen  wie  AE^  als  auch  parallel  zu  derselben  wie 
RS  gelegt  werden.  Im  ersten  Falle  ist  das  Segment  AED  offenbar  die 
Hälfte  von  einem  flachen  und  bedarf  deshalb  keiner  weiteren  Unter- 
suchung,    Es  ist  mithin 

z/,  :5:z//  =  3:4:6 
ds'.A:  Ut=\.l:\. 

Im  zweiten  Falle  ist  das  Sehnendreieck  BSQ  grösser  als  das  Tangenten- 
dreieck RST.  DsL  QS  aber  die  eine  Hälfte  des  Scheitels  einer  Parabel  ist, 
so  ist  QT=\SM=s  ^yz=^Q Bf  mithin  J/^^^xy.  Ausserdem  ist  aber 
J,  =s  ^xy  und  S  =  ^xy^  folglich  sonderbarer  Weise: 

..,.:.,=[.+i(z)]:[!+f(lj]4[.+i(^)]=. 

3)  Die  Spitzen  der  Rückkehrpunkte  erster  Art  (Fig.  6,  Tafel 
IV).  Dieselben  können  als  doppelte  Schlusspunkte  betrachtet  werden, 
welche  sich  in  ihrem  Scheitel  D  berühren  und  zwei  verschiedene  und  ent- 
gegengesetzte Krümmungsradien  ^o  ^^^  Qt  besitzen.  Legt  man  den  Schnitt 
AB  pa^allel  zur  Normalen  NN\  so  ist  der  Inhalt  des  Sehnendreieckes  ABB 
gleich  1(3-0  + a:,)y,  der  des  Segments  ABB  gleich  y(^o  +  ^'i)yj  endlich  der 
des  Tangentendreieckes  ACB  gleich  i(^o  +  *'i)y»  woraus  folgt: 

Jg:S:JfT=:6:4:Z 
dgiA:  ü;  =  2:2:1. 

4)  Die  Spitzen  oder  Bückkcfhrpunkte  «weiter  Art  (Fig.  7a,b, 


2:1 
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Taf.  IV).  Diese  Cunreatheile,  welche  wegen  ihrer  Gestalt  auch  Schnäbel 
oder  Kamphoide  heissen  [Francoeur,  Cours  de  maih,  II,  $  784),  gestatten  eine 
ähnliche  Betrachtung  wie  die  Spitzen  erster  Art,  von  denen  sie  sich  dadurch 
unterscheiden,  dass  die  beiden  KrÜinmnngsinittelpunkte  des  Scheitels  nach 
derselben  Seite  liegen.  Legt  man  den  Schnitt  AB  senkrecht  zur  Normalen 
DN  und  zieht  die  Tangenten  AC,  BC,  sowie  die  Sehnen  AD^  BD,  so  kann 
man  das  Schnabelsegment  ABB  gleich  dem  Unterschiede  der  beiden  para- 
bolischen Ausschnitte  AEB  und  BEB  setzen.  Wir  fügen  hier  noch  die 
Bemerkung  bei,  dass,  wenn  man  den  Bogen  BB  um  die  Normale  Z>iV  durch 
Drehung  in  die  neue  Lage  j^j  B  bringt,  mau  eine  singulare  Art  von  flachen 
Segmenten  erhält,  welche  von  den  sub  No.  1  betrachteten  verschieden  ist, 
weil  dem  Scheitel  B  zwei  verschiedene  Krümmungshalbmesser  von  dem- 
selben Zeichen  angehören.  Ein  solcher  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Evo- 
late  der  Curve  in  diesem  Punkte  von  einem  Punkte  ß  zu  einem  anderen  / 
überspringt.  Setzen  wir  EB=EBi=^yQ,  EA=^y^  und  EBs^x,  so  ist  das 
Areal  des  Sehnendreieckes  ABBss^x{yi — yo),  ABiB:=:\x(j/i+yQ)^  das 
der  Segmente  ABB  oder  -<^ /> 5,  =  | a: (y,  +  y^)  und  das  Areal  des  Tangen- 
tendreieckes ACB  resp.  ACB^=^x{y^  ^  y^),  mithin 

U,\A'.  üf=\  :1:L 
Legt  man  jetzt  den  Schnitt  AB  parallel  zur  Normalen  (Fig.  7  b,  Tafel  IV), 
setzt  BE=:^Xq^  AE=Xi   und  BE=y^  so  findet  man  für  die  gesuchten 
Flächen   leicht   die  Werthe    ^y{Xi — x^)^    iy{^i — ^o)    ^^^   ll/{^i—^o\ 
mitbin 

V,\A\  [7^  =  2:2:1. 
5)  Die  vorspringenden  Punkte  (Fig.  8a,b,c,  Taf.  IV).  In  den  bis 

jetzt  betrachteten  Fällen  behielt  der  Ausdruck  j-  fUr  zwei  unendlich  nahe 

uX 

liegende  Punkte  einer  Curve  einen  constanten  Werth ;  ändert  sich  derselbe 
aber  sprungweise,  so  dass  die  Tangente  des  Punktes  zwei  endlich  ver- 
schiedene Werthe  erhält,  so  wird  derselbe  ein  vorspringender  Punkt 

d^y 
genannt.     Bleibt  dabei  das  Vorzeichen  von-r— ^  dasselbe,  so  hat  man  die 

f*  X 

beiden  Fälle  Fig.  8a,b,  Tafel  IV;  im  Punkte  S  Fig.  8c,  Tafel  IV,  hinge- 
gen ändert  der    zweite   Differentialquotient  sein  Zeichen.     Ein  Beispiel 

hierzu  ist  die  Curve,  deren  Gleichung  y=^x  arctan  —  ist.  Für  :r  =  0  nimmt 

X 

—  den  Werth  «  +  —  an.  Der  Werth  von  -r^  "t  negativ  für  a:=0  +  ä 
dx  —  2  dsr 

und  0 — Ä,  weshalb  die  Curve  zur  Gattung  (a)  gehört.     Legt  man  die  Se- 

cante  AB  senkrecht  zu  einer  der  beiden  Normalen  Blf  oder  i>A'',  so  fallen 

die  Grenzbetrachtungen  unter  die  Kategorie  der  Schlusspunkte,  da  das 
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Flächenstück  EBB  verschwindend  klein  gegen  ABD  ist     Es  ist  also 

-^,  :  5  :  z/^  ==  8  :  4  : 6 

6)DieCalotten  (Fig.  9,  Tafel  IV).  Im  fünften  Bande  der  Zeit- 
sclirift  habe  ich  darzulegen  gesucht,  dass  anf  Grund  des  Eule  raschen  Theo- 
rems eine  unendlich  nahe,  mit  der  Tangentialebene  eines  beliebigen  Punk- 
tes einer  krummen  Fläche  parallel  durch  dieselbe  gelegte  Secantenebene, 
die  Fläche  in  einer  Curve  zweiten  Grades  schneide  und  dass  bei  einer 
Ellipse  die  Halbaxen  sich  wie  die  Wurzeln  der  Krümmungsradien  q^  und 
^j  der  beiden  Hauptnormalschnitte  verhalten.  Ferner  ist  a.  a.  O.  bewie- 
sen, dass  der  Inhalt  des  eingeschriebenen  Sehnenkegels  DABA^Bi  oder 
ICs  gleich  f  n  J/qoQi^^^  ^^'  ^^^  Tangentenkegels  CABA^B^  oder  Kt  gleich 
1  n  j/qqQx  .  z*  und  der  Inhalt  der  parabolischen  Calotte  C  gleich  n  y^ö^i  •  £* 
sei,  mithin  die  Proportion  stattfinde: 

Ar,:C:ir/=2:3:4. 
Das  Verhältniss  der  drei  zugehörigen  Mantelflächen  ist  für  a  =  6: 

7)  Die  Dornen  oder  Acanthoide  (Fig.  10,  TafellY).  Hit  diesem 
Namen  mögen  solche  singulare  Punkte  einer  krummen  Fläche  bezeichnet 
werden,  in  denen  die  Tangentialebene  sich  auf  eine  Gerade  redncirt,  die 
Normalen  hingegen  eine  Ebene  bilden. 

Wird  die  Secantenebene  ABA^  in  einem  unendlich  kleinen  Abstände 
DE  parallel  zur  Normalebene  gelegt,  so  kann  die  Schnittlinie  ABA^^  eine 
beliebige  krumme  Linie  sein,  deren  Beschaffenheit  von  der  Gleichung  der 
Fläche  abhängig  sein  wird.  Ihre  Gleichung  sei  /'(r,  ^)  =  0.  Wir  denken 
uns  nun  durch  die  Axe  DE  eine  Ebene  BDE  gelegt.  Der  Durchschnitt 
derselben  mit  der  Oberfläche,  nämlich 'der  Bogen  BbD  ist  ein  Parabel- 
bogen, dessen  Axe  DN  ist.  Hieraus  folgt,  dass  2> Cgieich  der  halben  Ordi- 
nate des  Punktes  B^  also  gleich  ^DE^=^EC^=^\z  ist  Aus  diesem  Grunde 
erhält  man  das  Verhältniss  der  Volumina  der  drei  Elemente ,  wenn  man 
dieselben  für  zwei  unendlich  nahe  durch  DE  gelegte  ebene  Schnitte  be- 
stimmt, wie  z.  B.  DEBB^.  Nun  ist  das  Volumen  der  dreiseitigen  Pyra- 
mide CEBB^  gleich  ^zr^d^,  das  Volumen  von  DEBB^  gleich  ^zr^d{^. 
Der  Inhalt  des  Dornsectors  DbBB^E  wird  endlich  bestimmt  durch  das 
Integral 


t/ 


10 


0 
Folglich  ist  das  gesuchte  Verhältniss 

Ä;:C:jr/=  10:6:5. 
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Die  Mantelfl&ehen  der  drei  Körper  sind  ans  denselben  oben  angefahr- 
ten 6rttnden>  denen  der  Streifen  CBB^^  sowie  DbBB^  und  DBB^  propor- 
tional.    Sei  ip  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  in  B  mit  dem  rad.  vect. 

bildet,  so  ist  der  Inhalt  des  Dreieckes  CBB.  bleich  —  z*r,  — ~  d^.  der  des 

®  4  secm 

Dreieckes  D BB^  gleich  —  2.  r. d-^,  wobei  co  den  Winkel  bedeutet,  den 

2  S€C  OD 

die  Tangente  des  Bogenelementes  BB^  mit  BD  macht.  Das  Areal  der 
Fläehenstreifen  des  Acanthoides  erhält  man  endlich  aus  der  Betrachtung, 
dass  zwei  parallele  Schnitte  desselben  EBB^  und  E^bh^  ähnlich  sind.  Dann 
sei/>-&  =  y,  so  ist  y'=2^o'*/ '^"^^  ^*  =  2por^„  also  r,  :r^  =  y*:z'.  Für 
einen  anderen  Schnitt  ist  !^=^Q,r,„  und  z*^=:2Q,r,„  also  r,„  :  r,,=y*  :  «•; 
woraus  folgt  r,:rf^=i r^,, : r„.  Ferner  folgt  daraus  für  ein  Bogenelement 
des  horizontalen  Schnittes  dSf^ :  äs,  =  r^ :  r,.  Es  ist  nun  die  gesuchte 
Fläche  ausgedrückt  durch  das  Integral 


secm 
0 


•=/■- 

J    Si 

0 
wo    c    den    Bogen    Db    bezeichnet.       Nun    ist    da=sdrj/ 1+  (-^j 

=  rfr .  7/  1  +  —  — ,  und  da  r  gegen  q^  verschwindend  klein  ist,  so  reducirt 
sich  das  Integral  auf 

^r^  §  .7/  — ö.r.rfr.dO  =  — «.r. 1- 


/ff£9  ,/l 
*ecaiy    1^0 


cf  r .  d^  ==--«.  r .  — ^  •  d^. 


0 

ffieraus  ergiebt  sich  das  Yerhältniss  der  Mantelflächen,  wie  folgt 

0,:0:Oi=^Q:A:S. 
8)  Die  Nadeln  oder  Belonoide  (Fig.  11,  Tafel  IV).  Unter  dem 
Namen  Nadeln  sind  solche  Flächenelemente  begriffen,  welche  von  ähnlicher 
Beschaffenheit  wie  die  sub  No.  7  beschriebene  Oattung  sind,  mit  dem  Un- 
terschiede indess,  dass  die  Axe  2>^  nicht  innerhalb,  sondern  ganz  ausser- 
halb derselben  liegt.  Wir  denken  uns  zunächst  eine  Secantenebene  ABA,, 
parallel  zur  Normalebene  des  Scheitels  D  gelegt,  und  die  beiden  Kegel 
DABA,,  und  CABA,,  construirt.  Es  ist  klar,  dass  man  wiederum  das  Yer- 
hältniss der  drei  Grössen  K,,  C,  Kt  erhalten  wird,  wenn  man  durch  die 
Axe  und  das  Belonoid  zwei  unendlich  nahe  Ebenen  legt  und  die  so  ent- 
standenen Yolumenelemente  mit  einander  vergleicht.  Wird  die  Basis  in 
den  Linien  ^^  und  A,B,  geschnitten  und  bezeichnet  man  die  Höhe  des 
Belonoids  mit  z,  so  ist  K,  gleich  lABA,B,.z^  Kt  gleich  ^ABA,B,.z  und 
das  Stück  DABA,B,  des  Belonoids  gleich  der  Differenz  DAA,E  und 
DBB,E.    Diese  drei  Grössen  sind  offenbar  ähnliche  Functionen  wie  in  der 
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vorigen  Nummer.  Bezeichnen  wir  die  Gerade  EB  mit  r,,  BA  mit  r,, 
80  ist  Ä's  gleich  ^«W — r,*)dd'^  JiT/ gleich  i*jt(V — r,*)d^  und  C  gleich 
TV2(r,,«— r/)rf'^;  mithin 

r,  :  C :  JT/  =  10  :  6  :  5 
0,  :  Ö  :  0/  =  6  :  4  :  8. 
Wenn  man  jetzt  die  Secantenebene  A  8,^^  senkrecht  zur  Normalen  D  N  des 
Hauptschnittes  DEA  legt,  so  ändern  sich  die  Verhältnisse  in  die  in  No.  6 
erhaltenen  um.  Es  ist  nämlich  der  Inhalt  des  Sehnenkegels  DAB,„  gleich 
|r,(z^«  — z,)d^,  der  des  Tangentenkegels  C,AB,„  gleich  ^r,(z^'^z,*)d^y 
worin  z^  und  z,  bezüglich  die  Abstände  AE^  und  B,f,E,  bedeuten;  endlich 
der  Inhalt  des  Calottensectors  gleich  J-r,(t,>* — z,*)d&^  folglich 

0,  :  0  :  0/  =  1 :  1  : 1. 

Bemerkenswerth  ist,  dass,  wenn  man  von  E  aus  Tangenten  ^i^,,und  EA,,, 
an  die  Basis  des  Belonoids  zieht,  die  durch  dieselben  und  die  Axe  DE  ge- 
bildeten Ebenen  das  Belonoid  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Parabel- 
bögen DA,,  und  DA,,,  berühren.  Denn  sollten  es  zwei  verschiedene  Cur- 
venelemente  sein ,  so  hätten  sie  ausser  dem  Scheitel  D  noch  den  Punkt  A„ 
gemeinschaftlich.  Es  wäre  mithin  ED*=^  2p,EA„  und  ED*  =^2p,.EA„^ 
was  die  Gleichheit  von  p  und  p,  erfordert.  Von  den  unendlich  vielen  im 
Scheitel  möglichen  Tangentialebenen  ist  diese  diejenige ,  welche  sich  dem 
Belonoide  am  meisten  anschmiegt. 

9)  Die  Schneiden  oder  Ktenoide  (Fig.  12,  Tafel  IV).  Unter 
Schneiden  verstehen  .wir  solche  Flächenelemente ,  bei  denen  der  Normal- 
schnitt, nämlich  JDK  ein  flaches  Parabelsegment,  alle  übrigen  hingegen, 
z.  B.  DAR  Spitzen  der  zweiten  Art  oder  Schnäbel  bilden.  Sei  DN 
die  Normale,  welche  auf  der  Schneide  JDE  in  D  auf  der  Fläche  JDKA 
senkrecht  steht  und  der  Schnitt  JAKB  senkrecht  zur  Normalen  gelegt. 
Man  erhält  nun  offenbar  das  gesuchte  Verhältniss,  wenn  man  für  die  von 
zwei  unendlich  nahen  Schnitten  CEA  uniCEA,  eingeschlossenen  Volamen- 
und  Flächenelemente  berechnet.  Der  vorliegende  Fall  führt  darch  die- 
selben wie  in  No.  8  angestellten  Betrachtungen  zu  den  Proportionen 

Kr'C:Ki—2:Z:A 
0,:0:0,=  1:1:1. 

10)  Die  Hörner,  Nabelflächen  und  Keile  sind  singulare  Flä- 
chenelemente, welche  in  ihrem  Scheitel  mehr  als  eine  Normalebene  be- 
sitzen ,  wie  z.  B.  der  Scheitelpunkt  eines  Kegels.  Die  Normalcbenen  der 
beiden  ersten  Arten  umhüllen  einen  Kegel,  die  Keile  haben  in  jedem  Punkte 
zwei  Normalen.  Von  diesen  Flächeneleroenten  gelten  ähnliche  Bemerkun- 
gen wie  von  den  vorspringenden  Punkten. 
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ZXXVnL  Veber  eine  besondere  Art  seciiiidftrer  Qleiehgewichtfflpiren. 
Von  Dr.  LuDwia  Matthi essen  in  Jever. 

In  meinem  im  Jahre  1850  veröfientlichten  Schriftchen  ,,Neue  Untersnch- 
nngen**  über  frei  bewegliche  nar  dem  Gesetze  der  gegenseitigen  AnziehuDg 
unterworfene  flüssige  Systeme  ist  von  mir  bereits  auf  den  Unterschied  der  con- 
tinuirlichen  nnd  discontinuirlicben  Gleichgewichtsfignren  hingewiesen  wor- 
den. Eine  wichtige  Gruppe  der  zweiten  Art,  welche  zu  den  „secnndären" 
Gleichgewichtsformen  gehören,  bilden  die  Doppelsterne,  eine  Gattung  von 
Fixsternen,  welche  in  neuester  Zeit  ein  besonderer  Gegenstand  aufmerk- 
samer Beobachtung  unserer  Astronomen  geworden  sind,  da  dieselben  ge- 
eignet sind,  zum  mindesten  Über  die  Massen  der  ausser  dem  Bereiche  des 
Sonnensjstemes  liegenden  Weltkörper  einigen  Aufschluss  zu  geben.  Unter 
diesen  Systemen  giebt  es  auch  solche  dreier  Körper,  sogenannte  Tripel- 
sterne.  Eines  dieser  Tripelgestirne  befindet  sich  im  Sternbilde  des  Fuhr- 
mannes No.  653  des  Struve 'sehen  Kataloges  genannt  „14  aurigae'^  Es 
hat  die  Form  eines  dreiseitigen  Dreieckes  in  Distanzen  von  13"  bis  15", 
welche  es  bis  jetzt  ziemlich  unveränderlich  beibehalten  hat.  Wenn  nun 
ancb  im  Allgemeinen  bei  Sternen,  die  demselben  Attractionssjsteroe  ange- 
hören, die  gegenseitigen  Positionen  und  Distanzen  derselben  sich  fortwäh- 
rend ändern  werden,  so  liegt  doch  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht  Positionen 
nnd  Massenverhältnisse  geben  könne ,  welche  entweder  eine  gleiche  Um- 
laufszeit  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  haben  oder  doch  we- 
nigstens eine  Reihe  von  Umläufen  hierdurch  beibehalten  können.  Eine 
mathematische  Untersuchung  dieses  Problemes  hat  miCh  zu  folgenden  merk- 
würdigen Theoremen  geführt : 

1)  dem  Gleichgewichte  des  Tripelgestirnes  genügt  einzig  und  allein 
die  Gestalt  eines  gleichseitigen  Dreieckes,  wovon  das  Verhältniss  der 
Massen  unabhängig  bleibt; 

2)  die  Massen  der  drei  Körper  verhalten  sich  wie  die  Inhalte  der  von 
den  gegenüberliegenden  Seiten  und  dem  Schwerpunkte  des  Systemes  ge- 
bildeten Dreiecke; 

3)  bei  einer  constanten  Summe  der  Massen  giebt  es  unter  allen  Massen- 
verhftltnissen  ein  Minimum  nnd  ein  Maximum  der  Summe  der  Bewegnngs- 
qn^kntitäten ; 

4)  das  Gleichgewicht  des  Systemes  ist  labil. 

Es  seien  m,  m',  m"  die  Massen  der  drei  Körper,  r,  r',  r"  die  denselben 
gegenüberliegenden  Distanzen,  ferner  (a,  /S),  (y,  d),  (f,  J)  die  Winkel,  in 
welche  die  des  ganzen  Dreieckes  von  den  rad.  vect.  ^,  ^',  p"  getheilt  wer- 
den. Da  die  Umwälzung  der  drei  Körper  gleichmässig  nnd  gleichzeitig 
sein  soll,  so  müssen  wir  voraussetzen,  dass  sie  sich  in  drei  gesonderten  con- 
centrischen  Kreisbahnen  bewegen,  deren  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  des 
Systemes  ist,  sowie  ferner,  dass  sie  eine  dieser  Bedingung  entsprechende 
Winkelgeschwindigkeit  o  haben.     Die  Gleichungen  sind  alsdann 


r"«      '        r'« 

—  w  V 

mcosd  ^  rn'cosy 

=  afo 

r"«     +       r« 

—  CD   ^ 

mco5«      m'cosß 

=  «»e"; 
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a)  für  die  Bewegung  in  der  Kreisbahn 

m'coss  ,  m'cost         . 
1)  -* ^—  *«*' ' 

2) 

3) 

b)  für  die  Bedingung  des  Oleichgew icbtes 
..  m'sing      tn'sint 

..  msini      m"  siny 

^v  msint*      m'sinß 

«)  -7i ;5-^=«5 

c)  für  den  Schwerpunkt  des  Sjstemes 

_^        I7t  llt  Ifl  17t         Ift  Ift 

^        r.(»  »np      r.^  51»)^      rp  sma      r  QStn^     r  gstns      r  q  stno 
Führt  man  die  Gleichungen  7)  in  4),  5),  0)  ein,  so  erh&lt  man  beispielsweise 
aus  den  Gleichungen 

— TTi rr^=  0,  und  — 


die  Bedingungsgleichung  /  =3  r".     Ebenso  findet  man  r  =:  / ,  womit  das 
erste  Theorem  bewiesen  ist« 

Wir  führen  diese  Bedingung  r"  ^sr  =ir  in  die  Bewegungsgleichnn- 
gen  ein,  wodurch  dieselben  folgende  einfachere  Gestalt  erhalten: 

^,  m  cos  i  +  tn"  cos  t         , 

8)  ^ =  m*Q 

mcosi  +  in'cosY         ,  , 

9)  -^ ^  =  i»«e 


mcosa  + m'cosß         ,  „ 
ji —^9 


Eliminirt  man  aus  9)  m''  mittelst  der  Gleichung  4),  so  geht  sie  über  in 

.     .  cosi  . 
m  coss  +  m,  —7—  sm  t  , 

oder 

sini 


11)  in'  =  «)*r*^.-r 


Da  aber  das  Dreieck  gleichseitig  ist  und  \ri^sini  der  Ausdmck  für  den 
Inhalt  /'  des  dem  Körper  m  gegenüberliegenden  Dreieckes,  so  ist 
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und  analog 

12)  \  m  =  ^r.ii?.r 

K3 

Diese  Gleichungen  beweisen  das  zweite  Theorem. 

Ist  einer  der  Körper  von  weit  tiberwiegender  Masse,  so  kann  er  Cen- 
tralkörper  werden ,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Systemes  in  seiner  Masse 
liegt;  die  beiden  anderen  bewegen  sich  alsdann  um  ihn  in  gleichen  Ent- 
fernungen mit  gleicher  Umlaufsgeschwindigkeit.  Sind  die  Massen  gleich, 
80  drehen  sie  sich  um  den  Mittelpunkt  des  dem  gleichseitigen  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreises.  Sind  zwei  Massen  gleich,  die  dritte  aber  von  yer- 
schwindender  Kleinheit  gegen  die  beiden  anderen ,  so  drehen  sie  sich  um 
den  Mittelpunkt  der  die  beiden  Massen  verbindenden  Seite.  Aus  12)  geht 
ferner  herror,  dass  fttr  eine  gegebene  Summe  der  Massen  M(^=fn  +  ni  +  m") 
die  Quadrate  der  ümlaufszelten  sich  wie  die  Guben  der  Distanz  verhalten 
(3.  Kepler*sches  Gesetz) ;  und  dass  fttr  eine  und  dieselbe  Distanz  die  Um- 
laufszeit  für  jede  beliebige  Massenvertheilung  constant  ist. 

Die  Summe  der  Bewegungsquantitttten  ist  temer  ausgedrückt  durch 
die  Gleichung 

13)  E=^  £{Q^m)  =  ^[mq*+m'  q^  +  m'  ii'"] 

und  da  o  eine  constante  Grösse  ist  für  gleiche  Distanzen,  so  bleibt  zu 
untersuchen,  wann  der  Ausdruck  m^*  +  i»'^''+m"^"*  ein  Minimum  oder 
Maximum  ist.  Er  ist  ein  Minimum,  wenn  sämmtliche  Massen  in  einer  ver- 
einigt sind,  ein  Maximum  hingegen,  wenn  m=m'  =  m.  Im  letzteren  Falle 

ist  jE  =  — .  — -  .     Wir  nehmen  beispielsweise  ni  =  m\  m<tn   an ,  dann 
2        3  «^ 

ist  Q  =  q"  hingegen  q  ^  (f.  Sei  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  Drei- 
eckes von  einer  Ecke  ö,  und  ^ = a  +  z/  a,  so  ist  ^'  s=:  ^"  =  'l/a*'+aJa+ J  a*. 
Femer  ist 

{m+m'):M={a±Ja):la, 
folglich 


oder 
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Hieraus  folgt  noch ,  dass  es  für  eine  und  dieselbe  Summe  der  Bewegungs- 
quantitäten  immer  wenigstens  zwei  mögliche  Gleichgewichtsfiguren 
giebt,  wie  es  auch  bei  den  Ellipsoiden  der  Fall  ist. 

Es  bleibt  noch  die  Stabilität  des  Systemes  zu  untersuchen.  Wir  neh- 
men demgemäss  an,  dass  für  einen  Moment  die  Gleichung  6)  nicht  statt- 
fände, so  müsste  m"  um  ein  Stück  ds  in  der  Richtung  der  Tangente  seiner 
Bahn  verschoben  werden,  und  es  würde  das  System  nicht  stabil  sein,  wenn 
nicht  m"  in  seine  frühere  Lage  zurückkehrte ,  sondern  sich  dem  nächsten 
Körper  immer  mehr  näherte.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Ausweichung  von 
a  nach  ß  hin  geschieht  und  dass  m  =  m"  sei,  so  ist  offenbar  a  ^  a  und  also 
a  <^  ß'i  und  ebenfalls  /  >  r,  folglich 

sin  a        sin  jf 
r  *  r* 

Die  Folge  hiervon  ist,  dass  m"  mit  beschleunigter  Bewegung  seine  Gleich- 
gewichtslage verlassen  wird,  kurz,  das  Gleichgewicht  des  Tripelgestirnes 
ist  unter  allen  Umständen  labil,  wie  im  letzten  Satze  behauptet  worden  ist. 


XXXIX.  XTeber  die  Inhaltsbeitiminiing  der  fttnf  regulären  Körper. 
Von  Dr.  F.  Dellmann. 

Von  den  5  regulären  Körpern  kommen  deren  3  in  der  Krystallographie 
vor,  nämlich  das  Tetraeder,  Hexaeder  und  Oktaeder ;  ihre  Inhaltsbestimmung 
hat  nach  allgemeinen  Formeln  atattgefbnden  in  meineni  Aufsatze  über  den 
Kubik-  und  Oberflächen-Inhalt  sämmtlicher  einfachen  Formen  des  regel- 
mässigen Krystallsjstemes  im  4.  Hefte  des  7.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift. 
Von  dieser  krystallographischen  Bestimmungsweise  soll  hier  ganz  abgesehen 
werden.  Indessen  hat  doch  eine  für  alle  5  Körper  gemeinsame  Betrach- 
ungsweise ,  die  krystallographische  nämlich ,  zur  Ermittelung  der  Inhalts- 
bestimmung auch  des  Dodekaeders  und  Ikosaedera  geführt. 

Wir  betrachten  also  die  5  Körper  als  aufgebaut  um  3  aufeinander  recht- 
winkelige, gleiche  Axen ;  beim  Tetraeder,  Dodekaeder  und  Ikosaeder  sind 
es  Kantenaxen ,  beim  Oktaeder  Eckenaxen  und  beim  Hexaeder  Flächen* 
axen.  Durch  die  Endpunkte  dieser  Axen  denken  wir  eine  Kugel  gelegt, 
deren  Radius  also  gleich  ist  der  Sechseckseite  eines  grössten  Kreises  der- 
selben ;  er  heisse  5,  wogegen  die  Zehneckseite  desselben  Kreises  Z  heissen 
möge. 

Wenn  man  das  Dodekaeder  um  eine  E^ckenaxe  dreht,  so  ist  ein  Ae- 
quatorschnitt  das  reguläre  Sechseck  des  grössten  Kreises  der  Kugel,  welche 
durch  die  Halbirungspnnkte  der  Kanten  geht;  dreht  man  es  aber  um  eine 
Flächenaxe,  so  ist  der  Aequatorschnitt  das  reguläre  Zehneck  desselben 
Kreises.     Das  Ikosaeder  muss  man  umgekehrt  um  eine  Eckenaxe  drehen, 
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um  zum  AeqaatorBchnitt  diese,  und  um  eine  Flächenaxe,  um  jene  Figur*) 
sunt  Aequatorscbnitt  zu  erbalten.  Die  Gerade,  welche  an  beiden  Körpern 
die  Halbirungspunkte  zweier  aneinander  stossender  Kanten  verbindet,  ist 
also  Z;  beim  Dodekaeder  ist  s  die  Gerade,  welche  die  Halbirungspunkte 
zweier  nicht  aneinander  stossender  Kanten  verbindet,  die  aber  demselben 
Fünfeck  angehören;  beim  Ikosaeder  verbindet  s  die  Halbirungspunkte 
zweier  Kanten,  welche  nicht  benachbart  sind  an  derselben  Ecke. 

Aus  diesem  folgt  gleich ,  dass  die  Diagonale  eines  Fünfeckes  des  Do- 
dekaeders 2Z,  eine  Seite  dieses  Fünfeckes  oder  Kante  de»  Dodekaeders 
2(5  —  Z)  und  eine  Kante  des  Ikosaeders  2Z  ist. 

Steilen  wir  nun  die  5  Körper  in  dieselbe  Lage,  wo  eine  der  drei  Axen 
von  oben  nach  unten,  die  andere  von  rechts  nach  links,  die  dritte  von  vorn 
nach  hinten  geht,  so  erkennen  wir  leicht,  dass  das  Tetraeder  ans  dem 
Hexaeder  erhalten  wird ,  wenn  wir  durch  4  Schnitte ,  welche  durch  3  Dia- 
gonalen der  Quadrate  des  Hexaeders  gehen,  4  Pyramiden  abschneiden, 
welche  die  halbe  Hexaederfiäche  zur  Grundfläche  und  die  Hexaederkante 
zur  Höhe  haben.     Da  die  Hexaederkante  2s  ist,  so  ist  also  das  Hexaeder: 

8**,  und  das  Tetraeder:  Ss^  —  4.2s*- ~  =  -s«  — -- ä»=  —  <».     Also: 
'  3         3  3  3 

Der  Inhalt  des  Tetraeders  ist  ein  Drittel  des  Inhaltes 
des  Hexaeders  mit  derselben  Axe. 

Das  Oktaeder  besteht  aus  2  vierseitigen  Pyramiden,  deren  Grund- 
flächen die  halbe  Hexaederfläche  betragen,  also  2s^]  und  da  ihre  Höhe  s 

s         4 
ist,  so  ist  der  Inhalt  des  Oktaeders :  2. 2 .*•.--  =  ■—  s*.     Also : 

Der  Inhalt  des  Oktaeders  ist  ein  Sechstel  des  Inhaltes 
des  Hexaeders  mit  derselben  Axe. 

Wir  sehen,  dass  zur  Inhaltsbestimmung  dieser  3  Körper  s  ausreicht; 
zur  Inhaltsbestimmung  aber  des  Dodekaeders  uud  Ikosaeders  müssen  wir 
Z  zu  Hülfe  nehmen. 

Im  Dodekaeder  steckt  ein  Würfel,  dessen  Ecken  in  8  Dodekaederecken 
fallen;  eine  Gerade,  welche  2  dieser  Ecken  verbindet,  ist  eine  Diagonale 
des  Fünfeckes,  also  2Zund  der  Würfel  8Z'.  Wir  können  diesen  Würfel 
durch  6  Schnitte  herausschneiden  und  erhalten  als  Abfälle  6  dreiseitige 
Prismen,  wo  eine  Seite  die  Würfelfläche  ist,  die  wir  aber  nicht  als  Grund- 
fläche betrachten.  Um  2  parallele,  auf  den  Seitenkanten  senkrechte,  drei- 
seitige Grundflächen  dieser  Prismen  zu  erhalten,  müssen  wir  erst  unten 
und  oben  eine  kleine  Pyramide  abschneiden,  deren  Grundflächen  die  Länge 
der  Kanten  des  herausgeschnittenen  Würfels  haben,  also  2Z,  wogegen  die 


*)  Wenn  man  nur  die  Punkte  berücksichtigt,  welche  in  der  Eogeloberfläche  lie- 
gen und  diese  durch  Gerade  verbindet. 
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Breite  dieser  Grundflächen  die  Differenz  zwischen  dieser  halben  Wttrfel- 
kante  und  der  halben  Dodekaederkante  beträgt,  also  Z—  (^—  Z)  =  2Z — s. 
Da  die  Höhe  dieser  Pjramiden  s — Z  ist,  wie  die  Anschauung  des  Dodeka- 
eders zeigt,  so  beträgt  also  der  Inhalt  der  12  Pyramiden:  8Z(2Z  —  s) 
(s  —  Z).  Endlich  ist  der  Inhalt  der  0  dreiseitigen  Prismen ,  deren  Grund- 
flächen Dreiecke  sind  mit  der  Grandlinie  2Z  und  der  Höhe  »— Z,  also  Tom 
Inhalte  Z{s — Z),  nnd  deren  Höhe  eine  Dodekaederfläche,  also  2(«— Z)  ist 
12Z(f ;— Z)'w    Also  ist  der  Inhalt  des  Dodekaeders: 

8Z»  +  8Z(2Z  —  jr)  (*  —  Z)  +  12Z(*  —  Z)«  = 
4Z[2Z«  +  2(2Z  —  jr)(5  — Z)  -t-  3(*  —  Z)«]  = 
4Z[2Z»  +  (s  —  Z)(4Z  —  2j  -h  3«  —  3Z)]  = 
4Z[2Z*  -f  (ä  —  Z)  (j?  +  Z)]  = 
4Z(2Z«-|-5«  — Z»)  = 
4Z(Z«  +  «*).     Dasheisst: 
Der  Inhalt  des  regulären  Dodekaeders  ist  eine  Summe 
zweier  Parallelepipeden,  deren  Grundflächen  die  Quadrate 
des  regelmässigen  Zehneckes  nnd  Sechseckes  des  grössten 
Kreises  einer  durch  die  Halbiran gs punkte  seiner  Kanten  ge- 
legten Kugel  sind  und  deren  Höhe  die  vierfache  Seite  dieses 
Zehneckes  ist. 

Um  den  Inhalt  des  Ikosaeders  zu  berechnen,  bediene  man  sich  der  Fig. 
Es  soll  das  symmetrische  Sechseck  abcdef  einen  durch  2  der  recht- 
winkeligen Axen  gelegten  Schnitt  des  Ikosaeders  bedeaten,  also  be  and  gh 
die  beiden  Axen;  cd  nnd  a/ sind  Kanten,  ab^  bc,  de  und  «/'aber  Höhen 
der  Dreiecke  des  Ikosaeders ;  cd  und  a/'also=2Z;  cA,  hd,  fg  und  ga^=^Z\ 
bo  und  oe  =  «.  Das  Quadrat  mpnq  ist  durch  die  Punkte  a cd/* gelegt  und 
seine  Seiten  sind  den  Seiten  des  Quadrates  bgeh  parallel;  bm  und  en  sind 
also  z=  ch=^  hd=::=  Z]  ar  ist  perpendikulär  auf  mn^  also  =  s. 

Nun  denke  man  sich  die  8  Dreiecke  des  Ikosaeders,  in  deren  Mittel- 
punkten die  Ecken  des  Ikosaeder  steckenden  Wüsfel  liegen,  erweitert,  so 
dass  ihre  Ebenen  in  das  Ikosaeder  einscbliessendes  Oktaeder  bilden,  dessen 
Schnitt  durch  2  der  rechtwinkeligen  Axen  also  das  äussere  Quadrat  der 
Figur,  das  Quadrat  mpnq  darstellt.  Die  Höhe  der  12  Pyramiden,  welche 
durch  Erweiterung  der  8  Flächen  des  Ikosaeders  gesetzt  sind ,  um  es  zum 
Oktaeder  zu  ergänzen,  ist  ar  =  s\  die  Grundfläche  dieser  Pyramiden  liegt 
also  in  der  Ebene  zweier  der  rechtwinkeligen  Axen.  Eine  Seite  dieser 
Grundfläche,  die  Grundlinie  dieser  gleichschenkeligen  Dreiecke,  ist  eine 
Kante  des  Ikosaeders,  also  2Z;  die  Höhe  dieser  Dreiecke  ist  6m,  en  etc., 
also  Z,  also  der  Inhalt  eines  solchen  Dreieckes  Z',  also  der  Inhalt  einer  der 
Pyramiden:  Z'^,  folglich  der  Inhalt  der  12  Pyramiden:  4Z'«. 

Der  Inhalt  des  Ikosaeders  wird  also  gefunden,  wenn  man  vom  Inhalte 
des  Oktaeders  mit  der  Axe  i7in  =  2(«  +  Z)  den  Inhalt  der  12  Pyramiden 
subtrahirt. 
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Da  nun  der  Inhalt  des  Oktaeders  ein  Sechstel  des  Inhaltes  des  Wür- 

fels  mit  derselben  Axe  ist,  so  ist  das  Oktaeder  um  das  Ikosaeder :  -^^ , 

-  6 

also  der  Inhalt  des  Ikosaeders : 

6  3 

Man  findet  also  den  Inhalt  des  Ikosaeders,  wenn  man  das 
Hexaeder  ans  der  Summe  der  Seiten  des  regulären  Sechs- 
eckes und  Zehneckes  eines  grössten  Kreises  einer  durch  die 
Halbirungspunkte  der  Kanten  des  Ikosaeders  gelegten  Ku- 

4 
gel  mit  --  multiplicirt,  und  von   diesem  Produkte  ein  Paral- 

3 

lelepipedon  subtrahirt,  dessen  Grundfläche  das  Quadrat 
der  Zehneckaxe  und  dessen  Höhe  die  vierfache  Sechseckaxe 
desselben  Kreises  ist. 


XL.  Kurier  Beweis  des  Saties  vom  Kubik-Inlialte  des  Hexakisokta- 
•den.    Von  Dr.  F.  Dellmann. 

Auf  S.  274  des  vorigen  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  ist  der  Satz  vom 
Kubik-Inhalte  des  Hexakisoktaeders  ans  der  eben  vorher  entwickelten 
Formel  herausgelesen.  Wem  es  blos  um  den  Beweis  dieses  Satzes  zu 
thnn  ist,  findet  ihn  in  aller  Kürze  in  Folgend enu 

Wenn  man  das  Hexakisoktaeder  aus  48  Pyramiden  bestehend  betrach- 
tet, von  denen  je  6  mit  ihrer  Spitze  in  einer  sechseckigen  (Hexader-)  Ecke 
zusammenstossen  und  deren  Grundflächen  also  die  Dreiecke  sind,  deren 
Seiten  den  Mittelpunkt  der  Krjstallform ,  eine  achtseitige  [Oktaeder-)  und 
eine  vierseitige  Dodekaeder-)  Ecke  verbinden,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass 
der  Inhalt  dieser  Orundfläche,  als  deren  Grundlinie  man  die  Verbindung 
des  Mittelpunktes  mit  einer  aehtseitigen  Ecke  zu  betrachten  hat,  das  Pro- 
dukt aus  der  halben  Oktaederaxe,  der  Grundlinie  und  dem  halben  Perpen* 
dikel  aus  der  vierseitigen  Ecke  auf  die  Oktaederaxe,  der  halben  Höhe  ist. 
Dies  Produkt  ist  also  noch  mit  einem  Drittel  der  Höhe  der  Pyramide  zu 
multipliciren,  um  deren  Inhalt  zu  finden.  Diese  Höhe  ist  aber  ein  Per« 
pendikel  aus  einer  sechsseitigen  Ecke  auf  die  Ebene  zweier  Oktaederaxen. 
Nennen  wir  also  die  halbe  Oktaederaxe  oder  das  Perpendikel  aus  einer 
achtseitigen  Ecke  auf  die  Ebene  zweier  Oktaederaxen  p,  das  Perpendikel 
aus  einer  vierseitigen  Ecke  auf  dieselbe  Ebene  p'  und  das  Perpendikel  aus 
einer  sechsseitigen  Ecke  ebenfalls  auf  diese  Ebene  p'\  so  ist  der  Kubik- 
inhalt einer  der  48  Pyramiden : 

2.3     ' 
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also  aller  48  Pyramiden  : 


:2p»2p  rzp' 


2.3 
Also  in  Worten: 

Der  Inhalt  den  Hexakisoktaeders  ist  ein  Prodakt  der 
doppelten  Perpendikel,  welche  aas  den  dreierlei  Ecken  auf 
die  Ebene  zweier  Oktaederaxen  gefällt  werden. 


ZLL  Erweiterung  des  Satzes,  dass  eine  einen  geraden  Kegel 
sehneidende  Ebene  von  zwei  demselben  dingesohriebenen  Kugeln  in  den 
Brennpunkten  des  entstehenden  Kegelschnittes  berfthrt  wird. 

Der  Satz,  den  wir  beweisen,  lautet: 

Wenn  die  Enveloppe  einer  einfachen  Kugelschaar  von  einer  Ebene  in 
einem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  und  zwar  so,  dass  die  Kugeln  der 
Schaar  diesen  Kegelschnitt  in  je  zwei  verschiedenen  Punkten  berühren,  so 
wird  die  Ebene  des  Kegelschnittes  jedesmal  von  2  Kugeln  der  Schaar  in 
den  Brennpunkten  berührt. 

Beweis:  Man  denke  sich  über  allen  Sehnen,  welche  der  kleinen  Axe 
eines  beliebigen  Kegelschnittes  parallel  laufen,  Kreise  geschlagen,  so  wer- 
den alle  diese  Kreise  wieder  einen  Kegelschnitt  enveloppiren ,  wovon  man 
sich  leicht  auf  synthetischem  oder  analytischem  Wege  überzeugen  kann. 
Die  Brennpunkte  des  neuen  Kegelschnittes  liegen  in  den  Scheiteln  der 
grossen  Axe  des  alten,  und  es  Iftsst  sich  leicht  einsehen,  dass  man  nur  auf 
diese  Weise  jeden  Kegelschnitt  als  Enveloppe  eines  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  berührenden  Kreises  erzeugen  kann.  Jede  Kreisscbaar  also, 
welche  den  Kegelschnitt  in  zwei  verschiedenen  Punkten  (reell  oder  ima* 
ginair)  berührt,  enthält  zwei  unendlich  kleine  Kreise  um  die  beiden  Brenn* 
punkte  des  Kegelschnittes.  Schneidet  nun  eine  Ebene  aus  einer  Kugel* 
enveloppe  einen  Kegelschnitt  aus,  so  kann  man  denseltben  betrachten  als 
die  Enveloppe  der  Kreisschaar,  welche  die  Ebene  aus  der  Kugelschaar 
ausschneidet.  Es  ist  klar,  dass  die  Kugeln,  welche  in  unendlich  kleinen 
Kreisen  geschnitten  werden,  die  Ebene  berühren.  Da  aber  die  unendlich 
kleinen  Kreise  die  Brennpunkte  zu  Mittelpunkten  haben,  so  berühren  t 
Kugeln  in  den  Brennpunkten.     Q,E.D. 

Die  Anwendung  des  Satzes  auf  den  Kegel,  das  Rotationsellipsoid  und 
das  Rotationshyperboloid  ergiebt  sich  von  selbst. 

Berlin.  Thbodor  Berner,  stud.  math. 
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Recensionen. 

Ä  hislory  of  ihe  progress  of  ihe  calculus  of  variations  during 

ihe  nineieenih  Century.     By  J.  Todhünter.     Macmillan  and 

Co,    Cambridge  and  London,    1861.    8. 

In  dem  zweiten  Bande  der  Turiner  Memoiren  (1760  und  1761,  p.  183  ff.) 

gab  Lag  ränge  die  Lösung  des  Problems:  „I^i^  Formen  der  Functionen 

y  und  z  zu  finden,  welche    Czdx  zu   einem   Maximum   oder  Minimum 

(du     d*y  dz     d^z  /•  \ 


_         .  /  dy     dz        \  " 


Dasselbe  Problem  hatte  bereits  Eni  er  in  seiner  y^Methodus  inve- 
niendi^^  für  den  einfacheren  Fall  gelöst,  dass  in  Z  und  Z^  nur  eine  un- 
bekannte Function  y  und  deren  Differentialquotienten  enthalten  sind,  wäh- 
rend von  seinen  Vorgängern,  den  Bernoulli^s  u.  A.  nur  die  Lösungen 
specieller  Probleme  der  Variationsrechnung  gegeben  waren,  in  welchen 
die  in  Z  enthaltenen  Differentialquotienten  der  Unbekannten  die  erste 
Ordnung  nicht  überstiegen. 

Ist 


N-"''     P-     "^ 
^'dx 

0  =  ^, 

""^dy^  *            dy^ 
'^Tx 

^'da? 

ferner  A  ein  vermittelst  Z  und  Zj  näher  zu  bestimmender  Factor,  so  be- 
nutzte Euler  zur  Darstellung  der  die  unbekannte  Function  bestimmenden 
Hauptgleichung : 

dx  dx^ 

das  Verfahren ,  dass  er  in  der  zu  suchenden  Function  oder  in  der  als  ein 
Polygon  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten  betrachteten  Curve 

ULeratnritff.  d.  Zcitschr,  f.  Math.  a.  Phys.  VIII,  1.  1 
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die  Ordinate  y  eines  beliebigen  Punktes  derselben  variiren  lässt  und  die 
durch  diese  Variation  bedingten  Werthänderungen  der  den  auf  einander 
folgenden  Ordinaten  y ,  y\  y\  , ,  entsprechenden  Differentialquotienten 
P »  Ö'»  p\  ?'»•••  nämlich 

__dy  _y—y     ^_y"'-y         <^^y  _dp  ^  V—P  ^  y'—  ^y  +  y 

^       dx         dx  dx  dx*      dx    "     dx  dx 

in  die  den  y^y.--  entsprechenden  Elemente  Zdx^  Z'dx.,.  substitairt,  diese 
Elemente  darnach  summirt  und  durch  diese  Summation  die  Hauptgleichung 
erhält,  welche  die  Form  derjenigen  Cnrve  bestimmt,  für  welche  das  in  der 
ganzen  Ausdehnung  der  Curve  genommene  f  Zdx  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  wird. 

Eni  er  nimmt  also  auf  die  Grenzen  des  Integrals  weiter  keine  Rück- 
sicht, indem  er  die  Bestimmung  der  aus  der  Integration  der  erhaltenen 
Hauptgleichung  hervorgehenden  Constanten  der  gewöhnlichen  Infinitesi- 
malrechnung zuweist.  Abgesehen  nun  davon,  dass  die  Eni  er 'sehe  Her- 
leitung der  Hauptgleichung  keine  rein  analytische,  vielmehr  eine  ans  geo- 
metrischer und  analytischer  Behandlungs-  und  Betrachtungsweise  ge< 
mischte ,  ferner  in  complicirteren  Fällen  in  Folge  der  Snmmation  der  in 
die  Behandlung  eingehenden  unendlichen  Reihen  Zdx  +  2^dx,,.  eine  sehr 
schwierige  war  und  deshalb  erstens  von  Eni  er  nach  seiner  eigenen  Er- 
klärung auch  auf  die  Untersuchung  von  Doppelintegralen  nicht  ausgedehnt 
ward,  60  Hess  die  Euler' sehe  Methode  weiter  zweitens  eine  bestimmte 
Aufstellung  der  sogenannten  Grenzgleichungen  und  drittens  eine  Fest* 
Stellung  der  Bestimmung,  ob  durch  die  Lösung  ein  Maximum  oder  ein  Mi- 
nimum, oder  keines  von  beiden  gefunden  wird,  zu  wünschen  übrig. 

Den  beiden  ersten  Forderungen  genügte  Lagrango  in  der  oben  eitir- 
ten  Abhandlung.  ,yEssai  d'une  nouvelle  methode  pour  delerminer 
les  maxima  ei  les  minima  des  formulcs  integrales  indefinies*'*' 
durch  seine  bekannte  rein  analytische  auf  die  Anwendung  der  partiellen 
Integration  und  die  Einführung  eines  neuen  Algorithmus  i  (wonach 
5.d»2  =  rf».6c,   d.fZ=föZ)  gegründete  Methode. 

Euler,  dem  dieselbe  bereits  einige  Jahre  vorher  von  Lagrange 
mitgetheilt  war,  adoptirte  sie  und  gab  in  der  Abhandlung:  ^yElemenia 
calculi  variaiionum  {Novi  Comm.  Acad.  Pelrop.  T.  X.  1764)**  mit  dem 
Namen  auch  eine  eingehende  Darstellung  der  Grundzüge  der  Variations- 
rechnung,  in  dieser  Abhandlung  (p.  88  ff. )  und  noch  mehr  in  der  ihr  ange- 
fügten: „Analyiica  explicatio  metkodi  n/aximorum  et  mtnimo- 
rum^^  der  Aufstellung  der  Grenzgleichungen  seine  Aufmerksamkeit  zu- 
wendend; bald  nachher  {n,Instiiuiiones  calculi  integralis*^  Vol.  III. 
1770.  p.  459  ff,;  „Appendix  de  calculo  variationum"^  Cap.  V.  p.  549 ff.) 
zog  er  auch  Doppelintegrale  in  den  Kreis  der  zu  behandelnden  Probleme 
und  gab  in  seiner  ,,Me1hodus  nova  et  facilis  calculum  variaiionum 
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tractandi''  {Novi  Comm.  Acad.  Peir.  T.  XVI.  p.  35  ff.)  der  Variationsrech- 
nung eine  neue,  später  wiederholt  benutzte  Grundlage  durch  die  Einfüh- 
rung einer  Hilfsvariabeln  /,  indem  er  die  zu  suchende  Function  y  =:  f{x) 
in  eine  andere  y=  (p{x,  /)  tibergehen  lässt ,  welche  für  /  =  0  die  ursprüng- 
liche Form  yi=/(ar)   wieder  annimmt,   und  bestimmt  öy=:   -^  -^  dt^ 

dt 

hiervon  (p.  45  ff.)  auf  die  Variation  von  Doppelintegralen  Anwendung 
machend. 

Nachdem  über  30  Jahre  nachher  diese  letztere  Methode  der  Einfüh- 
rung einer  Hilfsvariabeln  in  die  Function  y  =  gj  (ar)  und  weiter  deren  Ent- 
wickelung  nach  Potenzen  der  Hilfsvariabeln  vermittelst  des  Maclauri na- 
schen Lehrsatzes  von  Lagrange  in  seinen  „Lecons  sur  les  calcul  des 
fonctions^^  (p.  442  ff.)  angenommen  und  von  den  gewonnenen  Resultaten 
(p.  472  ff.)  Anwendung  auf  die  Variation  von  Doppelintegralen  innerhalb 
constanter  Integrationsgrenzen  gemacht  worden  war,  fand  nach  weiteren 
25  Jahren  c.  eine  Erweiterung  der  Methode  der  Variationsrechnung  auf 
Probleme,  in  denen  die  Maxima  oder  Minima  von  Doppelintegralen ,  deren 
Integrationsgrenzen  variabel  angenommen  sind,  bestimmt  werden  sollen, 
.durch  Gauss  bei  der  Behandlung  eines  speciellen  Problems,  durch 
Poisson  in  allgemeiner  theoretischer  Untersuchung,  und  auf  Grund  der 
80  begonnenen  Untersuchungen  eine  Weiterführung  derselben  auf  drei- 
und  mehrfache  Integrale  durch  Ostrogradsky  und  neben  Delaunay 
u.  A.  durch  Sarrus*)  statt. 

Doch  kehren  wir  noch  einmal  zurück  und  lassen  wir  die  ungegründe- 
ten Einwürfe  von  Fontaine  gegen  Lagrange's  Erstlingsarbeit  auf 
dem  Gebiete  der  Variationsrechnung  und  die  theilweise  gegründeten  von 
Bor  da  hinsichtlich  der  Grenzgleichungen  unberücksichtigt,  Einwürfe, 
denen  Lagrange  in  dem  vierten  Bande  der  Turiner  Memoiren**)  die 
adäquate  Behandlung  zu  Theil  werden  Hess,  so  muss  doch  hervorgehoben 
werden,  dass  der  oben  gertigte  Maugel  der  Aufstellung  einer  festen  Regel 


*)  a,  Gauss:  Principia  geiieralia  theoriae  flgttrae  ßtddorum  in  statu  aequüibrii 
{Comm,  Soc.  Gotting.    T,  VIL  1833.  p,  ^T  ff.). 

h,  Poisson:  Memoire sw  le calcul  des  variatimis  {M^mres  de  VacadSmie roytde  des 
Sciences  de  Vinstitut  de  Fiance.    T.  XII.  1833.  p  2?3yf.). 

c,  Ostrogradsky:  Memoire  sur  le  calcttl  des  variations  des  integrales  multiples 
(MSmoires  de  Vacadime  imperiale  des  scienves  de  St.  Fctersbonrg.  Vli^^serie.  T.  I.  1838) 

d^  Delaunay:  Memoire  sur  le  calcul  des  variations  (Journal  de  l'ecole  polytechui- 
que.   29^ca/iier    ls43    p.  37//*.) 

e.  Sarrus:  Recher ches  sttr  le  calcul  des  variations  (Memoires  pi'^xeni^s  par  divers 
savants  ä  VacadSmie  royale  des  sciences  de  Vinstitut  de  France.    T.  X.  1848.  p.  1  //".) 

**)  a,  Fontaine:  Addition  d  la  m6thode pour  la  Solution  des pjvölemes  de  maximis 
ei  minimis  ( Memoires  de  mtuh^ntique  .  . .  de  Vacadimie  royale  des  sciences.  Petris  1 7(57. 
p.  588/f.) 

6.  Borda:  Eclairdssement  sur  les  m^thodes  de  trouver  les  courhes  qtd  jonissent  de 
quelques  propriit^s  du  maximitm  ou  du  winimum  [Ibid  p.  5M  ff.) 

c.  Lagrango:  Sur  la  mithode  des  variations  { Miscellatiea  Tuurinensia.  T.  IV, 
p.mff.)  > 

1» 
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zur  Unterscheidung,  ob  die  durch  die  Methode  der  Variationsrechnung  bei 
den  einzelnen  ihr  angehörigen  Problemen  gefundene  Function  wirklich  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum,  oder  keines  von  beiden  sei,  von  Euler  gar 
nicht  berührt  und  von  Lagrange  erst  viel  später  zu  heben  versucht 
ward,  nachdem  zuvor  Laplace  darauf  aufmerksam  gemacht  und  mit  Be- 
nutzung der  früheren  Eul  er 'sehen  Behandlungsweise  eine  Bestimmung 
festzustellen  sich  bemüht,  weiter  aber  Legendre  in  einer  nach  Form  und 
Inhalt  eleganten  Abhandlung*)  das  nach  ihm  benannte  Kriterium  ge- 
geben hatte.  Dieses  Kriterium  blieb  lange  Zeit  massgebend,  selbst  bis  in 
die  letztverflossenen  Jahre,  ungeachtet  dass  Jacob i  in  seiner  genialen 
und  schöpferischen  Conception  eine  die  Schwierigkeiten  der  Legendre*- 
sehen  beseitigende  und  von  Lebesgue,  Delaunay,  Bertrand, 
Spitzer,  Eisenlohr,  Heine,  Hesse,  Minding,  Clebsch  theib 
näher  begründete ,  theils  erweiterte  Methode  zur  Unterscheidung  des  Maxi- 
mums und  Minimums  in  den  Problemen  der  Variationsrechnung  gegeben 
hatte. 

Legendre^s  Verfahren  bestand  nämlich  darin,  dass  er  —  (um  nur 
einen  einfachen  Fall  in  das  Auge  zu  fassen)  —  durch  Einführung  einer  zu- 
nächst als  willkürlich  angenommenen  Function  a  die  zweite  Variation  des 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machenden/  vdx  —    wo  v^=^f{x^y^p)^ 


so  transformirte,  dass  der  unter  dem  Integralzeichen 


befindliche   Ausdruck   das   Product  von  -r—^  in  ein  vollstän- 

diges  Quadrat  ward  und  der  vom  Integralzeichen  freie  Theil 
die  Form  (aöy')i — (a^y*)o  annahm.  Die  aus  der  Integration  der  so 
a  bestimmenden  Differentialgleichung  hervorgehende  willkürliche  Con- 
stante  diente  ihm  dazu,  (a^y*)i  —  {ci8y\  entweder  =  0  oder  von  gleichem 

Zeichen  mit  — ,  zu  machen,  so  dass  also  die  Bestimmung  des  Maximums 

oder  Minimums  von  Jvdx  lediglich  durch  das  Zeichen  von  -— ^  bedingt  ist. 

Die  Hauptschwierigkeit  besteht  aber  gerade  in  der  Integration  der  zur 
Bestimmung  von  a  sich  ergebenden  einen  —  oder  bei  mehreren  «i ,  o, 
mehreren  —  Differentialgleichungen.     Legendre  begnügte  sich  mit  dem 


*)  o.  Laplace:  DisgtäsUiones  de  maximis  et  mtnimis  flueniium  indefimtarum  (No9ä 
acta  erudUorum.  Lipftiae  1774,  p.  IQ'6  ff'.) 

b.  Legendre:  Memoire  sur  Ut  tnaniere  de  distinguer  les  maxima  des  mnima  dans  le 
calcul  des  variations  {Mimoires  ,  ,  .  de  l'acadimie  royale.  Paris  1786.  p.  7 /f  ;  1787. 
P-348/f.) 

c,  Lagrange:  Theorie  de  fonclions.    Pttris  180Ö  (No.  170  ff.). 
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Nachweise  der  Möglichkeit  ihrer  Existenz,  ohne  ihre  wirkliche  Lösung 
für  nothwendig  zu  erachten. 

In  der  y,Theone  des  fonclions^^  transformirte  Lagrange  die  bei  der 
zweiten  Variation  unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Grösse  nicht,  wie 
Legendre,  in  ein  Quadrat,  sondern  in  einen  zwischen  den  Grenzen  des 
Integrals  mit  einem  und  demselben  Zeichen  behafteten  Ausdruck  und  er- 
hält ,  um  dies  möglich  zu  machen ,  zur  Bestimmung  von  a  —  oder  or, ,  «i . . . 
—  an  Stelle  der  obigen  Differentialgleichungen  Ungleichheiten,  die  als 
besonderen  Fall  die  Legendre' scheu  Differentialgleichungen  enthalten. 
Die  Lösung  dieser  Ungleichheiten  bietet  aber  dieselben  Schwierigkeiten, 
und  so  schloss  Lagrange  seine  theoretische  Entwickelung  mit  den  Wor- 
ten :  „Jlfsts  tTapfSs  ce  que  nous  avons  du  ci-dessus ,  U  faudrait  pour  Vexaciihide 
de  ce  rSsuliaif  qu'on  püt  s^assurer,  que  la  valeur  de  v  (a)  ne  devien- 
dra  point  in f inte  pour  une  valeur  de  x  comprise  entreles  vdleurs  donnees 
a  et  b:  ce  qui  sera  les  plus  souveni  impossible  par  Vimpossibiliie  de 
irouver  tequaiion  primitive  en  v  et  x.  {Theorie  des  fonctions  p.  208.)" 

Und  mit  einer  kurzen  Besprechung  dieses  Theiles  der  „Theorie  des 
fonctions^\  nachdem  zuvor  nach  No.  168  desselben  Werkes  die  Curve  be- 
stimmt ist,  für  welche  in  jedem  Punkte  {y  +  C»»— ^r)  ;t^|  .  ly+(«""^)  j-i 

ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  beginnt  das  erste  Capitel  (p.  1 — 27) 
des  in  der  Ueberschrift  angezeigten  trefflichen  Werkes  von  Todh unter.*) 
Hieran  schliesst  sich  eine  Inhaltsangabe  von  No.  177 — 181  der  „Theorie  des 
fonctions^*"  und  die  von  Lagrange  in  No.  182  gegebene  Lösung  des  Pro- 
blems der  Brachistochrone. 

Weiter  giebt  der  Verfasser  eine  Darstellung  des  Inhalts  von  p.  444 
und  4T2  —  474  der  22.  Lection  des  „Calcul  des  fonctions**  (siehe  oben  pag.  3) 
und  in  dem  übrigen  Theil  des  1.  Capitels  eine  Uebersicht  über  die 
nichts  Neues .  bietende  und  meist  auf  Grundlage  der  oben  erwähnten 
£ul er' sehen  Abhandlungen  von  Lacroix  in  seinem  „TraitS  du  cal- 
cul  diffirentiel  et  du  calcul  inlSgral^  Vol.  II,  p.  721—816"  ausge- 
arbeitete Darstellung  der  Variationsrechnung.  Besonders  wird  aufmerk- 
sam gemacht  auf  die  zuerst  von  P  o  i  s  s  o  n  monirten ,  bei  Lacroix,  wie 
bereits  zuvor  bei  Euler  sich  findenden  Irrthümer  in  der  Entwickelung 

von  S  —  ^  ^  w~ '  ^  wTl  •  •  •  ^®^  Gelegenheit  der  Darstellung  der  Variation 
einer  Function  von  zwei  unabhängigen  Variabein,  ebenso  wie  auf  die  bei' 


*)  Die  Kürze  gerade  bei  der  Darstellang  der  Lagrang  ersehen  Arbeiten,  sowie 
den  Mangel  eines  Rückblicks  anf  die  vorhergehende  Geschichte  der  Variationsrech- 
nung entschnldigt  der  Verfasser  damit,  dass  dies  alles  ausführlich  in  dem  wohlbe- 
kannten Werke  von  Woodhouse  dargestellt  sei,  wobei  Referent  leider  gestehen 
muss,  dass  es  ihm  tiatz  mannichfacher  Bemühungen  nicht  gelungen  ist,  das  genannte, 
im  Buchhandel  nicht  mehr  befindliche  Werk  sich  zu  Terschafifcn. 
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der  Transformation  von    /   / r^ —  d . :~  dx  du  durch  theilweise  In- 

J  J  a    ^^      ^^^y 

'  dx  dy 
tegration  mehrmals  wiederkehrenden  Fehler,  weil  Lacroix  nicht  beach- 
tet, das8  bei  einem  Doppelintegral  die  Orenzwerthe  derjenigen  Variabein, 
nach  welcher  zuerst  integrirt  wird ,  im  Allgemeinen  Functionen  der  ande- 
ren Yariabeln  und  nicht  beider  unabhängigen  Variabein  sind. 

Das  zweite  Capitel  (p.  28 — 36)  enthält  die  Inhaltsangabe  der 
„Analytischen  Darstellung  der  Variationsrechnung,  von 
Dirksen  (1823/^  und  der  „Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten, 
von  M.  Ohm  (1825)";  von  letzterem  wird  noch  das  zum  Anfanden  des 
Maximums  und  Minimums  eines  Doppelintegrales  mit  variabeln  Grenzen 
im  einfachsten  Falle  angewendete  Verfahren  mitgetheilt  und  daran  eine 
kurze  Uebersicht  geknüpft  über  die  in  dem  5.  und  7.  Bande  des  Ohro^* 
sehen  „Systems  der  Mathematik"  gegebenen  Untersuchungen  über 
Probleme  der  Variationsrechnung ,  von  denen  die  0  h  m '  sehe  Lösung  der 

b 

Aufgabe,  „den  Maximum-  oder' Minimum werth  von    /  —  drr,  wop  =  — 

a 

X 

und  z=  I  ydx  ist,  zn  finden ,"  wiedergegeben  ist. 
(( 

Capitel  III  (p.  37 — 52)  enthält  eine  Uebersetzung  des  mit  der  Va- 
riation eines  Doppelintegrales  sich  beschäftigenden  Theiles  der  oben  (p.  3) 
citirten  Gauss 'sehen  Abhandlung:  ,,Principia  iheoriae  figurae  fluidorum 
ete,'\  und 

Capitel  V  (p.  111 — 139)  eine  Uebersetzung  von  Ostrogradsky's 
yy Memoire  sur  le  calcul  des  integrales  muUiples^^.  Beide  Uebersetzungen 
(nicht  „accounCs^^  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  angiebt)  sind  correct; 
die  erste  ist  mit  einem  grösseren  Zusätze  —  die  Berechnung  des  Flächen- 
inhaltes des  durch  Variation  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  entstehenden 
Triangularelementes  —  versehen;  p.  40,  Z.  8  ist  statt  ,yfor  a  poviV^  zu 
setzen :  „/br  any  poinl^^ ;  p.  44 ,  Z.  13  ist  ,^the  olher  co-ordinats  of  these  poinls'* 
ein  zu  enger  Begriff  für  j^reliquae  quantilates  ad  haec  puncla  perHnenies ^%  um 
andere  geringfügige  Aenderungen,  wie  p.  49,  Z.  8  und  gegen  Ende  von 
Artikel  88,  nicht  weiter  zu  beachten. 

In  der  zweiten  Uebersetzung  finden  sich  einige  Aenderungen  auf  p.  121 
von  Zeile  14  an ,  p.  124  ist  von  T.  ein  eigener  Zusatz  eingeschoben ,  der  in 
conciserer  Form  die  Entwickelung  von  d  {dx  dy  dz)  nach  der  von  Ostro- 
gradsky  gegebenen  allgemeinen  Entwickelung  S{dx  dydz,, .)  giebt 

In  dem  zwischenliegenden  vierten  —  die  oben  citirte  Poisson'sche 
Abhandlung  behandelnden  —  Capitel  (p.53 — 110)  wird  zuerst  eine  Ueber- 
setzung des  Schlusses  der  von  Poisson  (p.  223  —  229)  gegebenen  histori- 
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sehen  Uebersicht,  darauf  nach  einigen  Bemerkungen  die  Uebersetaung 
von  Art.  1  —  3,  mit  Ausnahme  des  Anfaiigs-  und  Schlusssatzes,  gegeben. 
Poisson  entwickelt  hier  die  Fundamentalgleichungen  der  Variationsrech- 

VdXy  wo  F==/'(a:,y,y\^"..), 

indem  er  eine  neue  Variable  u  einführt,  von  welcher  x  und  daher  auch  y 
Functionen  sind.  Die  anderweite  Herleitung  derselben  (Art.  4)  durch  die 
alte  Euler'sche,  von  Poisson  erweiterte  Methode  wird  nur  erwähnt. 
Von  Art.  5,  worin  Poisson  die  gefundenen  Resultate  zur  Bestimmung  des 
Maximums  oder  Minimums  von *l/^  benutzt,  ist  ein  kurzer  Auszug  gegeben. 

Oegen  die  von  Poisson  aufgestellte  Zerlegung  eines  jeden  Problems 
der  Variationsrechnung  (Art.  6)  in  zwei  Theile,  von  denen  dereine  — 
Bestimmung  der  zu  suchenden  Function  —  der  Variationsrechnung,  der 
andere  —  die  Bestimmung  der  eingehenden  willkürlichen  Constanten  — 
der  gewöhnlichen  Infinitesimalrechnung  zugewiesen  werde,  erhebt  T. 
einige  beachtenswerthe  Bedenken ,  ebenso  zu  dem  Inhalte  von  Art.  7  und  8, 
in  denen  der  Fall  betrachtet  wird,  dass  V  eine  Function  der  unabhängigen 
Variabein  x  und  von  zwei  abhängigen  Variabein  y  und  z  und  ihren  Diffe- 
rentialquotienten nach  X  ist.  Von  den  Art.  9—12  —  (über  die  Bedingungen 
der  Integrabilität  der  Functionen)  —  wird  eine  kurze,  von  den  Art.  13—15 
—  (über  relative  Maxima  und  Minima)  —  eine  noch  kürzere  Uebersicht  ge- 
geben ,  worauf,  nachdem  im  Allgemeinen  der  Inhalt  von  Art.  16  angegeben 
ist,  speciell  die  vollständige  Lösung  der  von  Poisson  aufgestellten  Auf- 
gabe: „Unter  allen  ebenen  Curven  von  gegebener  Länge  diejenige  zu  fin- 
den, welche  den  grössten  Flächeninhalt  einschliesst,"  nur  mit  einem  von 
T.  abgekürzten  Schlüsse  folgt. 

Nachdem  so  theils  mehr,  theils  weniger  eingehend  der  erste  Theil  der 
Poisson 'sehen  Abhandlung,  die  Variation  von  Integralen  mit  einer  un- 
abhängigen Variabein  betreffend,  absolvirt  ist,  wird  von  dem  zweiten 
Theile,  welcher  die  Variation  von  Doppelintegralen  zum  Vorwurf  hat, 
und  welcher  den  wichtigsten  Theil  des  ganzen  Memoirs  bildet,  eine  voll« 
ständige  Uebersetzung  gegeben;  die  hierin  (Art.  24)  sieh  findenden  Errata 
sind  nach  Björling  emendirt,  und  am  Schlüsse  (p.  107)  ist  noch  eine  Lö- 
sung des  von  Poisson  am  Ende  seiner  Abhandlung  gelösten  Problems : 
„Diejenige  krumme  Fläche  —  elastische  Scheibe  —  zu  bestimmen,  für 

welche  bei  einem  gegebenen  Inhalt     /  /  ( Ht)  dx  dy  ein  Minimum 

wird ,  wo  Q  und  |  die  beiden  auf  einander  senkrechten  Hauptkrümmungs- 
halbmesser eines  Punktes  der  krummen  Fläche  sind ,"  von  T.  hinzugefügt. 
Das  sechste  Capitel  (p.  140— 181)  enthält  eine  Skizzimng  von. 
Delaunay's  .^Memoire  sur  le  calcül  des  variations**^.  Auch  hier 
wird  nur  der  Schluss  der  von  Delaunay  (p.  37 — 43)  gegebenen  histori- 
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sehen  Einleitung  wiedergegeben.  Das  Del  au  nay 'sehe  Verfahren  der 
Untersuehung  der  Variation  vielfacher  Integrale  beschränkt  T.  auf  die 
eines  dreifachen  Integrals,  und  in  solcher  Beschränkung  entspricht  der  In- 
halt vonNo.  135— 137  T. 's  vollständig  dem  von  S.  IbisS.  3  der  Delaunay'- 
schen  Abhandlung. 
Ist 

ü==:  j  dx  J  dy  j  dzK, 

Xft        y^i        zo 
wo 

/  du  *du    du        \ 

und  die  Grenzwerthe  von  z  der  Gleichung  /'(ir,y,  t)  =  0  genügen,  die 
Grenzwerthe  von  y  der  Gleichung  /\  (a:,  y) ,  die  durch  die  Elimination  von 

/#  ^ 
z  aus  fs=:0  und  ---==0  erhalten  wird,  die  Grenzwerthe  von  x  schliesslich 
*      dz 

durch  die  Gleichung  /*,  {x)  =  0  bestimmt  sind ,  welche  durch  die  Elimina- 

tion  von  y  zwischen  Z*«  ==  0  und  -r-^  =  0  erhalten  wird ,  so  ist 

dy 

dxjdyj  dz  £^ip  +J  dxJdyK^iz,  —JdxJdyK^iz^ 

a?o       Vü       H  «u       y«  «0       yo 

In  No.  138  macht  T.  darauf  aufmerksam,  dass  6U  nur  Terme  enthält, 
die  aus  der  Variation  der  Grenzen  der  ersten  Integration  hervorgehen, 
dies  näher  erörternd. 

In  No.  139  und  140  wird  eine  Uebersetzung  von  S.  4 ,  die  Erläuterung 
des  Ausdrucks 

(x) 


dx  j  dyh=  I  E^dx--  I  H^ 


dx: 


■«0* 

an  einer  Figur  veranschaulicht,  gegeben. 

Die  folgende  Nummer  behandelt  die  Transformation  des  ersten  Thei- 
les  von  ÖU  durch  partielle  Integration  an  einem  Beispiele  nachgewiesen. 

Die  von  Delannay  in  S.  10  (p.  59 — 77)  gegebenen  allgemeinen  For- 
meln für  die  Variation  eines  vielfachen  Integrals  werden  in  No.  143  Air 
zwei  -  und  in  No.  144  für  dreifache  Integrale  entwickelt. 

No.  145 — 147  geben  die  Resultate  des  zweiten  Theiles  der  Delan- 
nay'sehen  Abhandlung  (p.  79 — 97)  über  die  Bedingungen  für  die  Bestim- 
mung der  Maxima  und  Minima  eines  bestimmten  Integrals  mit  einielnen 
Bemerkungen  von  Todhunter  und  Jellett. 

No.  148  enthält  die  von  Delannay  gegebene  Lösung  der  Aufgabe : 
,,Die  längste  oder   kürzeste  Curve  von   constanter  Krümmung  zwischen 
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zwei  gegebenen  Punkten  zn  finden.*^  Hierzn  giebt  T.  theils  eigene ,  theils 
aus  Jellett's  Variationsrechnung  genommene  Zusätze  und  Erweiterungen. 

No.  150  — 162  enthält  zuletzt  ein  Verzeichniss  der  Yon  Delaunay 
von  S.  35  (p.  103)  an  behandelten  weiteren  Probleme  mit  kurzen  Zusätzen. 

Das  siebente  Capitel  (p.  182 — 209)  behandelt  die  Abhandlung  von 
Sarrns:  „Recherches  sur  le  calcul  des  variations,^^  welche  T. 
mit  Recht  als  überaus  werthvoll  und  als  wichtigen  Originalbeitrag  zur  Va- 
riationsrechnung bezeichnet.  Die  Untersuchungen  von  Sarrus  beschäfr 
tigen  sich  mit  der  Variation  von  vielfachen  Integralen  von  beliebiger  Ord- 
nung; wie  bei  Delaunay  erläutert  T.  die  Methode  von  Sarrus  an  einem 
dreifachen  Integrale.     Nach  einigen  Vorbemerkungen  wird  in  No.  167  die 

Erklärung  des  von  Sarrus  neu  eingeführten  Substitutionszeichens    tu, 

P 
womit  das  Kesultat  bezeichnet  wird,  welches  man  erhält,   wenn   man  in 

u  =  f(p)  q  für  p  setzt,  gegeben,  ein  Symbol,  das  mit  einem  anderen  von 
T.  nicht  erwähnten  dazu  dient,  die  aufzustellenden  complicirten  Formeln 
in  kürzerer  und  übersichtlicherer  Fassung  wiederzugeben.  Nach  Art.  9 
der  Abhandlung  giebt  T.  die  Entwickelung  von 

wo  u  eine  beliebige  Function  von  x  und  l  ist.  Im  Anschlnss  hieran  wird 
nach  Art.  10  ein  zwei  -  und  ein  dreifaches  Integral  nach  einem  darin  ent- 
haltenen veränderlichen  Parameter  differenzirt  und  nach  Art.  17  noch 
einige  andere ,  später  zur  Anwendung  kommende  Formeln  entwickelt. 

Von  No.  173  an  werden  die  gewonnenen  Resultate  benutzt  zur  Auf- 
stellung der  Variation  eines  dreifachen  Integrals  nach  den  von  Sarrns 
auf  p.  90 — 95  seiner  Abhandlung  gegebenen  Transformationsformeln.  Dar- 
nach wird  in  No.  180  die  Lösung  der  zweiten  der  von  Sarrus  behandelten 
drei  Aufgaben  wiedergegeben:  „Das  Dichtigkeitsg^setz  eines  Körpers  von 
gegebener  Form,  Lage  und  Masse  so  zu  bestimmen,  dass  das  über  die 
ganze  Ausdehnung  des  Körpers  sich  erstreckende 

ein  Minimum  ist,  wo  v  die  Dichtigkeit  in  dem  Punkte  (o?, ^,  z)  bezeichnet," 
und,  nachdem  in  No.  183  die  Formeln  HO  und  111  auf  S.  88  der  Sarrus*- 
schen  Abhandlung  reproducirt  sind,  vermittelst  derselben  von  T.  die  Va- 
riation eines  Doppelintegrales  bestimmt,  in  welchem  die  vorkommenden 
Differentialquotienten  die  zweite  Ordnung  nicht  übersteigen. 

Im  achten  Capitel  (p.  210 — 228)  wird  Oauchy's  y,Memoire  sur 
Ic  calcul  des  variations^"  besprochen,  das  nach  T.  nur  eine  Reproduc- 
tion  eines  Theiles  der  Untersuchungen  von  Sarrus  mit  einiger  Verschie- 
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denbeit  in  der  Bezeichnang  ist.  Nach  Mittheilnng  der  Ueberscbriften  der 
nenn  Paragraphen ,  in  welche  die  qu.  Abhandlung  eingetheilt  ist ,  bringt 
No.  190  eine  eingehendere  Erörterung  des  C au chy^ sehen  Beweises 
(p.  97  f.)  der  folgenden  Formel: 

/•**    i^^    n^  n^    /»^*    (^^ 

^ß:cJdyJdzu=Jd:rJdyJdz{öu-^£^^ 

«0     yo      ^0  ^0      yo      ^ 

^0      y©     « 

In  No.  191  wird  nach  S*  7  die  früher  in  No.  184  gefaudene  Variation  eines 
Doppelintegrales  in  der  von  Cauchy  durch  Modification  des  Sar man- 
schen   Snbstitutionszeichens    aufgestellten    Bezeichnungsweise    gegeben. 

/du       "1*«       1^» 
dx — =  \u —  \u   setzt,  so  bezeichnet  dies  Cauchy 
30  SC 

mit  I  u,  noch  kürzer  schreibt  T.,  geleitet  durch  einen  in  einer  Anmerkung 

auf  p.  100  der  Cauchy' scheu  Abhandlung  befindlichen  Druckfehler,  dafKr 

*i 

|u,  eine  Bezeichnungsweise,  die  auch  vor  T.  bereits  Lindeloefin  seiner 

A  bh andlung :  „  Variations  -  Kalkylens  iheori'  och  des  anwänding  tili  bestämmande 
af  muliipla  integralers  maxima  och  minima^^  von  p.  14  an  angewendet  hatte. 

Nu.  192  enthält   die   von  Cauchy  am   Schlüsse  seiner  Abhandlung 
(p.  124  ff.)  gegebene  Entwickelung  von 


f  1       Vi       fi 
ös=  I  dx  I  dy  I  dzR 


d^iu 


dx  dy  dz 

.    «0      yo      H 

und  No.  193  dieselbe  unter  der  von  Cauchy  speciell  gemachten  Anaahme 
von  Ä  =  1. 

Als  Znsatz  giebt  T.  die  Lösung  des  von  Sarrus  aufgestellten  dritten 
Problems:  „Das  Dichtigkeitsgesetz  eines  Körpers  von  gegebener  Form 
und  Lage  zu  bestimmen,  so  dass  das  über  die  ganze  Ausdehnung  des  Kör- 
pers sich  erstreckende  Integral 


dH 


^0      yo     H 

ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei,  wo  v  die  Dichtigkeit  im   Punkte 
(x,  ^,  z)  und  w  eine  gegebene  Function  von  o?,  y,  z  und  v  ist ,  und  schliesst 


darauf  mit  der  Entwickelung  von  d  /   /  /  Vdxdydz^ 


wo 
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„       ^/  du    du    du\ 

ist,  den  ersten,  die  Erweiterung  der  Methoden  der  Variations- 
rechnung auf  mehrfache  Integrale  mit  veränderlichen 
Grenzen  enthaltenden  Theil  seines  Werkes. 

Der  zweite  Theil,  welcher  die  Entwickelung  der  Methoden 
zur  Unterscheidung  der  Maxima  und  Minima,  also  die  Unter- 
suchung der  zweiten  Variation  enthält,  beginnt,  indem  an  den  Anfang 
wieder  angeknüpft  wird,  im  neunten  Capitel  (p.  228 — 253)  mit  einer 
Darlegung  des  Inhaltes  der  oben  (p.  4)  citirten  Abhandlung  Legendre^s: 
„Memoire  sur  la  maniere  de  distinguer  elc.^^  und  der  von  ihm  er- 
haltenen Resultate,  von  denen  das  p.  21,  Art.  11  gegebene  Kriterium  falsch 
ist.     Legendre  weist  nämlich  hier  nach,  dass  das  Maximum  oder  Mini- 

i    I  vdx^  wo  v=zf(^XjyyPy(p')  und  —  =  t(;  ist,  durch  das  Zeichen 


mnm  von 


von  ^— j   bestimmt  sei.     Nach  einigen  Bemerkungen  über  den  Umfang  der 

Legendre' sehen  Methode  giebt  T.  einen  gleich  geschickten  Auszug  von , 
Brunacci's  Abhandlnng:   „Sopra  i  eriteri  che  dislinguono  i  mas- 
simi  dai  minimi   delle  formale  integrali    {Memorie  dell  Insliiuto  na- 
tionale Haliano,    T.  /.  P.  2.  Bologna  1806) ,"  der  obiges  falsche  Resultat  ver- 

bessert  (p.  192)  und  als  Kriterium  nicht  das  Zeichen  von  ^— y,  sondern  das 

von  :r-5-  —  a^-T   feststellt,  wo  a  eine  vermittelst  der  durch  die  erste  Va- 

dp*  dp* 

riation  gegebenen  Gleichung  bestimmte  Function,  ist.  Anstatt  des  von 
Brunacci  ursprünglich  gegebenen  Beweises  giebt  T.  einen  anderen. 

Darauf  folgt  eine  Analyse  einer  zweiten  Abhandlung  von  Brunacci 
(Memorie  etc.  VoL  II,  P.  2.  Bologna  1810.  p.  121  — 170)  und  speciell  der  in 
S.  7  (p.  141 — 143)  von  Brunacci  discutirten  zweiten  Variation  des  Doppel- 
integrales I  f  i\>dxdyy  wo  1/^  = /* ( iT,  y,  2,  --^,  —  j  ist;  von  dem  Reste 
der  Abhandlung  wird  nur  noch  auf  den  Inhalt  von  S*  8  aufmerksam  ge- 
macht,  wo  ^  =  f[x.  y,  z,.~ ,  -,  —  ,  ---^-,  — j  ,st,  und  wobei  Bru- 

nacci  bereits  zu  demselben  Resultate  gelangt,  welches  Delaunayp.OOff. 
der  oben  besprochenen  Abhandlung  aufstellt.  Den  Schluss  des  Capitels 
bildet  die  Uebersetzung  von  Jacobi^s  schöner  Abhandlung:  „Ueber 
die  Theorie  der  Variationsrechnung  und  der  Differential- 
gleichungen (Crelle 's  Journal,  Bd.  XVII,  p.  68  —  81).  Wie  wir  oben 
(p.  4  f.)  sahen,  hängt  die  genaue  Feststellung  des  Kriteriums,  ob  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  vorhanden  ist,  noch  davon  ab,  dass  man  zur  Be- 
stimmung von  u  (oder  or, ,  otj  .  . .)  eine  (oder  mehrere)  Differentialgleichung 
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integriren  könne.  Während  nun  Legendre  und  Lagrange  nur  mit  der 
Aufstellung  dieser  Gleichung  sich  begnügten,  gab  Jacobi  in  der  citirten 
Abhandlung  ein  Verfahren  an,  wonach  die  Integration  dieser  Gleichungen 
sofort  ausgeführt  werden  kann,  wenn  der  erste  Theil  der  Lösung  eines 
jeden  Problems  der  Variationsrechnung  —  die  Integration  der  Hanptglei* 
chung  —  absolvirt  ist ,  ohne  jedoch  die  Theoreme ,  auf  welchen  sein  Ver- 
fahren beruht,  %u  beweisen. 

Die  hierdurch  veranlassten  Abhandlungen  bilden  den  Gegenstand  der 
Discussion  in  den  beiden  folgenden  Capiteln.  Zuerst  wird  im  zehnten 
Capitel  der  von  Lebesgue:  ,jMemoire  sur  une  formule  de  Van- 
dermonde  {Liouville  1841.  T.  F/,  p.  17—36)"  gegebene  Beweis  eines  Theo- 
rems der  Jacob  loschen  Abhandlung  als  schwierig  und  complicirt  recen- 
sirt  und  von  der  Abhandlung  als  Inhaltsangabe  nur  die  Uebersetznng  des 
ersten  Satzes  (p.  17)  gegeben.  Von  der  darauf  folgenden  Abhandlung  De- 
launay's:  „These  sur  la  disiinction  des  maxima  et  des  minima 
{Liouville  1841.  T.  F/,  p,  209 — 237)"  findet  sich  ausser  einigen  Zusätzen  und 
Berichtigungen  nur  die  Inhaltsangabe  vor. 

Ausführlicher  dagegen ,  nur  in  theilweise  veränderter  Form,  wird  der 
von  Bertrand  im  28.  Hefte  des  „Journal  de  l'ccole  poiylechnique^"  (,*/>^'- 
monstraiion  d'un  iheoreme  de  M,  Jacobi'^)  aufgestellte  Beweis  des 
folgenden  Jacobi 'sehen  Theorems  wiedergegeben: 

„Sei  7=  Ay  -f.     '     '^  +  . .  •  +      *     ,      =  0   eine  lineare  Differen- 
ax  ax^ 

tialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  worin  y^^^  =  -— ,  und  A^  A^  . . ,  gege- 

bene  Functionen  von  x  sind;  sei  ferner  y  ein  Integral  von  7  =  0  und  setzt 

(d,A  u                 d'^,A  u'^^yK 
Au+  -^- 1-. ..  H '-—- — )  =  yü  integra- 

yüdx^=  Bt  -| I-...H -j ,  wo  B^  5,... 

ax  dx"^*^ 

durch  A^  A^  ...,  y  und  deren  Differentialquotienten  bestimmt  werden 
können." 

Von  der  Main ardi' sehen  Abhandlung:  j^Sul  calcolo  dellevaria- 
zioni  {Tortolini:  Annali  di  science  matematicke  etc.  Roma  1852.  T,  III, 
p.  149  — 192) ,"  erfolgt  zuerst  die  Inhaltsangabe ,  darauf  specieller  die  Dar- 
stellung von  Mainardi's  Verfahren,  die  Unterscheidung  zwischen  einem 

Maximum  und  Minimum  von  /  jP(ar,  y,  y)  dx  und  /  F{x^  y,  y\  y")  dx  fest- 
zustellen und  diese  in  grösserer  Ausführlichkeit,  als  sie  bei  Mainardi 
(p.  154 — 158)  sich  vorfindet  Zwei  von  einander  verschiedene  Untersochun- 
gen  über  die  Kriterien  des  Maximums  oder  Minimums  von 


/d./rfvF-(*,y...^-^,5^) 
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deren  letztere  (p.  183  f.)  der  Jacob i'scben  Methode  genau  sich  an- 
scbliesst,  beenden  die  Besprechung. 

Nachdem  noch  von  Brioschi's  kurzem  Artikel:  „Sopra  un  ieo- 
rema  di  Jacob i  elcJ'  (p.  322 — 326  desselben  Bandes)  die  Hauptsache  er* 
wähnt  ist,  wird  ausführlicher  auf  Eisenlohr's  „Untersuchungen 
über  Variationsrechnung.  Mannheim  1853,*^  eingegangen.  Von 
ihrem  Inhalt.e  wird  zuerst  eine  allgemeine  Uebersicht  gegeben,  dann  der 
Inhalt  von  No.  6,  der  Beweis  des  obigen  Jacobi 'sehen  Theorems  in  etwas 
veränderter  Form,  der  von  No.  7,  worin  £isenlohr  nachweist,  wie  die 
Terme  der  zweiten  Ordnung  in  der  Variation  eines  Integrales  die  Jacobi'- 
sehe  Form  annehmen,  in  derselben,  dagegen  der  Inhalt  von  No.  10  —  die 
Erweiterung  des  Jacobi' sehen  Verfahrens  auf  Doppelintegrale  —  in 
weit  ausführlicherer  Weise,  als  bei  Eisenlohr,  gegeben. 

Weiter  folgt  sodanp  Spitzeres  Abhandlung:  „lieber  die  Krite- 
rien der  Grössten  und  Kleinsten  bei  den  Problemen  der  Va- 
riationsrechnung** (Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie.  1854. 
12.  Bd.,  p.  1014—1071;  14.  Bd.,  p.  41—120). 

Nach  Mittheilung  der  Inhaltsübersicht  giebt  T.  die  von  Spitzer 
Buerst  discutirte  Aufgabe,    zwischen    dem  Maximum  und  Minimum  DK>n 

VdXy  wo  F  =  g)  (x,  y,  y')  ist,  zu  unterscheiden,  wenn  — 75  =0  (S.  8)  ist 

«0 

und  ferner ,  wenn  auch  noch  (  t— r— ,  1  — •  ^rr  =  0  ist  ($.  14) ,   für  welchen 

\dydy/       otf 

letzteren  Fall  Todhunter  noch  in  anderer  Weise  die  Form  der  Function 

^  bestimmt;    hierauf  wird    zu    der  Aufgabe  übergegangen,    für   welche 

F=  ^  (;r,  y,  y',  y")  ist,  und  im  Anschluss  hieran  wieder  der  specielle  Fall 

discutirt,  l)  wenn  noch  ^-77^  =  0  ist,  2)  wenn  ausserdem  noch 

dy'    ^dydy'      Kdydy'J  ~^ 
ist  und  3)  wenn  zu  diesen  beiden  Bedingungen  noch  hinzutritt ,  dass 

dy^       \dydy)'^\dydy")~   ' 
wozu  für  den  ersten  Fall  wiederum  eine  besondere  Lösung  gegeben  ist. 

Den  Schluss  des  zehnten  Capitels  bildet  eine  überaus  kurze  Inhalts- 
angabe der  in  dem  54.,  55  und  56.  Bande  von  Crelle's  Journal  enthaltenen 
Abhandlungen  von  Hesse  und  Clebsch,  nur  dass  bei  der  ersten  noch 
der  Schluss  von  S.  7  gegeben  wird. 

Das  elfte  Capitel  (p.  311 — 382)  enthält  die  Uebersetzungen  von 
Bertrttnd's  „Sur  la  plus  courie  disiance  entre  deux  poinis  d*une 
surface''  in  der  von  ihm  veranstalteten  dritten  Ausgabe  der  „Afß'cant^u^ 
analytique""  von  Lagrauge  (T.  II,  Note  VI,  p.  350 — 352),  von  Bonn  et 's 
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„Sur  quelques  proprxeiSs  des  lignes  ge'odesiques*^  (Comptes  rendus 
T.  40,  1855,  p.  1311—  1313  und  T.  41,  p.  32  —  35,  1855)  und  von  Heiue's 
„Bemerkungen  zu  Jacobi*s  Abhandlung  über  VariationR- 
rechnjung*'  (Crelle's  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
herausgeg.  von  C.  W.  Borchardt,  Bd.  54,  p.  68—71,  1857).  Nachdem 
noch  einer  Abhandlung  von  Min  ding:  „Ueber  die  Transformatio- 
nen, welche  in  der  Variationsrechnung  u.  s.  w.**^  (Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  55,  p.  300 — 309)  Erwähnung  gethau  ist,  wird  vom  Verfasser  noch 
die  zweite  Variation  an  zwei  Beispielen  untersucht,  in  deren  letztem  die 
Grenzen  des  zu  untersuchenden  Integralausdrucks  als  variabel  angenom- 
men sind. 

Das  zwölfte  Capitel(p.  333—372)  enthält  eine  Reihe  von  verschie- 
denen Artikeln  verschiedener  Mathematiker,  tbeils  Lösungen  einzelner 
Probleme ,  theils  Beweise  einzelner  Theoreme ,  theils  historische  Abhand- 
lungen aus  dem  Gebiete  der  Variationsrechnung.  Den  Anfang  macht  die 
Lösung  einer  Aufgabe  von  Poisson  aus  dem  Jahre  1812;  von  den  übrigen 
Abhandlungen  heben  wir  neben  Björling*s  „Calculi  variationum  iniegra- 
tium  duplicium  exerciiationes.  üpsallS42^^  und  Bertrand's  „Begründung 
delr  Euler'schen  Methode  der  Lösung  der  Aufgaben  der  relativen  Maxima 
und  Minima  {Liouville  T.  7,  p.  55 — 58,  1842)"  vorzüglich  noch  hervor: 
Schellbach's  ,, Probleme  der  Variationsrechnung'^  (Grelle, 
Bd.  41,  p.  293 — 363,  1851),  von  denen  T.  nach  vorausgeschickter  Inhaltsan- 
gabe No.  14,  20,  21  und  34  speciell  giebt.  Den  Schluss  bildet  Lindelöf's 
Abhandlung  in  den  Comptes  rendus  1860,  T.  50,  />.  85 — 88,  die  nur  eine  Ee- 
production  eines  Theiles  der  oben  (p.  10)  erwähnten  Abhandlung  desselben 
Verfassers  ist 

Das  dreizehnte  Capitel  (p.  373 — 435)  behandelt  die  ausführlichen, 
über  Variationsrechnung  erschienenen  Werke  von  Strauch,  Jellett 
und  Steg  mann.  Von  jedem  Werke  wird  ausführlich  der  Inhalt  ange- 
geben, einzelne  Punkte,  bei  denen  kleinere  oder  grössere  Missgriffe  zu 
Tage  treten,  werden  besonders  hervorgehoben;  Bei  Strauch  wird  der 
auf  die  Ausarbeitung  verwendete  Fleiss  nebst  der  grossen  Genauigkeit  an- 
erkannt, als  werthvollster  Theil  wird  die  vierte  Abtheilung  (Band  II, 
p.  219  —  739)  bezeichnet,  von  welcher  zwei  Drittel  die  Maxima  und  Minima 
von  einfachen  und  ein  Drittel  die  von  Doppelintegralen  behandeln.  An  die 
Discussion  verschiedener,  dem  Verfasser  incorfect  scheinender  Punkte 
werden  weiter  angereiht  eine  ausführlichere  Bemerkung  über  das  Verfah- 
ren,  die  zwei  Theile  der  Variation  eines  Integrales  =0  zusetzen,  dann 
die  Lösungen  zweier  Aufgaben,  in  denen  je  ein  Quotient  von  zwei  Inte- 
gralausdrücken zu  einem  Minimum  gemacht  werden  soll.  T.  schliesst  dar- 
auf, nachdem  er  früher  die  historischen  Schlussbemerkungen  Strauch 's 
bei  einzelnen  Problemen  im  Allgemeinen  als  ausgezeichnet  bezeichnet 
hatte,  mit  der  Bemerkung,  dass  in  einigen  —  der  überhaupt  circa  zwSlf 
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beachtenswerthen  —  Schlnssbemerkungen  di^  von  Strauch  vorgebrachten 
kritischen  Schlufisbemerkuugen  sehr  läppisch  („o/*  a  very  frifling  characler^^) 
nennt,  näher  auf  Strauch's  Einwürfe  gegen  die  Behandlang  der  Pro- 
bleme der  relativen  Maxima  und  Minima  eingehend.  Im  Anschluss  hieran 
folgt  noch  die  Inhaltsangabe  von  Strauch's  ,,Anwendang  des  sogenann- 
ten  Variationscalcüls  auf  zwei-  und  dreifache  Integrale**  (Denkschriften 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  16.  Bd.,  1850,  p.  19 — 172), 
welche  Abhandlung  T.  als  „remarkable  for  ihe  accuracy  and  beauty  of  Ihe 
prinlmg^^  bezeichnet. 

In  Betreff  des  vortrefflichen  Werkes  von  Jellett:  ,yAn  elementary 
Ireaiise  on  the  calculus  of  Variations.  Dublin  1850,"  macht  T.  auf- 
merksam au£  die  (p.  118  ff.)  von  Jellett  gegebene  Diseussion  über  die 
Anzahl  der  willkürlichen  Constanten,  welche  bei  der  Lösung  eines  Pro- 
blems der  Variationsrechnang  sich  ergeben  und  über  die  Anzahl  der  Hilfs- 
gleichnngen ,  welche  die  BedingUDgen  der  Aufgabe  zur  Bestimmung  dieser 
CoDStanten  liefern.     Darnach    wird    die  bei  der  Lösung    der  Aufgabe: 

„diejenige  Curve  zu  bestimmen,  für  w[elche  /  ^d&  ein  Maxi- 
mum oder  eyi  Minimum  ist,  ferner  ds  ein  Element  der  zu  suchenden 
Curve  und  ft  eine  gegebene  Function  ihrer  Coordinaten  ist,"  von  Jellett 
(p.  139)  aufgestellte  Behauptung,  „dass  die  Existenz  der  von  ihm  bei  der 
Lösung  erhaltenen  willkürlichen  Coustante  eine  Zweideutigkeit  ist,  die 
ihren  Grund  darin  habe,  dass  s  als  unabhängige  Variable  angenommen 
sei ,"  von  T.  als  nicht  genügend  nachzuweisen  (p.  405  ff.)  gesucht.  Ausser 
der  Berichtigung  noch  einiger  anderer  sich  vorfindender  Unvollkommen- 
heiten  giebt  T.  noch  eine  Lösung  zu  einer  von  Jellett  in  der  Note  k  vor- 
gelegten Aufgabe:  „Ueber  einer  gegebenen  Basis  AB  eine  solche 
Curve  zu  construiren,  dass  der  durch  ihre  Umdrehung  um 
AB  erzeugte  Körper  ein  Maximum  sei,  während  seine  Ober^ 
flftche.eine  gegebene  Grösse  habe." 

Zuletzt  wird  noch  Stegmann^s  „Lehrbuch  der  Variations- 
rechnung und  ihrer  Anwendung  bei  Untersuchungen  über 
das  Maximum  und  Minimum.  Cassel  1854"  besprochen.  Nachdem 
T.  bereits  bei  der  Mittheilung  des  Inhaltsverzeichnisses  der  einzelnen  Ca- 
pitel  des  Stegmann 'sehen  Lehrbuches  einzelne  Theile  besonders  hervor- 
gehoben hat,  geht  er  nachher  noch  specieller  auf  die  Diseussion  einiger 
Probleme  ein,  dem  von  Stegmann  bei  ihrer  Lösung  eingeschlagenen 
Wege  bald  mehr,  bald  weniger  genau  folgend.  Solche  sind:  1)  Eine  Curve 
von  gegebener  Länge  zu  bestimmen,  so  dass,  indem  sie  durch  zwei  ge« 
gebene  Punkte  geht,  der  von  ihr,  den  Ordinaten  der  gegebenen  Punkte 
and  der  Abscissenachse   eingeschlossene  Flächenraum  ein  Maximum  ist; 


2)  den  Werth  von  y  zu  finden,  welcher   1  Z^dx  zu  einem  Maximum  oder 


/= 
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X 

Minimum  macht,  wo  Z=  1  j/i+p*  dx  ist;    Z)  den  Minimume werth  von 

a 

1  1 

^   /  p*dx  zu  suchen,  unter  der  Bedingung,  dass  ^o  ==^  ^  ^^^  /       dx=^i 

0  0 

ist;  4)  die  Fläche  mit  dem  kleinsten  Inhalte  zu  linden,  welche  bei  unbe- 
stimmter Gestalt,  aber  gegebener  Länge  der  Begrenzungslinie  möglich 
ist."  —  lieber  die  Trefflichkeit  und  Brauchbarkeit  des  Werkes  spricht 
sich  T.  nicht  weiter  aus,  ebensowenig  stellt  er  Vergleiche  zwischen  den 
drei  letztgenannten  Lehrbüchern  an. 

Das  vierzehnte  Capitel  giebt  Notizen  über  einzelne" in  verschie- 
denen Werken  der  höheren  Analjsis  sich  mit  Variationsrechnung  beschäf- 
tigenden Partien.  Den  Anfang  macht  die  Besprechung  von  Brunacci: 
,,Corso  di  matemaiica  sublime.  1808.  T.  IV,  p.  166— -255."  Ausser 
diesem  wird  ausführlicher  behandelt:  Bordon i^s  „Lezioni  di  calcolo 
sublime.  1831.  T.  IL  p.  102--298,"  ferner  eine  Abhandlung  von  Momsen: 
yfElementa  Calculi  varidiionum  eic,  Aliona  1831,"  in  welcher  T.  viele 
Unrichtigkeiten  nachweist,  wie  Gleiches  auch  mit  der  von  Price  in  sei- 
nem ,yTreatise  on  Infinitesimal  Calculus,  1854"  gegebenen  Dar- 
stellung der  Variationsrechnung  geschieht.  Den  Schluss  des  Capitels  bildet 
eine  Mittheilung  über  die  nicht  weiter  empfehlenswerthen  „Nouveaux 
ele'menis  du  calcul  des  variations  par  A.  Meyer,    Liege  iS56^^. 

Das  fünfzehnte  und  sechszehnte  Capitel  enthalten  Bemerkun- 
gen über  einzelne  Abhandlungen,  welche  theils  in  grösserer,  theils  in  we- 
niger enger  Beziehung  zur  Variationsrechnung  stehen.  Den  Anfang 
macht  eine  Abhandlung  von  Ampere  aus  dem  Jahre  1805,  den  Schluss 
bildet  eine  Abhandlung  von  Löffler  aus  dem  41.  Bande  der  Sitzungsbe- 
richte der  Wiener  Akademie  1860,  zu  welcher  T.  die  Bemerkung  macht: 
„i(  is  remarkable  ihat  a  scientific  society  should  print  a  com- 
municaiion  rvith  so  Utile  to  recommend  il"  T.  mag  dabei  nicht  ver- 
gessen, dass  bei  der  überreichen  Fülle  von  Abhandlungen,  welche  von 
der  genannten  jungen  Akademie  herausgegeben  sind,  unter  vielen  beden 
tenden  auch  eine  minder  bedeutende  mit  unterlaufen  kann,  und  möge  be- 
deflken,  dass  Missgriffe  in  dieser  oder  jener  Beziehung  im  Laufe  der  Zeit 
wohl  bei  jeder  gelehrten  Gesellschaft  vorkommen. 

Das  siebenzehnte  Schlusscapitel  bildet  eine  treffliche  Dar- 
stellung der  Geschichte  der  Kriterien  der  Integrabilität. 

Bei  einem  Ueberblick  über  das  ganze  Todhunter'sche  Werk  fühlt 
sich  der  Referent  zur  vollen  Anerkennung  des  grossen  Fleisses  und  der 
ungemeinen  Sorgfalt,  welche  der  Verfasser  auf  die  Durcharbeitung  der 
vielen,  dem  Gebiete  der  Variationsrechnung  und  verwandten  Theilen  an- 
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gehörenden  Werke,  Abhandlungen,  Noten  u.  s.  f.  verwendet  hat,  ver- 
pflichtet. Nur  wenige  Abhandlungen  von  höherer  Bedeutung,  wie  Jaco- 
bi*8  „Theoria  novi  multiplicatoris  elc,  p.  212—226*'  {C,  G,  J.  Jacobi 
Opuscula  malkemaiica,  1846,  VoL  /,  p.  ^1  sqq.)  u.  g,  f.  sind  nicht  be- 
.  rücksichtigt  worden.  Indess  ist  nach  des  Keferenten  Ansicht  der  den  ein- 
zelnen Besprechungen  zugewendete  Fleiss  ein  ungleicher,  obgleich  der 
Verfasser  die  ausführlichere  oder  weniger  ausführliche  Besprechung  mit 
der  grösseren  oder  geringeren  Zugänglichkeit  zu  den  einzelnen  Werken 
entschuldigt.  Aber  bei  einem  Werke,  wie  Todhunter^s,  das  für  einen 
grösseren  Kreis  von  Lesern,  als  dem  des  engeren  Heimathlandes  bestimmt  ist, 
wird  der  Begriff  dieser  grösseren  oder  geringeren  Zugänglichkeit  illusorisch. 

Ueberhaupt  besteht  ja  bei  der  historischen  Bearbeitung  derEntwicke- 
lung  einzelner  wissenschaftlicher  Gebiete,  sei  es  der  mathematischen,  sei 
es  einer  anderen  Disciplin,  die  Hauptsache  in  der  Darlegung  und  Be- 
sprechung der  wirklich  Epoche  machenden  und  eine  wesentliche  Bereiche- 
rung und  Erweiterung  des  bisherigen  Wissensstandpunktes  bewirkenden 
Arbeiten.  Diese  sind  darum  zunächst  festzustellen ,  und  —  wenn  es  viel- 
leicht dem  subjectiven  Ermessen  zu  viel  eingeräumt,  erscheinen  möphte, 
den  Entwickelungsgang  der  einzelnen  in  ihnen  gegebenen  Methoden  in 
möglichster,  jedoch  nicht  das  Wesen  beeinträchtigender  Kürze  wiederzu- 
geben —  sie  im  anderen  Falle  in  getreuer  Uebersetzung  oder  noch  besser 
im  Original  wiederzugeben ,  während  die  klare  und  zuverlässige  Dar- 
stellung der  inneren  Zusammengehörigkeit  und  der  Ueberleitung  von  der 
einen  zur  nächstfolgenden  Stufe  Aufgabe  des  Bearbeiters  ist.  Von  anderen 
secundären  Picoducten  kann  auch  nur  in  zweiter  Reihe  die  Rede  sein  und 
ihnen  auch  nur  eine  kürzere  Darstellung  gewidmet  werden. 

So  hätte  Referent  es  für  zweckmässiger  erachtet,'  wenn  T.  im  ersten 
Theile  seines  Werkes  nach  der  beachtenswerthen  Analyse  der  zugehörigen 
Partien  „theorie^*^  und  des  „calctil  des  fonctions^^  von  Lagrange 
weiter  gegangen  wäre  zu  Gauss,  Poisson  (2.  Theil),  Ostrogradski, 
Barr  US.  Mit  demselben  Rechte  z.  B.,  wie  Lacroix  im  ersten  Capitel 
wegen  seiner  Variationsrechnung  zur  ausführlichen  Besprechung  kommt, 
mit  gleichem  hätte  da  auch  von  Bordoni  die  Rede  sein  müssen;  denn 
dass  die  von  Lacroix  gegebene  Darstellung  nachher  in  viele  Lehrbücher 
übergegangen  ist,  kann  hier  weniger  in  Betracht  kommen.  Hat  T.  ferner 
wirklich  kein  Bedenken  getragen,  ein  ganzes  Capitel  der  Besprechung  der 
Lehrbücher  von  Dirks en  und  Ohm  zu  widmen?  War  weiter  eine  so  aus. 
führliche  Behandlung  der  Werke  von  Strauch,  Jellett,  Stegmann 
wie  sie  T.  giebt,  für  den  vorliegenden  Zweck  noth wendig,  insofern  in 
ihnen  nicht  etwa  neue ,  wesentlich  die  Entwickelung  der  Wissenschaft  for- 
dernde Beiträge  enthalten  sind?  Ebenso  mag  es  zu  viel  erscheinen,  wenn 
der  Verfasser  der  Abhandlung  von  Cauchy,  die  im  Allgemeinen  doch 
nur  eine,  wenn  auch  der  Zeit  nach  frühere  Reproduction  derjenigen  von 

Litcratorzt;  •  d.  Zeitsehr.  f.  Math.  u.  Phys.  VIII,  1.  2 
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Sarrus  ist,  ein  Yollständiges  Capitel  einräamt  Mit  gleichem  oder  noch 
mehr  Recht  hätte  T«.  darnach  unmittelbar  auch  Lindelöf's  VariaUans- 
Kälkylens  iheori  und  $.  30  ff.  Schellbach's  Abhandlung  discutiren  mtts- 
sen;  doch  den  Versuchen  —  wie  sie  sich  auch  bei  Poisson  und  bei  Mai- 
nardi  finden  —  auf  modificirter  Grundlage  der  alten,  von  den  Bernoul- 
li's  und  Euler  eingeführten  Grundlage  die  Variationsrechnung  weiter 
fortzuführen,  hat  überhaupt  T.  geringere  Beachtung  zu  Theil  werden  lassen. 
Volle  Anerkennung  verdient  das  Bemühen  des  Verfassers,  auf  die 
ihm  bei  dem  Studium  der  verschiedenen  Arbeiten  entgegentretenden  Un- 
klarheiten ,  Irrthümer'  u.  s.  f.  genauer  einzugehen ,  an  Stelle  des  Unvoll- 
kommenen Vollkommeneres,  an  Stelle  einer  weitläufigen  Behandlung  eine 
gedrängtere,  kürzere  zu  geben;  aber  abgesehen  davon,  dass  dies  bei  der 
Exposition  mustergiltiger  Abhandlungen  nur  in  geringem  Grade  der  Fall 
sein  wird,  ferner  dass  dann  an  Stelle  der  Geschichte  eine  —  allerdings  in 
historischer  Beihenfolge  fortlaufende  —  Zusammenstellung  von  Kritiken 
tritt ,  so  ist  zur  gerechten  Würdigung  dieser  Kritiken  ihnen  stets  eine  Wie- 
de;*gabe  der  kritisirten  Originalstellen  beizugesellen,  oder  es  mnss  voraus- 
gesetzt werden,  dass  dem  Leser  die  betreffenden  Werke  zur  Hand  sind. 
Wenn  nun  auch  weiter  einem  solchen  Commentar  eine  gewisse  Berech- 
tigung nicht  abzusprechen  sein  würde,  so  ist  es  doch  fraglich,  ob  er  wirk- 
lich den  Zweck  erfüllt,  den  man  an  eine  Geschichte  des  betreffenden 
wissenschaftlichen  Gebietes  zu  stellen  hat.  Wiederholt  hat  nun  der  Ver- 
fasser einzelne  Partien  nur  hervorgehoben ,  um  daran  eigene  Lösungs-  und 
Behandlungsweisen  zu  knüpfen ;  das  hätte  in  besonderen  Abhandlungen 
geschehen  mögen;  indem  sie  aber  in  das  vorliegende  Werk  aufgenommen 
sind,  wird  dessen  eigentliche  Bestimmung  ausser  Acht  gelassen;  wie  volu- 
minös würde  dann  überhaupt  eine  Geschichte  der  Mathematik  bei  ähn- 
licher Behandlung  werden?  Darum,  so  dankenswerth  an  sich  die  von  T. 
gegebenen  Zusätze,  wie  p.  389  ff.,  p.  107  ff.,  p.  41  f.,  p.  149  ff.,  p.  298  f.  u.  s.  f. 
im  Allgemeinen  sind,  so  gehören  sie  doch  nicht  in  das  vorliegende  Werk, 
während  wiederum  Noten ,.  wie  sie  p.  200  ff. ,  p.  166  ff.  u.  s.  f.  sich  finden ,  an 
anderer  Stelle  zu  behandeln  gewesen  wären.  Weiter  ist  aber  wohl  zu  er- 
wägen —  wenn  auch  angenommen  wird,  dass  die  gemachten  Verbesserun- 
gen wirklich  Verbesserungen  sind,  —  ob  mit  der  dem  Autorenrechte  eines 
Verfassers  der  einzelnen ,  zumal  bedeutenderen  Arbeiten  schuldigen  Ach- 
tung eine  Veränderung  des  Originals  verträglich  ist.  Referent  kann  dies 
nicht  zugeben,  ebensowenig  wie  die  Berechtigung  zu  einer  willkürlichen 
Veränderung  der  Bezeichnungsweise,  welche  die  einzelnen  Verfasser  in 
den  Originalabhandlungen  angewendet  haben.  Eine  solche  Veränderung 
wäre  nur  zu  gestatten,  wenn  die  gewählte  Bezeichnungsweise  wirklich 
mangelhaft  und  unverständlich  wäre ,  oder  wenn  ein  und  dieselbe  Bezeich- 
nungsweise auch  fortwährend  durch  das  ganze  historische  Werk  beibe- 
halten würde;  aber  auch  dies  ist  bei  T.  nicht  geschehen. 


Literaturzeitnng.  1 9 

Wenn  es  ausserdem  bei  der  Kritik  eines  einzelnen  Werkes  gestattet 
ist,  bei  anzuführenden  Verbesserungen ,  überhaupt  bei  den  verschiedenen 
zu  machenden  Bemerkungen,  nur  kurz  auf  die  betreffende  Stelle  des  Wer- 
kes zu  verweisen,  so  möchte  es  doch  nicht  in  einem  Werke,  wie  dem  vor- 
liegenden, zweckmässig  sein,  in  gleicher  Weise  zu  verfahren  und  Bemer- 
kungen zu  machen,  welche,  wenn  man  selbst  in  dem  betreffenden  Werke 
nicht  nachschlagen  kann,  auch  nicht  klar  sein  würden.  Das  gilt  z.  6.  von 
der  Verbesserung,  die  T.  p.  465  zu  der  Price 'sehen  Behandlung  des  Pro- 
blems der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  gegeben  hat, 
weiter  von  der  Bemerkung  p.  383  in  Betreff  einer  Lösung  Strauches: 
„Aber  er  (Strauch)  hat  die  Werthe  der  Grössen,  welche  er  aus  seinen 
Gleichungen  XXIV  und  XXXI  erhält,  verwechselt  und  bemerkt  nicht, 
dass  die  wahren  Werthe  sein  F{i/)  unendlich  und  seine  Lösung  falsch 
machen ,^^  und  p.  384:  „Seine  Gleichung  XXVIII  zeigt,  dass  y  unmöglich 
ist  u.  8.  f.,^*  ohne  dass  diese  Gleichungen  näher  angegeben  werden  n.  s.  f. 
Dergleichen  Bemerkungen  hätten  höchstens  in  besonderen  Anmerkungen, 
getrennt  von  dem  Haupttheile  des  Werkes,  gemacht  werden  können,  da 
sie,  wie  gesagt,  ohne  Einsicht  in  das  Original  unverständlich  sind. 

Es  ist  möglich,  dass  der  Verfasser  bei  einer  weniger  schnellen  Ver- 
öffentlichung seiner  Arbeit  in  Betreff  der  Redaction  desselben  vielleicht 
noch  anders  verfahren  wäre ,  dass  er  z.  B.  auch  den  Abhandlungen  von 
Clebsch  sein  kritisches  Talent  zugewendet  haben  würde,  dass  er  dann 
nicht  verbessernde  Zusätze,  wie  p.  338  f.  zu  einer  Abhandlung  Minding's 
(Grelle  V,  p.  297),  als  bereits  von  einem  Vorgänger  (Magnus  in  Grelle 
VI,  p.  81  ff.)  längst  anticipirt  später  (p.  486)  hätte  notiren  müssen. 

Gleichwohl  ist,  auch  wenn  alle  vom  Referenten  aufgestellten  Bemer- 
kungen und  Einwürfe  als  vollständig  gegründet  anerkannt  würden,  doch 
Todhunter^s  Werk  ein  so  schätzenswerther  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  so  reichhaltig  au  Discussionen  der  verschiedensten  Art, 
dasB  der  Referent  es  nur  der  vollen  Beachtung  empfehlen  kann. 

Um  nun  auch  zum  Schlüsse  einiger  Aeusserlichkeiten  zu  gedenken, 
so  ist  zu  bemerken ,  dass  der  Verfasser  die  Titel  der  in  Zeitschriften  ver- 
öffentlichten Abhandlungen  nicht  «im  Original  wiedergegeben ,  sondern 
übersetzt  hi^t,  worin  Ref.  ihm  nicht  beistimmen  kann,  wie  denn  auch  T. 
verschiedene  Male  davon  abgegangen  ist;  ferner  muss  aber  noch  der- 
Schönheit  der  Ausstattung  und  der  ausserordentlichen  Genauigkeit  der 
Correctur  grosses  Lob  gezollt  werden ;  nur  wenige  Druckfehler ,  wie  p.  190, 

Z.  5:  -^öz  statt  -^öz:  p.  379,  Z.47:  x^a  statt  a:  =  — a:  p.  182,  Z.  8:  127 

statt  128;  p.  198,  Z.  9:  119  statt  120  etc.;  p.  427,Z.  17:  175—180  statt  171—180, 
sind  dem  Ref.  aufgefallen. 

Delitzsch.  F.  Giebel. 
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Der  Planetenlanf.  Eine  graphische  Darstellung  der  Bahnen  der  Planeten, 
um  mit  Leichtigkeit  ihren  jedesmaligen  Ort  anter  den  Gestirnen 
auf  eine  Eeihe  von  Jahren  vorans  zu  bestimmen.  Von  Dr.  A.  M. 
Nell  ,  Vorsteher  der  Mannheimer  Sternwarte  and  Privatdocent 
der  Astronomie  in. Heidelberg.  Mit  einem  Atlas  von  fünf  Tafeln 
in  Stahlstich.  Royal  -  Quart.  Braunschweig  ,  Vieweg  &  Sohn. 
8.  43  Seiten. 
Die  zu  Ortsbestimmungen  der  Himmelskörper  früher  in  der  prakti- 
schen Astronomie  angewandte  Methode  wurde  ,  als  die  VervoUkommnnng 
der  Instrumente  schärfere  Beobachtungen  ermöglichte,  hier  auf  diejenigen 
£rörter«ngen  beschränkt,  wo  vorläufige  oder  annähernde  Angaben  erzielt 
werden  sollten,  und  die  genauen  Ortsbestimmungen  wurden  nur  durch  die 
rechnende  Methode  ermittelt.  Die  graphische  Methode  hat  aber  den  Vor- 
theil,  dass  sie  die  innere  Anschauung  unterstützt,  während  der  reine  Cal- 
cul  derselben  in  keiner  Weise  zu  Hilfe  kommt.  Nachdem  die  Astronomie 
aus  dem  vagen  Kreis  der  Sternwarte  in  einen  weitern  Bereich  der  gebil- 
deten Klasse  des  gesellschaftlichen  Lebens  sich  Eingang  verschafft  hat» 
nahm  die  graphische  Darstellung  astronomischer  Anschauungen  einen 
neuen  Aufschwung;  denn  der  in  ihr  genährte  Vortheil ,  dessen  wohl  die 
Astronomen  von  Fach  entbehren  konnten ,  war  den  Liebhabern  der  Astro- 
nomie zweckdienlich  und  willkommen.  Die  populär  •  astronomische  Lite- 
ratur der  letztvergangenen  Jahrzehnde  bewahrheitet  diesen  Ausspruch ; 
man  findet  hier,  so  weit  es  nur  möglich  ist,  Veranschaulichung  der  astrono- 
mischen Gedanken  durch  bildliche  Darstellungen.  —  Auch  das  oben  ange- 
zeigte Werkchen  gehört  in  den  Bereich  von  astronomischen  Mittheilungen 
in  diesem  Sinne.  In  demselben  bilden  die  Tafeln  die  Hauptsache  und  das 
Büchlein  enthält  die  erforderlichen  Erläuterungen  derselben.  Auf  jenen 
wird  dargestellt:  1)  der  Lauf  des  Merkur  bis  1865,  der  Venus  bis  1879,  des 
Mars  bis  1867,  des  Jupiter  bis  1867,  des  Saturn  bis  1876  und  des  Uranur  bis 
1875  in  Bezug  auf  die  Ekliptik ,  2)  die  Lage  der  Ekliptik  im  Fizsternen- 
himmel,  3)  die  scheinbare  Stellung  der  Planeten  unter  den  Fixsternen,  ihre 
progressive  und  regressive  Bewegung  und  ihr  Stillstand.  Das  Werkchen 
ist  zwar  schon  vor  mehreren  Jahren  evschienen  ,  aber  wie  man  aus  den 
Mittheilungen  ersehen  kann,  noch  für  längere  Zeit  brauchbar. .  Indem  wir 
den  Freunden  der  Astronomie  diese  Tafeln  zur  Benutzung  empfehlen ,  be- 
merken wir  noch ,  dass  auch  die  äussere  Herstellung  derselben  sorgfiütig 

und  sauber  ausgeführt  worden  ist.  A.  D. 

-  ^ 

Das  astronomisohe  Diag^iamm.  Ein  Instrument,  mittelst  dessen  Aufgaben 
der  astro(|iomischen  Geographie  und  nautischen  Astronomie  ohne 
Bechnung  gelöst  werden  können.  Von  Dr.  M,  A.  F.  Prestel, 
Oberlehrer  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  am  Gymna- 
sium in  Emden.  Braunschweig,  Vieweg  &  Sohn.  XXI  und  404  S. 
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Der  durcb  seine  schriftstellerische  Thfttigkeit  bereits  in  weitern  Krei- 
sen rühmlich  bekannte  Verfasser  dieses  Werkes  hat  in  demselben  ein 
Mittel  an  die  Hand  gegeben ,  für  jeden  Augenblick  des  Tages  durch  ein 
mechanisches  Verfahren  nach  beobachteter  Sonnenhöhe  die  Zeit  bis  auf 
einige  Secnnden  genau  zu  bestimmen.  Dieses  Mittel  ist  das  „astrono- 
mische Diogramm/'  eine  Zeichnung  im  grossen  Maassstabe,  gefertigt 
nach  den  Resultaten  tabellarischer ,  astronomischer  Berechnungen.  Aus 
Polhöhe,  Höhe  und  Declination  eines  Gestirnes  kann  man  bekanntlich  den 
Stundenwinkel  berechnen  und  erhält  aus  diesem  den  Zeit  -  Abstand  vom 
wahren  Mittage.  Das  zur  Berechnung  hierbei  anzuwendende  sphärische 
Dreieck^  giebt  auch  die  Formeln  für  halben  Tagebogen,  AscensionaldiffB- 
renz ,  Mergenweite  n.  s.  w.  Der  Verfasser  hat  diese  Berechnungen  in 
Form  von  Sinus,  Tangenten  und  Zeit-Maassstab  linear  dargestellt  und  die 
Regeln  angegeben,  nach  welchen  man,  nach  Ausführung  der  zu  machenden 
Beobachtung ,  mit  dem  Resultate  derselben  in  die  Maassstäbe  eingeht  unä 
nach  einigen  Uebertragnngen  die  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  unmittel- 
bar erhält.  Das  Diagramm,  eine  graphische  Darstellung  der  in  den  be- 
zeichneten Bereich  gehörigen  Operationen  mit  trigonometrischen  Functio- 
nen, dient  ausser  zu  der  erwähnten  Zeitbestimmung  auch  zur  Ermittelung 
der  Abweichung  der  Magnetnadel ,  der  Auf-  und  Untergänge  und  der  Cul- 
minationen  der  Gestirne,  des  Azimuthes  u.  s.  w.  Ausser  dem  Capitel  über 
das  Diagramm  und  den  Gebrauch  desselben  enthält  das  Buch  auch  die  Er- 
klärung der  Grundbegriffe  der  sphärischen  Astronomie,  die  aus  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  in  der  sphärischen  Astronomie  in  Anwendung  kom- 
menden trigonometrischen  Formeln  ,  eine  ausführliche  Beschreibung  der 
tragbaren  astronomischen  Instrumente,  nnd  29  Hilfstafeln  zur  Abkürzung 
von  astronomischen  und  darauf  bezüglichen  Berechnungen  verschiedener 
Art.  —  Das  Buch  ist  den  Liebhabern  der  Astronomie  wegen  der  darin  ent- 
haltenen praktischen  Anweisungen  und  denjenigen  Praktikanten  zu  em- 
pfehlen, welche  einer  genauen  Kenntniss  der  Zeit  bedürfen,  aber  die  dazu 
erforderlichen  Berechnungen  nicht  ausführen  wollen.  Dieselben  würden 
aber  nur  das  Kapitel  herauszunehmen  haben  ,  welches  speciell  das  Dia- 
gramm behandelt ,  um  mit  Hilfe  desselben  sich  in  den  Gebrauch  des  Dia- 
gramms einzuarbeiten.  Die  äussere  Ausstattung  des  Buches  ist  sehr  gut, 
und  entspricht  daher  dem  stoffreichen  Gehalte  desselben.  —  Wir  machen 
unsere  Leser  nur  kurz  nachträglich  auf  dieses  Werk  aufmerksam  ,  wenn 
etwa  dem  einen  oder  dem  andern  dasselbe  noch  nicht  bekannt  geworden 
sein  sollte.  A.  D. 


Einleitang  in  die  Physik  und  Chemie  für  die  Untersecunda  und  die  Tertia 
der  Realschulen  und  höheren  Bürgerschulen ,  sowie  auch  für 
höhere  Stadtschulen.  Von  Dr.  C.  M.  Evens,  ordentlichem  Lehrer 
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der  Naturwissenschaften  und  der  Mathematik  bu  Crefeld.  Mit 
184  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Essen,  Druck  und 
Verlag  von  6.  D.  Baedecker.  1863. 
Der  Verfasser  spricht  in  der  Vorrede  die  Ueberzeugung  aus «  das« 
dem  strengwissenschaftlichen  Unterrichte  in  der  Phjsik  ein  vorbereitender 
Unterricht  in  dieser  Wissenschaft  vorhergehen  müsse,  welcher  sich  mit  den 
Naturerscheinungen,  zugleich  aber  mit  den  Oründen  für  dieselben  zu  be- 
schäftigen habe ,  ohne  jedoch  sich  zu  den  Naturgesetzen  und  der  strengen 
Beweisführung  für  dieselben  zu  erheben.  —  Ich  habe  mich  ebenfalls  in  der 
Lage  befunden ,  über  Stoff  und  Behandlungs weise  bei  einem  Präliminar- 
cursus  in  der  Physik  Entwürfe  zu  machen  und  es  ist  mir  willkommen, 
mich  über  einen  von  mir  oft  durchdachten  Gegenstand  auszusprechen. 
Was  das  Material  anbelangt,  so  habe  ich  bei  der  Auswahl  die  Absicht  fest- 
gehalten, die  Schüler  in  übersichtlicher  Weise  mit  den  Erscheinungen  be- 
kannt zu  machen,  welche  zum  Gegenstande  der  Physik  gehören.  Dass 
hierbei  auch  die  chemischen  Erscheinungen,  Krystallphänomene  und  Mole- 
cularerscheinungen  besprochen  werden  müssen,  erheischt  das  Streben  nach 
Vollständigkeit ,  ebenso  habe  ich  namentlich  auch  die  akustischen  Phäno- 
mene berücksichtigen  zu  müssen  geglaubt,  weil  die  Undulationstheorie  des 
Lichtes,  die  in  der  höheren  Physik  jedenfalls  Hauptgegenstand  der  Be- 
trachtung sein  mnss ,  bei  einer  aufmerksamen  Behandlung  der  Schaller- 
scheinungen vorbereitet  werden  kann.  Bei  dem  Bekenntniss  zu  dieser  An- 
sicht war  ich  erstaunt,  als  ich  in  der  Vorrede  der  oben  genannten  Schrift 
las :  „Die  Lehre  vom  Schalle  hier  auszuschliessen ,  war  unbedenklich ,  da 
sie  über  die  Grenzen  des  Lehrbuches  hinausfällt.^'  Für  meine  Ansicht 
führe  ich  noch  den  Grund  an,  dass  die  Schall erscheinungen  so  zum  Alltäg- 
lichen gehören,  dass  sie  sich  bei  einem  Vorcursus,  welcher  von  den  Er- 
scheinungen im  gewöhnlichen  Leben  ausgeht ,  ganz  von  selbst  als  Aus- 
gangspunkt mit  vielen  anderen  anbieten.  Die  Beugung  und  Interferens  des 
Lichtes,  hervorgehend  aus  Versuchen,  welche  der  Laie  nie,  nur  der  Physi- 
ker in  seinem  Oabinet  anstellt,  hat  der  Verfasser,  ich  glaube,  mit  derselben 
Berechtigung  weggelassen,  mit  der  er  alles  beseitigen  müsste,  welches  we- 
gen seiner  schwierigen  Erklärung  die  Uebersicht  nur  erschwert  und  nicht 
an  die  Anschauungen  des  Schülers  anknüpft.  Die  Methode  anlangend,  die 
ich  für  meinen  Vorcursus  ausgewählt  hatte,  so  sollte  sie  zunächst  durch 
Lösung  leichterer  inductiver  Aufgaben  an  die  oft  vorkommenden  methodi- 
schen Operationen  der  höheren  Physik  vorbereiten,  d.  i.  an  die  Anwendung 
präciser  Definitionen  und  an  leichtere  Abstractionen  gewöhnen.  Die  Tor- 
liegende  Schrift  hat  mich,  der  ich  an  meiner  wohlbegründeten  Ansicht  fest- 
halte, nicht  befriedigen  können.  Die  Klarheit  erfordert  z.  B.  nothwendig 
bei  der  Bewegung  der  Körper  die  Abstraction  auf  einen  Punkt,  was  allein 
nur  Sinn  hat,  wenigstens  anzudeuten.  Bei  der  Oberflächengestalt  des 
Wassers  sollte  immerhin  im  Lehrbuch  (in  der  Unterrichtsstunde  mnss  es 
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ja  doch  geschehen),  auf  die  Prttfnngsmethode  hingewiesen  werden,  deren 
£rgebnis8  ist,  dass  die  Oberfläche  ruhenden  Wassers  eine  Ebene  ist;  das- 
selbe gilt  von  dem  experimentellen  Nachweis,  dass  dieselbe  horizontal  ist, 
d.  h.  dass  alle  durch  den  Durchschnittspnnkt  eines  ruhenden  Pendels  mit 
der  Wasseroberfläche  auf  dieselbe  gelegten  Geraden  rechtwinklig  auf  der 
Bichtung  des  Lothfadens  sind.  Wenn  man  bei  der  Spiegelung  und  Brech- 
iftag  des  Lichtes  von  vorn  herein  die  Definition  Tom  optischen  Bild  eines 
Punktes  und  Gegenstandes  einführt,  so  ist  hiermit  das.Mittel  in  die  Dar- 
stellung aufgenommen ,  das  ganze  Wissen  über  Spiegel ,  Linsen ,  Prismen 
systematisch  vorzutragen.  Die  Ordnung,  welche  der  Schüler  durch  solche 
bestimmte  Begriffe  in  sein  Wissen  bringt,  wird  ihm  den*  physikalischen  Un- 
temcht  angenehm  machen  und  in  ihm  das  Bewusstsein  erzeugen ,  dass  er 
ausser  Kennlniss  der  Erscheinungen  auch  noch  einen  anderen  Gewinn  d.i.  die 
wissenschaftliche  Methode  aus  der  Unterrichtsstunde  resp.  aus  der  Leetüre 
des  Lehrbuchs  mit  sich  fortgetragen  hat.  -Das  vorliegende  Buch,  welches  sich 
gerade  nicht  sehr  von  vielen  unserer  öfters  benutzten  physikalischen  Lehr- 
büchern unterscheidet,  regt  denRecensenten  an,  Mängel,  die  fast  allen  physi- 
kalischen Lehrbüchern  eigen  sind,  zu  rügen  und  er  weiss,  dass  er  mit  seiner 
Büge  viele  für  gut  gehaltene  Lehrbücher  trifft.  Wie  oft  trifft  man  den  Versuch 
mit  der  Münze,  welche  am  Boden  eines  Gefässes  befestigt  ist ,  in  welches 
man  Wasser  giesst ,  zu  Anfange  der  Brechung  ohne  Weiteres  angeführt, 
wo  wie  ein  Deus  ex  machina  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  daraus  folgen 
soll.  Man  weiss  aber,  dass  die  Erklärung  nicht  so  unmittelbar  erfolgen 
kann,  sie  setzt  die  Sätze  voraus:  1)  sendet  ein  leuchtender  Punkt  aus  dem 
Innern  einer  Substanz  Strahlen  durch  eine  ebene  oder  wenig  gekrümmte 
Fläche  nach  Aussen ,  so  bewirkt  die  Brechung  an  der  Grenzfläche  im  All- 
gemeinen, dass  ein  optisches  Bild  erscheint,  welches  wiederum  (angenähert 
oder  genau)  ein  Punkt  ist;  2)  eine  leuchtende  Fläche  bat  unter  denselben 
Verhältnissen  ein  optisches  Bild ,  welches  ihr  ganz  oder  fast  ganz  ähnlich 
ist.  Die  Einführung  des  Begriffes  optisches  Bild  wird  hier  beim  Versuch 
mit  der  Münze  ebenso  nützlich  sein ,  als  bei  der  Erklärung  des  Versuches, 
wobei  man  eine  enge  weisse  Spalte  durch  ein  Prisma  betrachtet.  Die  An- 
forderungen an  physikalische  Lehrbücher ,  durch  bessere  Anordnung  des 
Stoffes  ,  Festhalten  an  bestimmten  Definitionen  ,  bestimmtere  Andeutung  * 
der  Beweise  sich  didactische  Vorzüge  anzueignen ,  erscheinen  mir  durch- 
aus nicht  übermässig.  Was  würde  man  wohl  von  einem  mathematischen 
Lehrbuche  halten,  in  welchem  Definitionen  weggelassen  worden  wären  und 
indem  zwischen  den  Sätzen  Lücken  existitten,  die  sich  nicht  einfach  und 
schnell  ausfüllen  Hessen?  Nach  dieser  Digression- kehre  ich  wieder  zum 
vorliegenden  Lehrbuche  zurück  und  hebe  zum  Schlüsse  noch  hervor,  dass 
die  Verlagshandlung  durch  die  Wahl  von  dem  Papier  und  durch  die  sehr 
sorgfältige  Ausführung  der  Holzschnitte  demselben  grosse  Vorzüge  gege- 
ben hat.  Dr.  Kahl. 
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üeber  die  Spannkraft  der  Dttnpfb  aus  riüssigkeitsgemisohen.  Inaugural- 
dissertation, welche  mit  Genehmigung  der  philosophischen  Facnl- 
tät  zn  Marburg  znr  Erlangung  der  Doctorwürde  einreicht  Ferdi- 
nand Dronke  aus  Fulda.  Marburg,  Druck  von  C.  L.  Pfeil.  1862. 
Zu  Anfang  dieses,  Sr.  Hochwürden  Herrn  Dr.  Komp,  Regens  des 
bischöflichen  Priesterseminars  in  Fulda  gewidmeten  Schriftchens ,  macht 
der  Verfasser  zunächst  auf  die  ausgedehnten  Versuche  aufmerksam,  durcb 
welche  Magnus  und  Regnault  in  ausreichendester  Weise  die  wichtige 
Frage  über  die  Spannkraft  der  Wasserdämpfe  beantwortet  haben.  An  die^von 
Regnault  auch  für  andere  Flüssigkeiten  experimentell  bearbeitete  Aufgabe 
über  die  Spannkräfte  des  Dampfes  einer  Flüssigkeit  bei  verschiedenea 
Temperaturen  knüpft  sich  die  Frage  nach  der  eintretenden  Aenderung  der 
Spannkräfte:  1)  wenn  der  Flüssigkeit  nicht  verdampfbare  Substanzen  bei- 
gemischt werden ;  2)  wenn  der  Flüssigkeit  verdampf  bare  Substanzen  zuge- 
mischt werden.  Die  erste  Frage  bat  W  ü  1 1  n  e  r  experimentell  untersucht 
und  die  folgenden  Resultate  in  Pogg.  Ann.  Bd.  103.  S.  529 ,  Bd.  105.  S.  85, 
Bd.  110.  S.  387  und  564  mitgetheilt:  Die  Spannkraft  des  Wasserdampfes 
wird  bei  jeder  Temperatur  durch  ein  oder  mehrere  in  demselben  gelösten 
Salze  vermindert.  Die  Verminderung  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes 
bei  irgend  welcher  Temperatur  ist  proportional  den  Quantitäten  gelösten 
Substanz.  Die  Spannkraftsverminderungen  werden  bei  ein  und  demsel- 
ben Salze  oder  Salzgemisch  bei  steigender  Temperatur  grösser  und  sind 
für  jedes  Salz  oder  Salzgemisch  eine  andere  Function  der  Temperatur.  Die 
zweite  Frage,  wie  sich  die  Spannkraft  ändere,  wenn  zur  primären  Flüssig- 
keit andere  mit  Spannkraft  versehene  Flüssigkeiten  hinzugefügt  werden, 
war  bis  jetzt  weniger  untersucht  worden,  nur  hatten  Magnus  und  Regnault 
entschieden ,  dass  das  Dalton^sche  Gesetz  nur  für  Flüssigkeiten  gelte ,  die 
sich  nicht  mit  einander  mischen,  dass  jedoch  für  mischbare  Flüssigkeiten 
die  Spannkraft  stets  kleiner  sei ,  als  die  der  die  grösste  Spannkraft  be- 
sitzenden Flüssigkeit. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Dissertation  hat  nun  zunächst  eine 
Reihe  von  Versuchen  über  die  Spannkräfte  von  Gemischen  von  Alkohol 
und  Wasser  sehr  sorgfältig  ausgeführt,  dieselben  in  seiner  Dissertation  be- 
'schrieben  und  ihre  Resultate  mitgetheilt.  Die  Resultate  der  Arbeit  von 
Dronke  sind :  Jedes  Gemisch  befolgt  sein  eigenes  Spannkraftsgesetz  und 
es  besteht  wenigstens  kein  einfaches  Gesetz  zwischen  den  Spannkräften 
und  den  Mengeverhältnissen. 

Wir  machen  auf  die  Dissertation  besonders  auch  wegen  ihres  prakti- 
schen Werthes  aufmerksam.  Es  werden  nämlich  iii  ihr  alle  die  Punkte 
berührt ,  die  bei  einer  Beurtheilung  des  Geissler^schen  Vaporimeters  znr 
Bestimmung  des  Alkoholgehaltes  in  Gemischen  in  Betracht  kommen. 
Ausserdem  sind  aber  jedenfalls  die  Dronke'schen  Versuche  wegen  ihrer 
theoretischen  Bedeutung  ganz  beachtenswerth.  Dr.  Kahl. 
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Beehenaufgaben  aus  der  Elektrioitätslehre ,  besonders  fflr  Telegraphen- 
beamte. Von  C.  A.  Ntstrom,  Telegraphen-Stations-Director  zu 
Oerebro  in  Schweden.     Berlin  1862.     12^A  Ng.-. 

Eine  grosse  Anzahl  von  Aufgaben  und  Fragen  aus  der  Elektricitftts- 
lehre  haben  in  der  elektrischen  Telegraphie  eine  hohe  praktische  Bedeut- 
ung erlangt  und  umgekehrt  liefert  die  Telegraphie  eine  Menge  interessante 
Beispiele  und  Belege  für  die  Sätze  der  Elektricitätslehre.  Schon  deshalb 
empfiehlt  sich  dieses  ergiebige  Gebiet  der  angewandten  Physik  jedem  Ge- 
bildeten zu  einem  eingehenden  Studium.  Da  nun  die  Lösung  passender 
Aufgaben  jedes  Studium  wesentlich  fordert,  so  jvird  auch  die  von  Herrn 
Ny Strom  verfasste  Aufgabensammlung  gewiss  Vielen  eine  recht  willkom- 
mene Erscheinung  sein ,  namentlich  aber  denjenigen  Telegraphenbeamten, 
welche  sich  mit. allen  für  den  Betrieb  der  Telegraphie  wichtigen  Verhält- 
nisse vollkommen  vertraut  zu  machen  bemüht  sind;  denn  in  die  speciellen 
Werke  über  Telegraphie  sind  meist  keine  Uebungsbeispiele  aufgenommen. 

Die  vorliegende  Sammlung  ist  sehr  reichhaltig;  sie  enthält  81  Auf- 
gaben über  die  Bestimmung  der  elektromotorischen  Kraft  und  der  Strom- 
stärke, des  Widerstandes  in  den  Batterien ,  in  festen  und  flüssigen  Leitern, 
ferner  über  die  Ermittelung  der  Stromstärke  bei  getheilten  Leitern  oder 
getheilten  Batterien,  bei  Seitenströmen,  Ableitungen  und  Berührung  ver- 
schiedener Leitungen,  über  die  Aufsuchung  des  Ortes  einer  Ableitung,  Be- 
rührung oder  Unterbrechung,  über  Einschaltung  der  Batterien  und  endlich 
über  die  elektromagnetischen  Anziehungsgesetze.  Die  beigefügten  voll- 
ständigen Auflösungen,  welche  einen  doppelt  so  grossen  Raum  füllen,  als 
die  Aufgaben,  sind  eine  zweckmässige  Beigabe  und  erhöhen  die  Brauchbar- 
keit der  Sammlung  wesentlich,  da  in  ihnen  stets  der  zur  Lösung  führende 
Weg  ausführlich  gezeigt  und  beleuchtet,  die  Sache  selbst  aber  nach  Bedarf 
durch  eine  Figur  anschaulich  gemacht  ist.  Die  hauptsächlichsten  Aufgaben 
sind  erst  allgemein  gelpst  und  einige  Zahlenbeispiele  durch  Anwendung 
der  allgemeinen  Formel  hinzugefügt.  Die  Lösungen  selbst  sind  durchweg 
elementar ;  sie  führen  höchstens  auf  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekann- 
ten und  vom  zweiten  Grade.  Für  gewisse  Zwecke  ist  noch  eine  Tafel  fünf- 
stelliger Tangenten  und  Cotangenten  von  10  zu  10  Minuten  hinzugefügt. 
Die  ganze  äussere  Erscheinung  der  Sammlung  ist  recht  nett  und  freund- 
lich, namentlich  der  Druck  sehr  deutlich  und  rein. 

Die  Ausdrucksweise  an  verschiedenen  Stellen  lässt  darauf  schliessen, 
dass  die  deutsche  Sprache  nicht  die  Muttersprache  des  Verfassers  ist ;  darin 
dürfte  es  auch  seinen  Grund  haben,  dass  die  Fassung  einzelner  Aufgaben 
etwas  unklar  ist.  Die  Schreibweise  „Rheostat*^  verdient  den  Vorzug  vor 
„Reostat*';  ferner  ist  es  nicht  üblich,  das  f  anstatt  S  zu  setzen.  Das 
Komma  zur  Abtheilung  der  Tausender  u. s.w.  bei  ganzen  Zahlen  zu  be- 
uutsen,  {st  mindestens  in  Werken ,  worin  vielfach  Decimalbrüche  vorkom- 
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men ,  nicht  zä  billigen.  Ferner  würde  es  wohl  den  Gebrauch  der  Samm- 
lang erleichtern,  wenn  in  verschiedenen  Aufgaben  dieselbe  Grosse  auch 
stets  mit  demselben  Buchstaben  besceichnet  wäre ;  der  Leitungswiderstand 
z.  B.  ist  in  Nr.  7  mit  m,  in  Nr.  21  —  24  mit  f,  in  Nr.  44  mit  L  bezeichnet ; 
dagegen  bezeichnet  in  Nr.  2  und  Nr.  39  B  den  Widerstand ,  in  Nr.  dS  und 
B9  dagegen  das  Leitungsvermögen  der  Batterie  ,  u,  dgl.  m.  In  Nr.  20  C 
ist  die  Stromstärke  S  =  tanv  gesetzt,  wobei  e  den  Ausschlag  einer  Tan- 
gentenboussolo  bezeichnet;  dabei  hätte  darauf  aufmerksam  gemacht  wer- 
den sollen,  dass  man  bei  Anwendung  dieser  Formel  als  Stromeinheit  den- 
jenigen Strom  zu  betrachten  hat,  der  die  Nadel  der  Tangentenboussole  um 
45^  ablenkt;  besser  jedoch  hätte  Herr  Nystrom  Sz=xMtanv  gesetzt,  wobei 
dann  in  einzelnea  Aufgaben  ebenfalls  der  Factor  M  aufgetreten  wäre. 
Chemnitz,  October  1862.  Dr.  Zetzschb* 


OemeinfiBUisliche  Vaturlehre  mit  Inbegriff  der  Chemie.     Sehr  erweiterte 
und   verbesserte   Ausgabe   des    in   fünf  Auflagen    erschienenen 
Grundrisses  der  Naturlehre  von   G.  H.  F.  Scholl  ,  Decan  und 
Schulinspector  in  Nürtingen.    Mit  121  dem  Texte  beigedruckten 
Holzschnitten.     Ulm;  1861.    Verlag  der  Wöhler'schen  Buchhand- 
lung.    (F.  Lindemann.) 
DerVerfasser  beabsichtigte,  wie  dieVorrede  sagt,  ein  Lehrbuch  zu  liefern, 
aus  welchem  der  jüngere  Lehrer  an  Volksschulen  alles  entnehmen  könnte, 
was  er  sich  nach  den  Forderungen  der  Zeit  von  den  Lehren  der  Physik 
und  Chemie  anzueignen  habe,  ausserdem  hofiOk  der  Verfasser,  dass  das  Buch 
auch  für  den  ersten  Cursus  der  Naturlehre  in  Realschulen  brauchbar  sei. 
Das  Buch  enthält  in  gedrängter  Kürze  das  Wissenswerthe  aus  den  Gebie- 
ten der  Physik  und  Chemie,  wobei  der  Verfasser  nie  versäumt,  an  bekannte 
alltägliche  Erscheinungen  anzuknüpfen  und  zu  erklären.  Wenn  nun  bierin 
ein  Vorzug  des  Buches  gefunden  werden  kann,  so  lässt  sich  andererseits 
ein  Gleiches  nicht  in  Beziehung  auf  den  Lehrgang  behaupten.     Derselbe 
hebt  sich  von  dem  früher  usuell  gewordenen,  der  mit  den  allgemeinen Kör- 
pereigeuschaften  beginnt,  nicht  ab;  einem  allgemeineren  Gebrauche  würde 
die  Andeutung  des  Zusammenhanges  auf  einanderfolgender  Lehren  recht 
nützlich  gewesen  sein ,  welche  gar  nicht  oder  oft  in  ungenügender  Weise 
stattgefunden  hat.     In  der  Wahl  des  Papieres  und  in  der  Ausführung  der 
Holzschnitte  steht  das  gegenwärtige  Buch  manchem  anderen  nach. 

•   Dr.  K. 

Omndsüge  der  Photometrie.   Bearbeitet  von  Dr.  KnEiNAüer.  Halle,  Druck 
und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.    1862. 
Dieses  Schriftchen  enthält  den  rechnenden  Theil  der  Photometrie  in 
einer  Vollständigkeit,  wie  er  in  keinem  Lehrbuche  der  Physik  dargeboten 
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wird.  Zu  Anfange  demoDstrirt  der  Verfasser  die  Fandamentalgesetze  der 
Photometrie  mitHinzufügung  der  experimentellen  Bestätigungen  derselben 
nach  Lambert.  In  den  folgenden  Capiteln  macht  er  ausführlich  Anwend- 
ung davon  auf  ^ie  Lichtrerhältnisse  der  Planeten ;  die  Darstellung  ist 
immer  so  gewählt,  dass  für  den  mit  der  höheren  Mathematik  noch  wenig 
Vertrauten  das  Verständniss  erleichtert  wird.  Auf  die  Discussion  über  die 
Photometer ,  die  zu  jeder  Zeit  das  höchste  Interesse  in  Anspruch  genom- 
men hat,  hat  der  Verfasser  nicht  eingehen  wollen ,  da  er  bei  der  geringen 
ZügänglichkeiJt  des  Werkes  von  Lambert  dem  Anfänger  durch  sein  Schrift- 
chen nur  das  Studium  der  Anfänge  der  Photometrie  hat  erleichtern  wollen* 

Dr.  Kahl. 

Abrifls  der  Experimentalphysik.  Von  Dr.  y.  Quintius  Icilius,  Lehrer  an 
der  polytechnischen  Schule  in  Hannover.  Hannover,  Schmorl 
und  von  Seefeld.  1863. 
Indem  ich  die  ausgezeichnete  Beurtheilnng,  welche  die  Experimental- 
physik des  ebengenannten  Verfassers  allseitig  gefunden  hat,  in's  Gedacht- 
niss  zurückrufe,  weise  ich  hin  auf  die  in  der  Vorrede  des  vorliegenden 
Werkchens  ausgesprochene  Absicht ,  in  diesem  dem  Schüler  und  Zuhörer 
ein  zu  häuslichen  Bepetitionen  geeignetes  Werkchen  in  die  Hand  zu  ge- 
ben ,  dessen  Lehrgang  mit  dem  der  Experimentalphysik  übereinstimmt. 
Dem  Zwecke  solcher  Bepetitionen  entsprechend  ,  sind  in  demselben  die 
Lehren  der  Physik  kurz  und  übersichtlich  zusammengestellt  worden,  wobei 
die  überall  erfolgte  Andeutung  des  Zusammenhanges  der  einzelnen  Sätze 
nicht  verfehlen  wird ,  den  Schüler  zur  wirklichen  Ausführung  der  Beweise 
anzuregen;  es  ist  demnach  durch  die  Einrichtung  die  Tauglichkeit  des 
Werkchens  für  den  bestimmt  vorliegenden  Zweck  angestrebt  worden. 
Jedem  Paragraphen  das  Abrisses  sind  im  Einschluss  die  bezüglichen  Para- 
graphen der  Experimentalphysik  beigefügt  worden,  wodurch  die  Bepetition 
wesentlich  bequemer  gemacht  wird.  Uebrigens  hat  die  Verlagshandlung 
auch  dafür  gesorgt,  dass  das  Werkchen  bei  seiner  Benutzung  einen  ange- 
nehmen Eindruck  durch  seine  äussere  Ausstattung  macht.  Dr.  K. 


CompendiuBi  der  höheren  Analysis.    Von  Dr.  0.  Schlömilch.    Zweite, 

völlig    umgearbeitete    und    vermehrte    Auflage.     Erster  Band. 

Braunschweig ,  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 

Vorrede.     Die  gegenwärtige  zweite  Auflage  meines  Compeddiums 

der  höheren  Analysis  weicht  von  der  ersten  in  materieller  und  formeller 

Beziehung  so  bedeutend  ab,  dass  sie  wohl  als  ein  ganz  neues  Werk  gelten 

kann.     Was  erstens  den  Inhalt  betrifiPt,   so  mochte  ich  mich  nicht  dem 

Vorwurfe  aussetzen,  dass  kurze  Abrisse  einzelner  wichtiger  Theorien,  wie 

z.  B.  der  elliptischen  Functionen ,  der  partiellen  Differentialgleichungen  etc. 
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für  ein  auf  das  Noth wendigste  beschränktes  Studium  zu  viel,  dagegen  für 
ein  tieferes  Eingehen  zu  wenig  bieten,  und  so  blieb  mir  nur  die  Wahl« 
das  Werk  entweder  auf  ein  Lehrbuch  für  den  ersten  Unterricht  zu  redu* 
circn  oder  es  zu  einem  ausführlichen  Handbuche  zu  erweitern.  Da  es  an 
Werken  der  ersten  Art  nicht  fehlt,  während  aus  neuerer  Zeit  fast  keines 
der  zweiten  Art  existirt  (Moigno's  LeQons  sind  bekanntlich  unvollendet 
geblieben),  so  entschied  ich  mich  für  das  Letztere;  um  gleichzeitig  den 
Oebrauch  des  Buches  in  Schule  und  Haus  m()glichst  bequem  zu  machen, 
habe  ich  das  ganze  Material  auf  zwei  Bände  vertheilt.  Der  vorliegende 
erste  Band  um fasst  ungefähr  so  viel,  als  an  Universitäten  und  polytechni- 
schen Instituten  in  einem  Jahre  vorgetragen  werden  kann;  sein  Inhalt 
dürfte  zum  Studium  der  bekannteren  Werke  über  analytische  Mechanik, 
Ingenieurwissenschaften  etc.  ausreichen.  Der  zweite  Band  wird  besonders 
wichtige  Theorien,  wie  z.  B.  die  Lehre  von  den  Functionen  complexer 
Variabelen,  die  Reihen  von  Bürmann  und  Lagrange,  die  balbconver- 
genten  Reihen,  die  periodischen  Reihen,  die  elliptischen  Functionen  u.  s.  w. 
ausführlicher  behandeln. 

Ueber  die  Begründung  der  einzelnen  und  namentlich  gewisser  funda- 
mentaler Sätze  der  Differential-  sowie  der  Integralrechnung  ist  schon  von 
mehreren  Seiten  bemerkt  worden,  dass  sie  fast  nirgends  (selbst  bei  C auch 7 
und  Moigno  nicht)  in  voller  Strenge  zu  finden  sei;  ich  habe  mir  daher 
gerade  nach  dieser  Richtung  hin  die  äusserste  Oenauigkeit  zur  Pflicht  ge- 
macht und  hoffe,  auch  den  ^rigorosesten  Anforderungen  zu  genügen.  Be- 
greiflicherweise  musste  deswegen  die  Anordnung  des  Stoffes  sehr  wesent- 
liche Aenderungen  erleiden  und  zugleich  manche  neue  Betrachtung  einge- 
schaltet werden.  In  letzterer  Beziehung  verweise  ich  u.  A.  auf  Einleitung 
No.  IV  und  die  SS-  11,  42,  45,  47,  49,  67,  82,  98,  102,  wobei  ich  den  Wunsch 
hinzufüge,  dass  es  mir  gelungen  sein  möge,  Einfachheit  mit  Strenge  zu 
vereinigen. 

Dresden,  im  October  1862.  Dr.  O.  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Tetraedrometrid.  Von  Dr.  Gustav  Junqhann.  l.Theil:  Die  Goniometrie 
dreier  Dimeusionen.  Gotha ,  E.  F.  Thienemann.  1862. 
Der  Verfasser  definirt  die  Tetraedrometrie  als  das  stereometrische 
Seitenstück  zur  Trigonometrie,  und  zwar  sollen  in  diesem  neuen  Zweige 
der  Wissenschaft  dreiseitige  £cken  auf  ähnliche  Weise  durch  Eckenfunc- 
tionen  repräsentirt  und  in  Rechnung  gebracht  werden  wie  in  der  Trigono- 
pnetrie  die  Winkel  durch  goniometrische  Functionen.  Dem  entsprechend 
zerfällt  die  Tetraedrometrie  in  zwei  Hauptheile,  von  welchen  der  erste 
der  Goniometrie,  der  zweite  der  eigentlichen  Trigonometrie  tind  Poljgo- 
nometrie  analog  sein  müsste.  Der  vorliegende,  0  Bogen  umfassende  Band 
enthält  den  ersten  dieser  beiden  Haupttheile  nnd  befolgt  nachstehenden 
Gedankengang. 

Sind  a,  &,  c  die  Seiten,  a^  ß,  y  die  Gegenwinkel  einer  dreiseitigen 
Ecke ,  so  hat  man  erstens 

sin  a       sin  h       sin  c 
sin  €c       sin  ß       sin  y  ' 
den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Quotienten  nennt  der  Verfasser, 
tibereinstimmend  mit  Prof.  Bretschneider,  den  Mo  du  Ins  der  Ecke. 
Ferner  gelten,  wenn  s  die  halbe  Seitensumme,  tf  die  halbe  Eckensumme 
bezeichnet,  die  Formeln 

\  sin  b  sin  c  sin  a  =  "/sin  s  sin  {s — a)  sin  (s —  b)  sin  {s  —  c), 
^  sin  ß  sin  y  sin  a  =  j/ —  cos  a  cos  (tf  —  a)  cos  (a — ß)  cos  {a — y), 
welche  dem  Verfasser  geeignet  erscheinen,  um  dreiseitige  Ecken  als  Rech- 
nungsgrössen  einzuführen;  er  nennt  deshalb 

sin  b  sin  c  sin  a  den  Eckensinus, 
sin  ß  sin  y  sin  a  „  polaren  Eckensinns 
nnd  benutzt  dafür  die  Symbole  2Pund  2/7,  so  dass  P  eine  symmetrische 
Function  von  <x,  ^,  y,  und  der  polare  Eckensinus  gleich  dem  Eckensinus 
der  Polarecke  ist.  Die  Analogie  von  2P  mit  dem  gewöhnlichen  Sinus  tritt 
hervor,  wenn  man  sinw  nicht  wie  gewöhnlich  als  Verhältniss  zweier 
Strecken,  sondern  als  Verhältniss  zweier  ebenen  Flächen  betrachtet,  näm- 
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lieh  des  gleicIlBclienkligen  Dreiecks ,  dessen  Schenkel  =  1  und  desHen 
Schenkel  Winkel  ^=w  ist,  und  des  gleichschenklig -rechtwinkligen  Drei- 
ecks mit  dem  Schenkel  1.  Schneidet  man  dem  entsprechend  auf  den  Kan- 
ten einer  dreiseitigen  Ecke  drei  Strecken  =1  ab,  so  entsteht  eine  gleich- 
schenklige Pyramide,  deren  cubischer  Inhalt  =^P  ist;  für  den  speciellcn 
Fall,  dass  die  dreiseitige  Ecke  drei  rechte  Winkel  besitzt,  wird  jener  In- 
halt ==  j^,  mithin  ist  2P  das  Verhältniss  der  Volumina  beider  Pyramiden. 
Nach  diesen  fundamentalen  Erörterungen ,  die  Ref.  hier  mir  angedeutet 
hat,  geht  der  Verfasser  zu  einer  sehr  genauen  Untersuchung  der  vicrstrah- 
ligen  und  vierebenigen,  sowie  der  fünfstrahligen  und  fUnfebenigen  Ecken- 
systeme über;  von  jedem  derselben  giebt  er  zunächst  eine  geometrische 
Uebersicht  und  entwickelt  dann  die  zugehörigen  Grundgleichungen.  In 
Cap.  Vn  kommen  noch  mehrere  anderweite  Eckenfunctionen  zur  Sprache, 
nämlich 


2  sin  I  a  sin  ^  &  sin  |  c  =  5 

2  cos  ^a  cos  ^b  cos  \c  =  C 

^(l  +cosa  -^-cosb  +  cosc)  =  jP 


2 ;i>i  \a  sin  \ß  sin  ^y  =  E 
2cos\a  cos^ß  cos}^y  =  / ' 
^(l  —  cosa — cosß  —  coÄy)=  <f>; 


dazu  sind  ferner  zu  rechnen  die  trigonometrischen  Functionen  von 


dem  sogenannten  sphärischen  Ex- 
cess,  und  von  ^,  dem  sphärischen 
Radius  des  umschriebenen  Kreisea  j 


180»  —  ^{a  +  b+c)  =«, 
dem  sogenannten  sphärischen  De« 
fect,  und  von  r,   dem  sphärischen 
Radius  des  eingeschriebenen  Kreises 
endlich  noch  die  durch  die  Gleichung 

00$  r 'j-  Um  Q  =  K 
definirte   Eckenfunction.     Zwischen   allen  diesen   Fttnctionen  finden   ein- 
fache Beziehungen  statt,  wie  z.  H. 


P=tanr  sin  e. 

n-=e<ttq  «■»*, 

n 

ianr  =  -, 

P 

n 

stne  =  -, 

P 

cose  =  -. 

F 

n*+<i^  =  £\ 

Sin  a  +  sin  b  +  sin  c  =  2Pj/i  +  Ii\ 

sin  a  +  sinß  +  sin  y  =  2/7^1  +  AT*, 
in  denen  einige  Analogie  zu  den  bekannten  Relationen  zwischen  den  tri- 
gonometrischen Functionen  eines  Winkels  liegen.  Den  Schluss  bildet 
die  Betrachtung  der  Cofunctionen ,  d.  h.  der  Functionen  der  Nebenecken* 
Das  Schriftchen  ist  mit  unverkennbarein  Fleisse  und  vieler  Umsicht 
gearbeitet;  es  enthält  zahlreiche  elegante  Entwickelungen  und  namentlich 
findet  man  sehr  einfache  Beweis«  für  eine  Reihe  stereometrischer  Sätze 
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von  Tiuseau,   Carnot,   Lagrange,   Feuerbach,   ßrotsclineider 
11.  A.,  z.  B.  auch  für  den  Satz 

51«  ä  =  ysin  *  (p  —  r)  —  cos  *  q  sin  *  r, 
worin  (f  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  mit  den  Radien  q  und  r  be- 
schriebenen Kreise  bedeutet. 

•  Einen  Zweifel  kann  Ref.  nicht  bergen.  In  der  ebenen  Trigonometrie 
sieht  man  leicht  die  Nothwendigkeit  ein ,  Winkel  mittelst  der  Seitenver- 
hältnisse des  rechtwinkligen  Dreiecks  in  Rechnung  zu  bringen,  dagegen 
hat  Ref.  in  dem  vorliegenden  Schriftchen  keinen  zwingenden  Grund  ge- 
funden, warum  gerade  diese  und  keine  anderen  Combinationen  ans  sina^ 
sin  b  etc.  als  besondere  Eckenfunctionen  eingeführt  werden.  Demzufolge 
erscheinen  die  P,  27  etc.  nur  als  willkürliche,  wenn  immerhin  zweckmSssig 
gewühlte  Abkürzungen,  und  es  dürfte  ihnen  wohl  kaum  die  tiefe  und  weit- 
greifende Bedeutung  der  trigonometrischen  Functionen  zukommen.  In- 
dessen braucht  man  die,  wie  es  scheint,  etwas  sanguinischen  Hoffnungen 
des  Verfassers  nicht  zu  theilen,  um  in  seiner  Arbeit  einen  sehr  beachtens- 
werthen  Beitrag  zur  trigonometrischen  Behandlung  räumlicher  Gebilde  zu 
erkennen.  Schlömilch. 

Hene  allgemeine  Hefhode  cur  elementaren  Bestimmung  des  Maximums 
und  Minimums«     Von  Dr.  W.  Schrader,  Director  der  königl. 
Provinzialgewerbeschuie  zu  Halle  a.  d.  S.     Halle,  Schrödel  A 
Simon.    1802. 
Das  Verfahren  des  Verfassers  ist  folgendes:  Wenn  y  eine  algebraische 
explicite  Function  von  x  bedeutet,  welche  für  x  =:z  Xf  ihr  Maximum  y,  er- 
reicht, 80  ist  für  alle  Werthe  von  o:,   welche  in  der  Nähe  von  o:,  liegen, 
y, — y  positiv.    Nun  länst  sich  bei  algebraischen  Functionen  ^i — y  durch 
o-,  — X  dividiren,  mithin 

yi—y  =  {Xi~x)0 
setzen,  wo  Q  von  x  und  ar,  abhängt.  Da  die  linke  Seite  immer  positiv 
bleibt,  so  müssen  jr,  — x  und  Q  stets  gleiche  Vorzeichen  haben,  und  wenn 
der  eine  Factor  irgendwo  sein  Zeichen  wechselt,  so  erleidet  der  andere 
Factor  an  derselben  Stelle  einen  gleichen  Wechsel.  Der  erste  Factor  än- 
dert sein  Vorzeichen  bei  x^x^^  wenn  man  sich  x  von  Xi — i  bis  .rj-|-^ 
wachsend  denkt,  also  muss  der  zweite  Factor  gleichfalls  f(|r  x  =  Xi  sein 
Zeichen  wechseln,  d.  h.  zu  Null  werden.  Demnach  ist,  wenn  Qi  dasjenige 
bezeichnet,  was  für  x  ==.  .i'i  aus  Q  wird,    . 

C),=0. 
Falls  das  Minimum  von  //  gesucht  wird,  ist  y, — y  negativ,  und  dann  än- 
dert sich  in  der  vorigen  Schlussweise  nur  das  Eine,  dass  Xi  — x  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  habi*n;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe.    Um  das 
Maximum  vom  Minimum  zu  unterscheiden,  beachtet  man,  dass 
y,  —  y^  {x,  —  x)Q  =  (x^  -  x)  (0— £>,) 
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und    bei    algebraischen    Functionen    ö,  —  ^=:(xj — x)  R  gesetzt   werden 
kann;  es  ist  daher 

yj— y  =  — (a:,  — a:)«/?. 
Geht  nun,  wenn  a?  =  a?i  gesetzt  wird,  R  in  Äj  über,  so  entspricht  einem 
negativen  R^  ein  positives  y^ — y,  d.  h.  ein  Maximum,  dagegen  deutet  ein 
positives  /?,  auf  ein  Minimum. 

Wie  man  sieht,  ist  dieses  Verfahren  genau  dasselbe,  dessen  sich  die 
Differentialrechnung  bedient;  es  ist  nämlich  ,  wenn  yz=zf(a:)  gesetzt  wird, 
0,  =/*'(;r,),  Rj  =zzf'\xi).  Gleichwohl  hat  daa  vorliegende  Schriftchca 
wenigstens  das  Verdienst,  die  Methode  elementar  zugänglich  und  dadurch 
für  Gymnasien,  Keal-  und  Gewerbeschulen  brauchbar  gemacht  zu  haben. 
Ferner  ist  nicht  zu  verkennen,  dasa  des  Verfassers  Methode  vor  der  Schell- 
bach^ sehen  den  Vorzug  besitzt,  ein  Unterscheidungszeichen  für  Maxima 
Minima  zu  geben  und  auch  mtUatis  mutandis  auf  implicite  Functionen  an- 
wendbar zu  sein. 

Eine  kleine  Rüge  können  wir  dem  Verfasser  nicht  ersparen.  In  den 
vorbereitenden  Sätzen  heisst  es  S.  4,  d:  „Aendert  eine  endliche  veränder- 
liche Grösse  ihr  Vorzeichen,  «o  hat  sie  im  Momente  dieses  Ueberganges 
den  Werth  Null."    Hier  fehlt  gerade  die  conditio  sine  qua  non  der  Continni- 

tät,  denn  z.  B.  arctan bleibt  immer  endlich,  geht  aber  an  der  Stelle 

x=z\  sprungweise  von  — ^ik  nach  +  \n  über.  Eben  deswegen  ist  bei 
der  Untersuchung  von  f\x)  auch  auf  die  sprungweisen  Zeichenwechsel  zu 
achten,  weil  durch  diese,  namentlich  wenn  f{x)  stetig  bleibt,  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  angezeigt  werden  kann.  So  ist  z.  B.  fix)  =  1  —  j/(l  —  a:)* 
continuirlich,  dagegen  ändert /"(j:)  sein  Vorzeichen  discontinuirlich  an  der 
Stelle  a?  =  1 ,  und  in  der  That  entspricht  diesem  Werthe  ein  Maximum 
von  f(x)^  während  die  Gleichung /'(.t)  =  0  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum  giebt.  —  Ref.  würde  übrigens  diesen  Punkt  nicht  nrgirt  haben, 
wenn  es  nicht  Pflicht  des  Elementarunterrichtes  wäre,  den  trügerischen 
Schimmer  von  Allgemeinheit,  den  manche  Sätze  an  sich  tragen,  zu  ver- 
meiden und  dadurch  die  Schüler  vor  späteren  Fehlschlüssen  zu  bewahren. 
Die  vom  Verfasser  gegebenen  Beispiele  sind  meist  glücklich  gewählt. 
Bei  den  geometrischen  Aufgaben  findet  sich  gelegentlich  folgender,  wie  es 
scheint,  neue^Satz:  „In  der  Ebene  jedes  ebenen  Dreiecks  liegen  symme- 
trisch, zu  dessen  Schwerpunkte  zwei  Punkte  von  der  BeschafiPenheit,  dass 
für  jede  beliebige  durch  einen  derselben  gelegte  Gerade  die  Quadratsumme 
der  Senkrechten  von  den  Ecken  des  Dreiecks  auf  jene  Gerade  einen  con- 
stanten  Werth  hat.**  Jedenfalls  hängt  dieser  Satz,  wie  überhaupt  das  auf 
S.  28  —  35  Entwickelte,  mit  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  zusammen. 
Aucih  die  ans  der  Mechanik  entlehnten  Beispiele  sind  von  Interesse  und 
bcscluflnken  sich  nicht  auf  das  Gewölinliche.  ScntÖMiLru. 
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Besöhreibende  und  analytische  Geometrie,  aIs  Leitfaden  beim  Unterriclite 
an  höheren  Lehranstalten.  Von  W.  Mink,  Oberlehrer  a.  d.  Real- 
schule zu  Crefeld.  Crefeld,  Druck  und  Verlag  von  C.  M.  Schüller. 
1862. 
Das  vorliegende,  11  Bogen  zählende  Büchlein  verdankt  (wie  das  fro- 
her angezeigte  von  Fasbender)  seine  Existenz  der  Unterrichts-  und 
Prüfungsordnung  vom  6.  October  1859,  durch  welche  für  die  preussischen 
Realschulen  eine  Erweiterung  des  mathematischen  Unterrichts  vorgeschrie- 
ben wurde.  Ref.  weiss  nicht,  ob  in  jener  Verordnung  direct  gesagt  ist, 
dass  die  beschreibende  Geometrie  genau  im  Sinne  von  Monge,  Hachette 
etc.  behandelt  werden  soll ,  oder  ob  nur  beschreibende  Geometrie  im  All- 
gemeinen angeordnet  wurde.  Im  letzteren  Falle  müsste  Ref.  gegen  die 
vorliegende  Schrift,  soweit  sie  darstellende  Geometrie  enthält,  dasselbe 
erinnern,  was  er  in  Jahrg.  6,  S.  97  der  Literatnrzeitung  bei  der  Bespre- 
chung des  Fasbender'schen  Buches  erwähnte,  dass  ihm  nämlich  für  den 
Unterricht  auf  Realschulen  eine  ordentliche  Projectionslehre  sowohl  in 
pädagogischer  als  in  praktischer  Hinsicht  viel  werthvoller  erscheint,  als 
die  eigentliche  descriptive  Geometrie,  die  man  als  zweiten  Gursus  der  dar- 
stellenden Geometrie  den  polytechnischen  Instituten  überlassen  sollte.  Ab- 
gesehen von  dieser  Principienfrage  ist  an  dem  ersten  Theile  des  vorliegen- 
den Werkchens  nichts  Wesentliches  zu  tadeln;  nur  wäre  zu  wünschen  ge- 
wesen ,  dass  der  Verfasser  die  bereits  eingebürgerten  Ausdrücke  „Spuren 
einer  Geraden"  und  „Spuren  einer  Ebene**  beibehalten  hätte,  statt  sie 
durch  die  längeren  und  nicht  bezeichnenderen  «^Durchgänge  einer  Geraden** 
und  „Schnitte  einer  Ebene**  zu  ersetzen. 

Der  zweite  Theil  des  Buches  enthält  analytische  Geometrie  der  Ebene 
und  des  Raumes,  erstere  ausführlicher,  letztere  etwas  knapp  bemesscm, 
wie  es  dem  Zwecke  des  Ganzen  entsprechen  mag.  Die  Darstellung  ist 
deutlich,  der  Calcül  meistens  elegant.  Eine  parlie  malhonteuse  darin  hildet 
leider  die  Quadratur  der  Hyperbel ,  bei  welcher  der  Verfasser  auf  eine  un- 
endliche Reihe  kommt,  deren  Summe  er  als  bekannt  voraussetzt.  Es  ist 
aber  jedenfalls  ein  Umweg,  eine  endliche  Grösse  (nämlich  die  gesuchte 
Fläche)  erst  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln  und  letztere  M'ieder 
durch  eine  endliche  Grösse  zu  summiren;  in  der  That  lässt  sich,  wie  schon 
Grunert  gezeigt  hat,  mit  viel  weniger  Rechnungsaufwand  jene  Quadra- 
tur direct  ausfuhren.*) 

Am  wenigsten  hat  dem  Ref.  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
gefallen,  weil  dieselbe  ganz  abstract  und  ohne  alle  Verbindung  mit  der 
vorausgegangenen  descriptiven  Geometrie  behandelt  ist.  Gerade  für  die 
Schule  hat  es  grossen  Werth,  beide  anscheinend  so  verschiedenen  Auf- 
fassungsweisen in  Verbindung  zu  bringen   und  ihre  oft  sehr  weit  gehende 


*)  Verpl.  auch  des  Ref.  Stereometrie,  §.  39. 
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Uebereinstimxnung  nachzuweisen.  Um  dies  nnr  nn  einem  Beispiele  £u 
zeigen,  erinnert  Ref.  an  das  Criteriiim,  wornn  man  eriiennt,  ob  sich  z^ei 
Gerade  im  Räume  schneiden  oder  kreuzen.  Die  descriptive  Geometrie 
sagt  in  diesem  Falle,  es  findet  Durchschnitt  oder  Kreuzung  statt,  je  nach- 
dem der  Durchschnitt  der  Horizontalprojectionen  beider  Geraden  vertical 
unter  dem  Durchschnitte  ihrer  Verticalprojectionen  liegt  oder  nicht;  die 
analytische  Geometrie  giebt,  wenn 

y  =  Bx  +6,      j  =  Ca:  +  c, 

y  =  B^x  +  i>, ,    2  s=  CiX  +  i\ 
die  Gleichungen  der  betreffenden  Geraden  sind,  für  den  Fall  des  Durch- 
schnitts die  Bedingungsgleichung 

fe, — b  c,  —  c 

B^  —  ß'^~C,^^C' 
welche  mit  dem  yorigen  Kennzeichen  wörtlich  übereinstimmt  Solche  Ana- 
logieen  durchzuführen,  hält  Ref.  für  eine  würdige  Aufgabe  eines  tüchtigen 
Schulmannes,  aber  freilich  gehört  dazu  etwas  mehr,  nls  auf  dem  alten  aus- 
getretenen Wege  herumzuwandeln. 

Die  typographische  Ausstattung  genügt  den  Anforderungen,  die  man 
lient  zu  Tage  selbst  an  Schulbücher  macht,  in  keiner  Weise.  Namentlich 
sind  für  das  Auge  die  eingedruckten  Figuren  beleidigend,  die  weiss  in 
schwarz  auf  dünnem  und  rauhen  Papiere  klecksig  aussehen  und  auf  der 
anderen  Papierseite  durchscheinen.  Auf.  pag.  31  scheint  es  sogar,  als  wäre 
mit  einem  zersprungenen  Holzschnitte  ruhig  weiter  gedruckt  worden. 

SCHLÖMILCH. 

Onrndrias   der  Physik  nach  ihrem  gegenwftrtigen  Standpunkte.    Von 

Philipp  Spiller.     Dritte   erweiterte  Auflage.     Mit  250  in   den 
Text  gedruckten  Figuren.     Triest  ld02.     Verlag  der  literarisch- 
artistischen Abtheilung  des  österreichischen  Lloyd. 
Mir  wurde  dies  Buch  von  einem  Freunde  der  Naturwissenschaften  mit 
der  Bitte  in  die  Hand  gegeben,  mein  Urtheil  darüber  auszusprechen.  Nach- 
dem   ich   die  sehr  vortheilhafte  Kecnnsion  der  zweiten  Auflage  (Zeitschr. 
für  Math.  u.  Phys.  Bd.  II.  Literaturzeitung,  S.  52),   auf  welche   ich   hier 
wieder  verweise,  gelesen  hatte,  wählte  ich  mir  verschiedene  im  Buche  be- 
handelte Objecto  aus,  um  über  die  Behandlungsweise  der  Gegenstände  ein 
Urtheil  zu  gewinnen.     Diese  waren:  der  Schwerpunkt,  die  Maschinen,  die 
Bewegung,  das  Barometer,  dieVertheiluiig  des  Magnetismus  in  einen  Mag- 
neten,  die  Ursachen  des  elektrischen  Stromes,   die  Spiegel  und  Linsen, 
die  Farbenzerstrenung,   das  Auge,  die  Fernrohre,   die  Thermometer  und 
die  Wärmeleitung. 

Es  lässt  sich  allerdings  nicht  verkennen,  dass  die  genannten  Gegen- 
stände bei  Erweiterung  des  Umfanges  des  Buches  einer  noch  besseren  Be- 
handlung fHhig  gewesen  wären,  allein  man  muss  bei  der  gedrängten  Kürze 
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des  Grundrisses  manchen  Tadel,  welcher  sich  geltend  machen  will,  zurück- 
drängen, da  das  Bestreben  nach  Klarheit  im  Vortrage  überall  deutlich  her- 
vortritt. Wenn  ich  nach  dem  Durchlesen  manches  ander4*n  Lehrbuchs 
von  grösserem  Umfange  die  Ueberzeugung  gewinnen  musste,  dass  ge- 
rade in  der  Hauptsache  gefehlt  war,  in  der  Einführung  von  bestimmten 
Begriffen  ,  welche  dem  Verständnisse  der  Erscheinungen  als  Grundlage 
dienen  müssen  ,  so  kann  ich  im  Gfgentheil  von  dem  Durchlesen  des  be- 
sprochenen Grundrisses  mit  der  Befriedigung  zurückkehren,  dass  bei  aller 
Kürze  der  Darstellung  Gewicht  auf  scharfe  Definitionen  gelegt  worden  ist. 
In  dieser  Beziehung  zeichnet  sieh  da«  Capitel  über  dcM  Schwerpunkt  and 
über  die  Magnetpole  vortheilhaft  aus.  Möchte  vielleicht  beim  Gebrauche 
fürs  Selbststudium  die  Kürze  der  Darstellung  dem  Lernenden  unwillkom- 
men sein,  so  dürfte  doch  der  vorliegende  Grundriss  bei  einem  guten  phy- 
sikalischen Unterrichte  als  willkommene  Zugabe  betrachtet  werden  können. 
Für  den  elementaren  Unterricht  eignet  sich  der  Grundriss  wegen  des  ein- 
geschränkten Gebrauchs  der  Mathematik  besonders,  von  welcher  übrigens 
nur  die  einfachsten  Begriffe  der  Arithmetik  und  Geometrie  zur  Anwendung 
kommen.  Als  Beigabe  zum  physikalischen  Unterricht  eignet  sich  das 
Buch  wegen  seiner  Anregung  zu  häuslichen  Repetitioncn,  welchen  in  den 
zahlreichen,  mit  kleiner  Schrift  gedruckten  Anmerkungen,  die  «ich  auf 
besondere  Experimente  oder  auf  En>cheinungett  des  gewöhnlichen  Lebens 
beziehen,  ein  hinreichender  Stoff  geboten  wird.  Als  Empfehlung  für  den 
genannten  Zweck  möge  noch  der  billige  Preis  (1%  Thaler)  dienen. 

Dr.  Kahl. 
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Recensionen.  • 

Scritii  di  Leonardo  PisanOy  Matemaiico  del  secolo  decimoierzo , publicaü 
da  Baldassare  Boncompaoni.  2.  Band.  Rom  1862.  4. 
Es  sind  gerade  zehn  Jahre  her,  dass  Prinz  Boncompagni  seine 
ersten  Untersachnngen  über  Leonardo  von  Pisa  yeröffentlichte ,  und 
das  mathematische  Pablikum  darauf  vorbereitete,  mehr  über  einen  Mann 
SU  erfahren ,  von  dessen  ganzer  Bedeutsamkeit  man  zwar  eine  dunkle  Ah- 
nung hatte,  ohne  sie  jedoch  ganz  schätzen  zu  können.  Es  ist  eines  der 
grossen  Verdienste,  welche  Prinz  Boncompagni  sich  um  die  Geschichte 
der  Wissenschaft  erworben  hat,  dass  er  die  zum  Tbeil  verlorenen  und  fast 
verschollenen  Schriften  L&onardo's  wieder  auffand  und  im  Drucke  her- 
ausgab. Schlage  man  dieses  Verdienst  ja  nicht  zu  gering  an.  Der  Laie  in 
historischen  Fragen  ist  sehr  geneigt,  sich  einer  solchen  Undankbarkeit 
schuldig  zu  machen.  Was  ist  nun  weiter  dabei,  fragt  ergern;  man  be- 
kommt eine  Handschrift,,  sieht,  dass  ein  glücklicher  Zufall  uns  ein  bisher 
noch  nicht  bekanntes  Werk  in  die  Hände  gespielt  hat,  und  schickt  es  in 
die  Druckerei.  Ja,  wenn  das  so  einfach  zuginge!  Aber  erstens  ist  eine 
himmelweite  Verschiedenheit  dazwischen  vorhanden,  ob  man  irgend  ein 
Manuscript  durch  blossen  Zufall  auffindet,  oder  ob  man  dasselbe  aufsucht. 
Wer  sich  nie  ähnlichen  Forschungen  hingab,  der  ahnt  allerdings  nicht  die 
Unzahl  von  Werken  aller  Art,  die  man  durchstöbern  muss,  bis  man  einer 
kleinen  Notiz  habhaft  wird,  die  Einen  zu  leiten  geeignet  seheint.  Nun 
stürzt  man  mit  wahrem  Heishunger  nach  dem  Orte,  wo  man  seine  Befrie- 
digung zu  finden  hofft,  und  —  sieht  sich  getäuscht.  Der  Laie,  wie  gesagt, 
kennt  dies^  fehlgeschlagenen  Versuche  nicht,  denn  wer  wird  alle  die  Irr- 
thümer  angeben,  in  die  er  verfiel,  bevor  er  das  Ziel  erreichte?  wen  würde 
eine  soUhe  Angabe  auch  nur  interessiren  ?  Kaum  den  nächsten  Fachge- 
nossen, wenn  nicht  irgend  ein  Nebenumstand  gerade  jenem  Versuche 
einige  Wichtigkeit  verleiht.  Aber  ich  will  diese  vergeblichen  Anstrengun- 
gen als  überwunden  ansehen,  ich  will  die  Entmuthigung  nicht  in  Anschlag 
bringen,  die  zeitweise  jeden  Forscher  befällt,  wenn  er  das  Ziel  schon  dicht 
vor  sich  glaubte,  und  es  nun  plötzlich  weit  entrückt  sieht.    Ich  will  auch 

Litermlurzter.  d.  Zaitschr.  f.  Math.  n.  Phyt.  VIII,  3.  4 
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annehmen,  man  habe  das  GlQck,  überall  liebenswürdige  Bibliothekare  zu 
finden,  welche  darch  Zavorkommenheit  dem  suchenden  Fremden  die  Hälfte 
seiner  Mühe  erleichtern.  Man  hat  endlich  und  endlich  das  heiss  ersehnte 
Manuscript  in  Händen.  Dann  ist  man  deshalb  noch  nicht  so  viel  weiter, 
als  der  Leser  glaubt.  Nun  kommt  die  zweite  Schwierigkeit,  die  darin  be- 
steht, aus  einem  Complexe  von  Schriften,  wie  die  meisten  älteren  Mann- 
scripte sie  darbieten,  das  auszusondern,  was  wirklich  unserem  Schrift- 
steller angehört,  sich  durch  die  Notizen  der  sogenannten  Manuscripten- 
kataloge  nicht  irre  machen  zu  lassen,  welche  meistens  von  Männern  her- 
rühren ,  die  zwar  in  bibliographischer  und  allgemein  historischer  Beziehung 
ausgezeichnete  Kenntnisse  besitzen  mochten,  die  aber  von  Mathematik 
blutwenig  verstanden.  Und  wenn  auch  diese  zweite  Schwierigkeit  besei- 
tigt ist,  dann  bleibt  noch  die  dritte,  mitunter  die  grösste,  die  Heraasgabe 
des  vielfach  nnlesbaren,  verderbten,  wenn  nicht  gar  verfälschten  Textes. 
Dieses  kleine ,  aber  noch  sehr  gemilderte  Bild  der  Mühen  and  Anstrengun- 
gen, der  aufregenden  Geistesarbeit,  welche  das  Auffinden  alter  mathema- 
tischer Schriften  erfordert,  mag  als  Folie  hinzutreten,  wenn  ich  wieder- 
hole, dass  wir  dem  Prinzen  Boncompagni  die  Herausgabe  der  Gesammi- 
werke  des  Leonardo  von  Pisa  verdanken,  während  vorher  nur  Bruch- 
stücke des  Abacuswerkes  dieses  Schriftstellers  in  Libri's  Geschichte  der 
mathematischen  Wissenschaften  in  Italien  zum  Abdrucke  gelangt  waren. 

Diese  G^sammtwerke  füllen  zwei  Bände  in  grossem  Quartformate, 
deren  erster,  1857  erschienen,  eben  jenes  Buch  von  Abacus  {Über  Abbaci) 
enthält,  welches  im  Jahre  1202  geschrieben,  das  erste  bekannte  Werk  des 
Leonardo  von  Pisa,  oder  wie  er  fast  häufiger  genannt  wird,  des  Leo- 
nardo Fibonacci  ist,  und  von  welchem  durch  Libri  einige  Capitel  be- 
kannt geworden  waren.  Heute  haben  wir  es  mit  dem  zweiten  und  letzten 
Bande  der  Gesammtausgabe  zu  thun ,  welcher  im  vorigen  Jahre  die  Presse 
verliess  und  an  Reichthum  des  wissenschaftlichen  Inhaltes  den  ersten  Band 
wohl  eben  so  sehr  übertrifft,  wie  die  einzelnen  Abhandlungen  chronolo- 
gisch späteren  Datums  sind.  Man  kann  wohl  in  der  Weise  die  beiden 
Bände  unterscheiden,  dass  im  ersten  Leonardo  sich  als  selbstthätiger, 
denkender  Schüler  erweist,  im  zweiten  als  genialer  Erfinder.  Im  ersten 
Bande  zeigt  sich  eine  Verarbeitung  fremden  Stoffes  zu  einem  Gänsen, 
welches  auch  nicht  arm  an  Eigenthümlichkeiten  ist;  im  zweiten  Bande 
sind  wenige  fremde  Elemente  in  fast  lauter  selbstständige  Untersuchungen 
eingearbeitet.  Ich  müsste  die  Grenzen  einer  Besprechung  weit  überschrei- 
ten, wenn  ich  auf  Alles  aufmerksam  machen  wollte,  was  in  diesem  xweiten 
Bande  von  merkwürdigen  Untersuchungen  enthalten  ist.  Ich  will  nar  ans 
einigen  Capiteln  Einzelnes  herausreissen ,  welches  zeigen  mag ,  mit  welch 
einem  Schriftsteller  man  es  hier  zu  tl^un  hat. 

Den  ersten  und  grössten  Theil  unseres  Bandes  nimmt  S.  1 — 224  die 
praktische  Geometrie  ein:    Incipit  proiica  geomeiriae  camposiia  n   »^--«-^ 


Literaturzeitung*  43 

pi$ano  de  ß\js  bonaccij  anno  M^,  CC\  XX^.  Sie  ist  einem  gewissen  Domi- 
nicas zugeeignet,  den  Leonardo  als  Freund  und  hochzuverehrender 
Lehrer  anredet.  Wer  der  so  Angeredete  ist,  war  durchans  unbekannt,  bis 
Prinz  Boncompagni  auch  diese  Frage  erledigte.  Guido  Bonatti, 
Verfasser  verschiedener  astronomischer  Werke,  ein  Zeitgenosse  des  Leo- 
nardo Fibonacci  (denn  er  sagt  in  einer  seiner  Schriften,  er  habe  einen 
gewissen  Riccardoim  Jahre  1223  zu  Ravenna  gesehen),  nennt  unter  den 
gleichalterigen  Astronomen  Johann  von  Pavia,  Dominions  von 
Spanien,  Michael  von  Schottland  und  andere.  Wenn  wir  nun  be- 
denken, dass  Guido  Bonatti  sowohl  als  Michael  Scotus  am  Hofe 
Friedrich  IL  von  Hohenstaufen  lebten,  dass  es  also  wahrscheinlich  ist, 
dass  auch  die  übrigen  genannten  Männer  zu  diesem  Hofe  in  Beziehung 
standen;  wenn  wir  damit  die  Kenntniss  verbinden,  dass  auch  Leonardo 
mit  dem  Kaiserhofe  in  Berührung  war,  dass  er  eine  Schrift  eben  dem 
Michael  Scotus  zueignete,  eine  zweite  dem  Kaiser  selbst,  eine  dritte 
dem  Hofastrologea  Meister  Theodor;  wenn  wir  lesen,  dass  Leonardo 
dem  Kaiser  in  Pisa  durch  Meister  Dominicus  vorgestellt  wurde,  der  also 
selbst  zu  den  berechtigten  Hofkreisen  gehören  musste,  dann  können  wir 
doch  füglich  den  Beweis  für  geführt  erklären ,  dass  die  praktische  Geome- . 
trie  dem  Dominicus  Hispaus  gewidmet  ist.  Die  scharfsinnige  Unter- 
suchung, deren  wesentliche  Punkte  ich  hier  zusammengefasst  habe,  findet 
sich  in  einer  Schrift :  Inlerno  ad  älcune  opere  dt  Leonardo  Pisano ,  Borna  1854 
(400  Seiten  8®),  welche  gewissermassen  als  der  im  Voraus  veröfiPentlichte 
Commentar  der  Gesammtwerke  des  Leonardo  aus  der  Fed^er  des  Heraus- 
gebers zu  betrachten  ist,  und  daher  nicht  entbehrt  werden  kann,  wenn 
man  den  Schriftsteller  selbst  mit  Nutzen  studiren  will. 

In  dem  sogenannten  Widmungsschreiben  kündigt  Leonardo  die  £in- 
tbeilung  seines  Werkes  in  acht  Capitel  an.  Das  erste  Capitel  behandelt 
die  Ausmessung  der  Rechtecke,  das  zweite  einige  geometrische  Regeln 
und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzeln ,  soweit  sie  für  solche  nöthig  ist, 
die  nicht  blos  nach  geometrfschen  Methoden  verfahren  wollen.  Das  dritte 
Capitel  lehrt  den  Flächeninhalt  von  Feldern  irgend  welcher  Gestalt  finden, 
das  vierte  die  Theilung  von  Feldern.  In  dem  fünften  kommen  die  Cubik- 
wurzeln  zur  Sprache ,  das  sechste  Capitel  beschäftigt  sich  alsdann  mit  dem 
Rauminhalte  von  Körpern,  das  siebente  mit  Höhenmessungen ,  das  achte 
mit  einigen  geometrischen  Subttlitäten.  Diesem  Allen  geht  eine  vier  Sei- 
ten lange  Einleitung  voraus,  welche  theils  einige  Grundbegriffe  der  Geo- 
metrie feststellt,  theils  Anfsohluss  über  einige  Längen-  und  Flächenmaasse 
giebt ,  beides  in  ^er  Art ,  wie  man  sie  von  römischen  Geometern ,  z.  B. 
Tpn  BoVthins  her  gewohnt  ist. 

Der  Leser  entdeckt  in  der  eigentlichen  Geometrie  mit  wahrem  Stau- 
nen, wenigstens  ging  es  mir  so,  die  Anfänge  von  Untersuchungen,  welche 
man  nicht  in  so  früher  Zeit  zu  vermuthen  geneigt  ist,  und  unter  welchen 
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wieder  ganz  besonders  die  sich  anszeichnen ,  welche  nach  heutiger  Ans- 
drnckweise  eine  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Oeoinetrie  bilden.  Ich 
will  Beispiele  anführen. 

S.  19  ist  der  Satz  ausgesprochen,  dass  die  Quadratwurzel  einer  n ziffe- 
rigen Zahl  aus  ^f  ~  j  Ziffern  bestehe,  wo  E  die  bekannte  Bedeutung  der 

in  einem  Bruche  enthaltenen  Ganzen  enthalten  haben  soll. 

S.  32  ist  der  pythagorische  Lehrsatz  nicht  in  euclidischer  Weise,  son- 
dern durch  Aehnlichkeit  von  Dreiecken  und  Proportionen  bewiesen,  indem 
aus  der  Spitze  des  rechten  Winkels  eine  Hilfssenkrechte  auf  die  Hypote- 
nuse gefällt  wird.  Das  ist  übrigens  derselbe  Beweis,  dessen  Bhascura- 
Acharya,  ein  indischer  Schriftsteller  des  zwölften  Jahrhunderts,  sich 
bediente,  der  später  in  Europa  von  dem  Engländer  Wallis  aufs  Nene 
entdeckt  wurde. 

S.  35  ist  eine  weitere  Verwandtschaft  mit  indischer  Geometrie  auf- 
fallend, indem  die  Ausmessung  des  Dreiecks  eben  so  bewiesen  wird,  wie 
bei  Ganesa.  Man  zieht  nämlich  die  Höhe  des  Dreiecks,  durch  deren  Mitte 
eine  Parallele  zur  Grundlinie,  in  den  Endpunkten  der  Grundlinie  Senk- 
rechte, und  zeigt  durch  Congruenz  von  Dreiecken,  dass  das  so  entstan- 
dene Rechteck  in  der  That  dem  Dreieck  identisch  ist,  dass  die  Stücke  nur 
anders  gelagert  sind. 

S.  40  ist  die  Formel  des  Dreieckinhaltes  aus  den  drei  Seiten,  die  jetzt 
allgemein  unter  dem  Namen  der  Formel  der  drei  Brüder  bekannt  ist,  geo- 
metrisch bewiesen,  und  es  dürfte  von  Interesse  sein,  zu  bemerken,  dass 
dieselbe  S.  43  auf  das  Dreieck  von  den  Seiten  5,  6,  7  angewandt  wird, 
dessen  Flächeninhalt  y2iE,  also  eine  Irrationalzahl  ist;  während  man  sonst 
gewöhnt  ist,  nur  das  Dreieck  mit  den  Seiten  13,  14,  15  benutzt  zu  finden, 
welches  den  rationalen  Flächeninhalt  84  liefert. 

S.  84  ist  das  Viereck  mit  einspringendem  Winkel  als  figura  harhala  be- 
sprochen und  ausdrücklich  bemerkt,  wie  hier  die  eine  Diagonale  ausser- 
halb des  Viereckes  liege. 

S.  40  flg.  ist  die  Zahl  n  =  \^  durch  Betrachtungen  über  das  96  Eck  ab- 
geleitet; wenige  Seiten  später  kommt  S.  94  der  Name  Sinus  versus  vor,  was 
als  Beweis  dienen  kann,  dass  Leonardo  die  Schriften  des  Gerhard 
von  Cremona  gelesen  hatte,  in  welchen  das  Wort  Sinus  wenigstens  durch- 
gängig gebraucht  ist. 

S.  107  ist  von  dem  Messen  solcher  Felder  die  Bede ,  welche  am  Ab* 
hange  eines  Berges  liegen,  und  Leonardo  zeigt;  wie  man  hier  die  Pro- 
jection  auf  die  Grundebene  vornehmen  müsse.  Denn,  sagt  er,  non  mensu- 
rantur  montes  secundum  superficies  apparentes  in  eis;  cum  domus  ei  edificia^ 
arbores ,  nee  non  et  semina  non  secundum  rectum  angulum  super  ipsas  superficies 
elecentur. 
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S.  118  ist  bewiesen,  ^ass  sswei  Medianen  eines  Dreiecks  sich  in  dem 
Längenverbftltnisse  2 : 1  ihrer  Stücke  schneiden ,  nnd  dass  folglich  alle  drei 
Medianen  einen  nnd  denselben  gemeinsamen  Darchschnittspunkt  besitzen 
müssen. 

S.  14B  beginnt  das  fünfte  Capitel,  welches,  wie  ich  sagte,  mit  den 
Cnbikwnraeln  sich  beschäftigt.  Es  ist  eine  fast. genaue  Abschrift  des  Ab- 
schnittes aas  dem  Liber  abbaciy  welcher  S.  378  flgg.  des  ersten  Bandes  der 
Gesammtausgabe  abgedruckt  ist  An  dieser  Originalstelle  ist  n an  ausein- 
andergesetzt, wie  (a  +  6)'=sa'  +  6'  +  3a*6  +  36*a  sei,  und  darauf  fährt 
Leonardo  fort:  El  cum  super  hanc  diffinitionem  diucius  cogilarem,  inveni 
hunc  modum  reperiendi  radices,  secundum  quod  inferius  explicabo.  Dann  folgt 
die  AuBziehnng  der  Cubikwurzel ,  wie  sie  noch  heute  in  Gebrauch  ist.  Ich 
gestehe  zu  meiner  Schande,  dass,  so  lange  ich  mich  auch  schon  mit  Ge- 
schichte der  Mathematik  beschäftige,  mir  die  Frage  noch  nicht  einfiel,  von 
wo  die  Attsziehung  der  Cubikwurzel  sich  herschreibe.  Erst  das  obige  iit- 
veni  des  Leonardo  machte  mich  aufmerksam,  dass  hier  eine,  freilich  all* 
gemeine  Lücke  der  historischen  Kenntnisse  existirt,  welche  vielleicht  zu- 
gleich auch  ausgefüllt  ist.  In  der  That  ist  Leonardo  so  gewissenhafrin 
seinen  Citaten,  er  schreibt  sich  so  selten  eine  Erfindung  zu,  dass,  wo  er 
es  thnt,  wir  ihm  sicherlich  Glauben  beilegen  müssen.  Es  ist  mir  daher  kein 
Zweifel,  dass  Leonardo  von  Pisa  die  Aüsziehung  der  Cubikwurzel 
selbstständig  ersonnen  hat.  Möglich  bliebe  dann  immer  noch ,  dass  auch 
bei  anderen  Schriftstellern  eben  so  selbstständig  dieselbe  Methode  aufträte. 
Vorläufig  scheint  mir  aber  auch  dieses  sehr  unwahrscheinlich.  Wenigstens 
finde  ich  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  von  keinem  früheren  Schrift- 
steller angeführt,  und  von  späteren  Schriftstellern  zuerst  in  dem  Algoris- 
mus  des  1256  verstorbenen  Johannes  von  Sacrobosco,  der  also  aus 
Leonardo's  Schriften  geschöpft  haben  kann.  Genaueres  kann  ich  freilich 
nicht  angeben ,  da  ich  die  arabischen  Quellen  nicht  kenne ,  aus  welchen 
Johann  von  Sacrobosco  zum  Theil  wenigstens  seine  Kenntnisse  ge- 
zogen haben  mag.  Mir  ist  nur  seine  eigene  Abhandlung  zugänglich ,  wel- 
che Hai i well  in' seine  Sammlung:  Rara  MaihemaUca.  London  1839.  8^,  von 
S.  1 — 2d  unter  dem  Titel :  Joannis  de  Sacro-Bosco  tractaius  de  arte  numerandi^ 
aufgenommen  hat,  und  in  welcher  das  11.  Capitel  (S.  24  bis  zum  Schlüsse) 
Extractio  radicum  in  cubicis  heisst.  So  viel  ist  sicher,  dass  andere  Algo- 
rithmiker,  welche  den  Arabern  näher  standen,  wie  z.B.  Johann  von 
Sevilla,  die  Cubikwnrzelausziehung  nicht  kennen,  nnd  dass  diese  Rech- 
nungsoperation  eben  so  wyig  bei  den  Griechen  vorkommt,  welche  doch 
seit  dem  vierten  Jahrhundert  n.  Chr.  G.,  wenn  nicht  schon  früher,  die 
Qnadratwurzelausziehung  an  Zahlen  übten ,  die  Cubikwurzel  jedoch  immer 
nur  geometrisch  construirten.  Ich  brauche  ^nämlich  wohl  kaum  zu  erinnern, 
dass  das  sogenannte  delische  Problem  der  Würfelverdoppelang  darauf  hin- 
auslief. 
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S.  164  finde  ich  neben  anderen  stereometriscben  Sätzen  aach  den  Satz, 
den  man  als  einen  der  Fandamentalsätze  der  ganzen  analytischen  Geo- 
metrie des  Banmes  zu  betrachten  hat,  dass  nämlich  das  Qnadrat  der  Dia- 
gonale eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate dreier  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  sein  müsse« 

S.  202  figg.  das  Capitel  von  den  Höhenmessnngen  ist  etwas  stiefmütter- 
lich bedacht.  Allenfalls  wäre  daraus  S.  204  die  Beschreibung  des  Quadran- 
ten hervorzuheben,  welches  man  auch  Horoakop  zu  nennen  pflege,  und 
mit  welchem  pulcre  et  subtilUer  et  facüe  altitudines  meHuntur, 

S.  207 — 216  stehen  die  Sätze,  welche  Leonardo  als  geometrische 
Snbtilitäten  bezeichnet,  und  welche  sich  sämmtlich  auf  die  Aufgaben  be- 
ziehen ,  aus  der  Länge  des  Kreisdurchmessers  die  Länge  des  ein  -  und  um- 
schriebenen Fünfecks  und  Zehnecks  zu  finden  und  umgekehrt. 

Einigermassen  unklar  ist  es ,  wie  darauf  plötzlich  S.  217  die  Aufgabe 
sich  anschliesst ,  eine  Quadratzahl  zu  finden ,  welche  mit  5  yergrössert  wie- 
der eine  Quadrätzahl  gebe.  Leonardo  zeigt,  dass  dieses  Problem  ein 
unbestimmtes  ist ,  welches  unendlich  viele  Auflösungen  zulässt.  Denn  setzt 
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man  a;*  +  5  =  (a;  -|-  y)*,  so  folgt  x  = —  ,  wo  y  einen  ganz  beliebigen 
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Werth  haben  darf.  Diese  Aufgabe  scheint  mir  historisch  noch  von  ganz 
besonderer  Wichtigkeit  zu  Bein.  Ich  sagte  bereits  oben ,  dass  Meister  Do- 
minions unseren  Leonardo  am  Kaiserhofe  vorstellte.  Das  Datum  die- 
ser  Vorstellung  ist  durch  Prinz  Boncompagni  etwa  auf  das  Jahr  1225 
bestimmt  worden  nach  Wahrscheinliehkeitsgründen,  welche  auf  dem  Da- 
tum späterer  Arbeiten  beruhen;  ich  glaube,  man  kann  mit  Bezug  auf  die 
erst  erwähnte  Aufgabe  diese  Hypothese  so  weit  bestätigen,  dass  man  be- 
haupten kann,  die  Vorstellung  habe  nach  dem  Jahre  1220  stattgefunden. 
Mit  jener  Audienz  war  nämlich  eine  Art  öffentlicher  Disputation,  oder  sage 
ich  lieber  ein  mathematischer  Wettkampf  verbunden,  an  welchem  sich  ein 
gewisser  Johann  von  Palermo  betheiligte,  welcher  zwar,  soviel  ich 
sehe,  nirgends  weiter  genannt  wird,  welcher  aber  kein  unbedeutender 
Mann  gewesen  sein  kann ,  wenn  ein  Rückschluss  erlaubt  ist  au«  den  Auf- 
gaben, die  er  dem  Leonardo  zur  Lösung  vorlegte.  Die  erste  derselben 
•bestand  nämlich  darin ,  eine  Quadrätzahl  zu  finden ,  welche  noch  Quadrät- 
zahl bleibe ,  wenn  man  sie  um  5  vermehre  und  vermindere.  Ich  frage  nun, 
ob  es  wohl  denkbar  ist,  dass  Leonardo,  nachdem  er  diese  Aufgaben 
weit  coroplicirterer  Natur  gelöst  hatte,  auf  die  einfacheren  in  der  prak- 
tischen Geometrie  nochmals  zurückgekommei^wäre ;  ob  es  nicht  vielmehr 
geradezu  umgekehrt  gewesen  sein  muss:  Leonardo  hatte  den  einfachen 
Fall  veröffentlicht,  Johann  von  Palermo  knüpfte  daran  eine  schwie- 
rigere Frage,  welcher  zum  Theil  dieselben  Zahlenangaben,  hier  die  Zahl 
5,  zu  Grunde  liegen.  Und  wenn  man  diese  meine  Annahme  gerecht  findet, 
woran  ich  nicht  zweifle,  und  wobei  mir  nur  auffällt,  dass  dieser  Zusammen  • 
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hang  bisher  nnbemerkt  blieb,  daan  wird  man  auch  vielleicht  die  zweite 
Aufgabe  des  Johann  von  Palermo,  welche  auf  eine  cnbische  Glei- • 
chnng  führte ,  in  Verbindang  setzen  mit  den  Untersachungen  über  Cnbik- 
wnrzeln,  welche  Leonardo  anch  schon  weiter  geführt  hatte,  als  seine 
Zeitgenossen. 

Als  diese  Disputation  zum  grössten  Ruhme  Leonardo^s  beendigt 
war ,  drang  man  von  allen  Seiten  in  ihn ,  die  Methoden  zu  veröffentlichen, 
nach  welchen  er  bei  Auflösung  jener  so  schwierigen  Aufgaben  verfahren 
sei.  Er  genügte  denn  auch  diesem  Wunsche  in  drei  Abhandlungen,  wel- 
che seit  1225  erschienen,  und  auf  welche  man  sich  beruft,  wenn  man  die 
Vorstellung  am  Kaiserhofe  in  oder  kurz  vor  das  Jahr  1225  setzt.  Diese 
drei  Abhandlungen  bilden  den  Schluss  des  uns  vorliegenden  Bandes.  Ich 
glaube  indessen  mit  Stillschweigen  über  dieselben  hinweggehen  zu  dürfen, 
da  es  dieselben  Abhandlungen  sind,  welche  in  zwei  Ausgaben  (Florenz 
1854  und  ebenda  1856)  als  Opuscoli  di  Leonardo  Pisano  erschienen,  und  von 
Terquem,  dem  leider  verstorbenen  gelehrten  Herausgeber  der  iVoure//^^ 
annüUs  de  mathematiques  ^  im  XV.  Bande  seiner  Zeitschrift  einer  eben  so 
gründlichen  als  interessanten  Besprechung  unterworfen  wurden ,  der  kaum 
etwas  hinzuzusetzen  wäre.  Ich  schliesse  daher  hiermit  diese  Anzeige ,  und 
hoffe,  dass  die  Keime  neupr  Untersuchungen,  die  ich  selbst  in  ihr  auszu- 
säen mir  erlaubte ,.  auf  günstigen  Boden  fallen  und  weiter  gepflegt  werden 
mögen.  Nur  durch  Zusammenwirken  und  freundnachbarliche  Hilfe  aller 
Forscher,  welcher  Nation  sie  anch  angehören,  lässt  sich  ja  ein  wahrer 
Fortschritt  in  der  Wissenschaft  erzielen.  Freuen  wir  uns,  dass  die  leidige 
Politik  mit  ihren  Gehässigkeiten  es  nicht  vermocht  hat,  auf  diesem  Gebiete 
sich  heimisch  zu  machen.  '  Cantob. 


Sie  Arohimediflohe  Spirale  mit  Rücksicht  auf  ihre  Geschichte.  Von  Fb. 
X.  Lehmann.  Beilage  zu  dem  Freiburger  Lycenms  -  Programme 
von  1862. 
Das  mir  vorliegende  kleine  Schriftchen  ist  eine  reeht  fleissig  gearbei- 
tete Zusammenstellung  der  hauptsächlichen  Arbeiten ,  welche  über  die  so- 
genannte archimedische  Spirale  erschienen  sind;  Der  Verfasser  hat  nicht 
mit  Unrecht  seine  Abhandlung  in  zwei  Theile  gesondert,  deren  erster  sich 
mit  der  Geschichte  der  archimedischen  Spirale  vor  der  Aufstellung  der  In« 
finitesimalrechnung  beschäftigt,  während  der  zweite  Theil  diejenigen  Eigen* 
Schäften  derselben  Curve  betrachtet,  welche  man  seit  der  Erfindung  des 
Infinitesimalcalcüls  noch  weiter  kennen  lernte.  Der  erste  Theil  besteht 
darnach  ans  vier  Capiteln :  Archimedes ,  Pappus ,  Wallis ,  BuUialdus.  Der 
zweite  Theil  dagegen,  und  darin  finde  ich  eine  kleine  Schwäche  des  Schrift- 
chens, ist  nicht  nach  den  Schriftstellern  geordnet,  welche  die  Analysis  des 
Unendlichen  auf  die  archimedische  Spirale  anwandten ,  sondern  nach  den 
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Eigenschaften ,  welche  bewiesen  wnrdes.  So  erscheinen  hier  die  Capitel : 
Gleichung,  Subtangente,  Tangente,  Sabnormale,  Normale,  KrUmmangs« 
halbmesser,  Evolute  ^  Fnsspunktlinie ,  Rectification ,  Quadratur  9  endlich 
Spirale  und  Parabel.  Damit  ist  die  Symmetrie  beider  Theile  in  unange- 
nehmer Weise  gestört.  Entweder  musste  nach  meiner  Ansicht  auch  der 
zweite  Thoil  eine  historische  Keihenfolge  einhalten;  oder,  wenn  dem  sich 
allzugrosse  Schwierigkeiten  widersetzten  —  wie  ich  gern  zugeben  will» 
dass  die  Aufgabe  dadurch  eine  weit  mühsamere  geworden  wäre  und  höchst 
wahrscheinlich  nicht  in  dem  Zeiträume  hütte  bewältigt  werden  können,  der 
in  der  Regel  dem  Verfasser  eines  Lyceatprogramms  zu  Gebote  steht  — ,  eo 
musste  der  erste  Theil  nochmals  umgearbeitet  und  in  den  zweiten  Theil 
eingeschoben  werden ,  was ,  wie  ich  glaube ,  nicht  Tiel  weitere  Arbeit  ge- 
kostet hätte.  Im  Ganzen  übrigens  wiederhole  ich,  dass  der  Gegenstand 
ziemlich  erschöpfend  behandelt  ist,  und  dass  die  Literatur  reichlich  ge- 
braucht ist.  Ich  will  nur  eine 'kleine  Dissertation  noch  gelegentlich  an- 
führen ,  welche  kaum  irgend  einem  Mathematiker  bekannt  ist  und  welche 
gleichfalls  mit  Spirallinien  (nicht  blos  mit  der  archimedischen  Spirale)  sich 
beschäftigt.  Ich  meine  C.J.Küchenmeister,  De lineis spiralibus.  Braun- 
schweig 1833.  Man  möge  diese  Notiz  einem  Schüler  zu  Gute  halten ,  der 
sich  des  Lehrers  erinnert,  welcher  ihn  zuerst  in  die  Elemente  der  Mathe- 
matik einführte.  *  GAMTon. 


Elemente  der  Termeiiungskiinde.  Von  Dr.  C.  M.  Baübrhfeiiid  ,  Baurath 
und  Professor  zu  München.  Zweite  Auflage.  München ,  literar.- 
artistische  Anstalt  der  Cotta'schen  Buchhandlung.   1802. 

Die  erste  Auflage  dieses  vorzüglichen  Werkes  hat  in  der  Literatur- 
Zeitung  bereits  die  wohlverdiente  Anerkennung  gefunden ,  und  es  ist  daher 
nur  übrig,  die  Veränderungen  hervorzuheben,  wodurch  sich  die  zweite 
Auflage  von  der  ersten  unterscheidet.  Die  beste  Auskunft  hierüber  giebt 
der  Verfasser  selber,  wenn  er  in  der  Vorrede  sagt: 

„In  der  neuen  Auflage  ist  die  Instrumentenlehre  um  zehn  Paragra- 
phen und  dreissig  Abbildungen  vermehrt,  die  Theorie  der  Messungen  aber 
theilweise  abgekürzt  und  umgearbeitet.  Die  Kürzungen  betreffen  nament« 
lieh  die  Kapitel  von  der  Messung  der  Linien  und  den  fehlerseigenden 
Dreiecken,  welche  mir  bei  wiederholter  Durchsicht  noch  etwas  zu  aus- 
führlich erschienen,  obgleich  ich  schon  bei  der  ersten  Bearbeitung  alle 
theoretischen  Sätze  wegliess ,  welche  keine  Beziehung  zur  Praxis  haben« 
Eine  gänzliche  Umarbeitung  erfuhr  die  Lehre  vom  barometrisehen  Höhen- 
messen, nachdem  ich  in  der  Zwischenzeit  über  diesen  Gegenstand  om- 
faflsende  Beobachtungen  und  Untersuchungen  angestellt  hatte,  welche 
nicht  unwichtige  theoretische  und  praktische  Ergebnisse  lieferten  und 
auch  zu  neuen  hypsometrischen  Tafeln  führten,  die  im  Anhange  enthalten 
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«ui4«  I>ie  meisten  Kapitel  liess  ich  unTerändert,  insbegondere  jenes  voa 
den  Grabemaeasnngen ,  über  welebes  sieh  zwei  öffentliche  Stimmen  inso- 
fern widersprachen,  als  eine  behauptete,  dasselbe  sei  zu  lang,  und  eine 
andere,  es  sei  au  kurz.  In  diesem  Widerspruche  fand  ich  einerseits  den 
Beweis,  dass  ich  gerade  den  für  ein  Lehrbuch  passenden  Mittelweg  ge- 
troffen habe,  and  andererseits  die  Aufforderung ,  jenem  Wege  auch  ferner 
zu  folgen,  mit  offenen  Augen  fttr  das  Neue,  das  er  bietet. 

Dieser  Aufforderung  leistete  ich  sofort  Gentige ,  indem  ich  in  die  In- 
strvmeitlenlebre  alle  brauchbaren  neuen  Erfindungen,  welche  unterdessen 
gemacht  wurden,  aufnahm.  Der  Markscheide  -  Apparat  ist  hierdurch  so 
vervollständigt  worden,  als  es  die  Lehre  von  den  damit  auszuführenden 
Arbeiten  schon  vorher  war.  Man  bedarf  jedoch,  wie  ich  bereits  in  der 
Vorrede  zur  ersten  Auflage  angeführt  habe,  die  ganze  Markscheidekunde 
nicht  in  der  kleinen  Zahl  von  BIftttem  suchen,  welche  die  Ueberschrift 
„Grubenmessungen''  führen,  sondern  muss  bedenken,  dass  jene  wesent- 
lichen Theilo  der  bergmännischen  Messkunst,  welche  mit  den  gleichnami- 
gen geodätischen  übereinstimmen,  bereits  in  der  Instrumentenlehre  und  in 
den  Abschnitten  von  den  Horizontal-  und  Verticalmessnngen  enthalten 
sind.  Li  dem  von  den  Grubenmessungen  handelnden  Abschnitte  ist  wesent- 
lich nur  das  vorgetragen,  was  man  die  „alte  Markscheidekunst''  zu  nennen 
beliebt,  und  was  sich  bis  auf  Weiteres  weder  ans  dem  Gebiete  der  Mess- 
kunde hinausweisen ,  noch  gut  mit  der  Geodäsie  vereinigen  lässt. 

Diejenigen  praktischen  Geometer,  welche  der  Meinung  sind,  dass  der 
Messtisch  und  die  Kippregel  einer  unwissenschaftlichen  Vergangenheit 
angehören ,  werden  diese  Auflage  vielleicht  deshalb  tadeln ,  weil  ich  in  ihr 
neben  dem  älteren  Beichenbach'schen  Menselapparate  auch  den  neuen 
dargestellt  habe,  welchen  ich  voriges  Jahr  in  dem  hiesigen  ErteFschen 
mechanischen  Institute  für  meinen  Gebrauch  anfertigen  liess.  Dieselben 
mögen  aber  bedenken,  dass  dieser  Apparat  gegenwärtig  durch  die  Be- 
.  mühungen  mehrerer  Ingenieure  und  Mechaniker  dem  Theodolithen  ziem- 
lich nahe  gebracht  und  deshalb  zu  Aufnahmen  von  geringer  Genauigkeit 
geeigneter  ist,  als  jede  andere  Vorrichtung,  welche  die  Abbildung  des 
Gemessenen  nicht  unmittelbar  zulässt.  Diese  Aufnahmen  sind  sehr  be- 
quem und  schnell  zu  machen,  wenn  das  Fernrohr  der  Kippregel  zum 
Distanzmessen  eingerichtet  ist;  eine  Einrichtung,  welche  man  auffallender 
Weise  viel  weniger  verbreitet  findet,  als  sie  verdient.  Um  jedoch  nicht 
missverstanden  zu  werden,  bemerke  ich  ausdrücklich,  dass  ich  für  genaue 
Messungen,  und  selbst  schon  für  die  Aufnahme  des  Details  der  Kataster- 
pläne, die  Dreiecks-  und  Coordinatenmethode  jeder  anderen  vorziehe,  wie 
ich  dieses  auch  bereits  in  der  ersten  Auflage  deutlich  ausgesprochen  und 
durch  umständliche  Behandlung  jener  Methode  thatsächlich  bewiesen 
habe." 

Durch  ein  von  Prof.  Döhlemann  ausgeführtes  alphabetisches  Sach- 
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register  ist  das  Nachschlagen  sehr  erleichtert  worden ,  was  bei  einem  so 
umfänglichen  und  ausserordentlich  yerschieden artiges  Material  enthalten- 
dem Werke  als  eine  schfttzenswerthe  Zugabe  anerkannt  werden  muss. 

Papier ,  Druck  und  Holzschnitte  sind  vortrefflich  und  beweisen ,  dass 
die  Verlagshandlung  bemüht  gewesen  ist,  in  ihren  Leistungen  nicht  hinter 
denen  des  Verfassers  zurückstehen  zu  wollen.  Schlömilch. 


Heber  die  Entwiokelnng  einer  Fnnetion  mit  imaginftrem  ArgnBmt  Baeh 
den  Kngelflinctionen  erster  und  zweiter  Art.    Von  C.  Nbukarh. 
Halle,  Schmidt.   1862. 
Bekanntlich  hat  zuerst  Cauchy  den  Maclaurin^schen  Satz  auf  oom- 
plexe  Variabele  ausgedehnt,  indem  er  von  der  Formel 

2n 

oder 

ausging ,  die  Reihenentwickelung 

:^.=i['  +  ^(?)V-] 

mod  z  <  mod  z^ 
anwendete  und  die  einzelnen  Keihenglieder  integrirte.*)     Aus  derselben 
Integralformel  kann  man  auch  andere  Reihen  für  f(zi^  herleiten ,  sobald  es 

gelingt,  den  Bruch auf  andere  Weise  zu  entwickeln.    Hierzu  bietet 

z  —  z, 

ein  von  Prof.  Heine  gefundener  Satz  Gelegenheit;  es  ist  n Amiich 

Z  —  Z| 

worin  P<*)(«)  und  Q^**^{z)  die  Kugelfun ctionen  erster  und  zweiter  Art  be- 
zeichnen. Den  hiermit  genügend  angedeuteten  Grundgedanken  führt  der 
Verfasser  mit  gewohnter  Meisterschaft  aus  und  gelangt  dadurch  zu  mehre- 
ren bemerkenswerthen  Theoremen.  SchlSmilch. 


Onmdlehren  der  ZaUentheorie.    Von  Dr.  Gustav  Skrivan  ,  Director  der 
öffentlichen   Oberrealschule    auf  dem   Bauernmärkte   in   Wien. 
Wien,  Braumüller.  18C2. 
Wenn  Ref.  nicht  irrt,  ist  die  vorliegende  Schrift  die  erste,  welche  von 


*)  Verc^l.  den  Aufsatz  „lieber  Functionen  complexer  Grössen ,  von  Dr.  Hoch.' 
Jahrg.  VII  dieser  Zeitschr.  S.  24  und  25. 
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einem  österreichischen  Gelehrten  über  die  Zahlentheorie  verfasst  wurde, 
und  sie  yerdtent  schon  deshalb  einige  Aufmerksamkeit.  Der  Vorrede  zu- 
folge will  der  Verfasser  sein  Werk  nur  als  Schulbuch  betrachtet  wissen 
und  er  hat  deshalb  Alles  ausgeschlossen,  was  nicht  elementarer  Natur  ist. 
Dem  entspricht  folgender  Inhalt:  A.  Die  Congruenz  der  Zahlen,  B.  All- 
gemeine Sätze  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  (Theoreme  von  Fermat, 
Gauss  u.  8.  w.) ,  C.  AllgeiAeifie  Sätze  übet  Potenzreste  ( insbesondere  qua- 
dratische Reste,  primitive  Wurzeln  etc.),  D,  Die  verschiedenen  Zahlen- 
systeme und  die  Theilbarkeit  bestimmter  ganzer  Zahlen ,  E,  Die  unbe- 
stimnjten  Gleichungen  ersten  Grades,  F,  Speciellere  Untersuchung  Über 
quadratische  Keste  und  Nichtreste  ( Reciprocitätsgesetz ) ,  G.  Zur  Theorie 
der  Kettenbrüche,  ff,  Auflösung  der  Congruenzen  zweiten  Grades,  L  Die 
linearen  Zahlenformen  der  Stammfactoren  von  a;'  +  l>,  IC.  Ueber  quadrai» 
tische  Zahlen  formen.  —  Die  Darstellung  ist  deutlich  und  präcis,  nui:  dürfte 
Bichtösterreichischen  Lesern  die  k.  k.  Orthographie  (Sistem,  Fisik  u.  s.  w«) 
anfangs  etwas  störend  auffallen.  Im  Uebrigen  sei  das  fleissig  gearbeitete, 
auch  änsserlich  nett  erscheinende  Büchlein  den  Schulmännern  und  Studi- 
renden  bestens  empfohlen.  Scblömilch. 
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Recensionen. 

Caialogo  di  Manoscritii  ora  posseduti  da  D.  Baldassare  Boncompagtn 
compilato  da  Ekrigo  Narducci.  Roma  1862.  8. 
Es  ist  eigentlich  eine  schwierige  Aufgabe  für  einen  Referenten ,  ein 
Urtheil  über  einen  Katalog  abzugeben,  ohne  die  Sammlang  zn  kennen,  zu 
welcher  er  gehört.  Nur  diese  doppelte  Kenntniss  macht  es  ihm  möglich, 
sich  darüber  auszusprechen ,  ob  die  einzelnen  Stücke  der  Sammlung  richtig 
bezeichnet  und  insbesondere,  ob  sie  richtig  gewürdigt  sind ,  ob  nicht,  um 
die  Sprache  moderner  Reisehandbücher  zu  gebrauchen,  ziemlich  Unbedeu- 
tendes mit  einem  oder  gar  mit  zwei  Sternchen  hervorgehoben  ist ,  während 
wahrhaft  Wichtiges  unerörtert  blieb,  wenigstens  nicht  an  hervorragender 
Stelle  genannt  wurde.  In  dieser  Lage  beünde  ich  mich  dem  meiner  Be- 
sprechung unterworfenen  Kataloge  gegenüber ,  und  ich  kann  daher  nichts 
Weiteres  thun ,  als  im  Allgemeinen  über  den  Inhalt  desselben  einige  Worte 
sagen  und  dann  einige  Manuscripte  daraus  erwähnen ,  die  mir  der  Beschrei- 
bung nach  für  den  Mathematiker  besonderes  Interesse  zu  besitzen  scheinen. 
Der  Inhalt  selbst  erweckt  ein  günstiges  Vorurtheil  für  den  Verfasser ;  denn 
der  Katalog  bezieht  sich  auf  die  Sammlung  von  365  Manuscripten ,  welche 
im  Besitze  des  Prinzen  Boncompagni  in  Rom  sind,  und  der  Name  dieses 
genauen  Kenners  aller  der  Punkte,  die  für  den  Benutzer  eines  Kataloges 
von  Wichtigkeit  sind ,  bürgt  reichlich  dafür,  dass  er  keinen  untauglichen, 
kenntnisslosen  Mann  mit  der  Katalogisirung  seiner  Handschriften  betraut 
haben  wird.  Dieses  günstige  Vorurtheil  wird  aber  durch  die  Darstellungs- 
weise unterstützt ,  indem  man  manche  Manuscripte  zwar  und  mit  den  Wer- 
ken angeführt  sieht,  welche  in  den  Auctionskatalogen  jener  Versteige- 
rungen vorkamen,  auf  welchen  der  gegenwärtige  Eigenthümer  sie  erstand, 
manche  anderen  hingegen  in  neuer  und  offenbar  genauer  Weise  beschrieben 
sind,  so  dass  man  jede  wünschenswerthe  Stelle  derselben  gleich  beim  ersten 
Aufschlagen  vor  sich  haben  muss.  In  einer  Anzeige  dieses  Kataloges, 
welche  in  den  ersten  Tagen  des  Monats  März  in  der  Beilage  der  Augsburger 
allgemeinen  Zeitung  las,  war  die  Beschreibungsart  wenigstens  der  neueren 
Druckschriften ,  welche  mitunter  citirt  sind ,  als  allzupedantisch  genau  und 
ausführlich  einigermassen  getadelt.     Ich  kann  mich  diesem  Vorwurfe ,  so 
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leise  er  sicherlich  gemeint  war,  nicht  anschliessen;  denn  was  uns  heute 
pedantisch  vorkommt,  ist  in  handert  Jahren  nur  noch  bequem,  in  zwei- 
hundert Jahren  Bedürfniss.  Wie  viel  gäben  die  Historiker  nicht  darum, 
wenn  die  guten  Alten  dieselbe  Pedanterie  geübt  hätten ! 

Die  Manuscripte,  welche  in  alphabetischer  Reihenfolge  mit  Ordnungs- 
nummern versehen  sind,  beziehen  sich  zum  weitaus  grössten  Theil  auf 
Mathematik  und  deren  Geschichte,  und  sollte  man  noch  eine  bestimmtere 
Disciplin  hervorheben,  so  möchte  ich  sagen,  sei  die  Arithmetik  vor  der 
Geometrie  bevorzugt.  Ich  will  meinem  Versprechen  nach  einige  Manuscripte 
nennen ,  wobei  ich  die  Rangfolge  der  Numeriruog  innehalte. 

No.  14  ist  als  Arithmetik  eines  Anonymus  bezeichnet.  Die  Beschrei- 
bung lässt  es  aber  ausser  Zweifel,  dass  man  es  hier  mit  einer  italienischen 
Uebersetzung  zu  thun  hat,  welche  im  15.  Jahrhundert  (vielleicht  1463)  ver- 
fasst  wurde.  Man  sieht  daraus,  wie  sehr  damals  das  Studium  dieses  Schrift- 
stellers in  Italien  verbreitet  war,  was  allerdings  mit  derselben  Bestimmt- 
heit auch  aus  den  Werken  des  Lucas  Paccioli  zu  entnehmen  ist. 

No.  19  (gleichfalls  Arithmetik  eines  Anonymus)  aus  dem  15.  Jahrhun- 
dert enthält  die  Worte  regula  del  3.  Kommt  der  Name  Regeldetri  wohl 
schon  früher  vor? 

No.  21  giebt  mir  gleichfalls  zu  einer  Frage  Veranlassung.  Es  ist 
nämlich  eine  deutsch  geschriebene  Arithmetik  aus  dem  15.  Jahrhundert, 
welche  anfängt:  „Ic(?)  hebt  sich  an  der  algorismus.**  Offenbar  ist  dieses 
Verfahren  eines  der  ältesten  in  deutscher  Sprache  verfassten ,  aber  giebt 
es  überhaupt  ältere  deutsche  Rechenbücher,  als  aus  der  zweiten  Hälfte  des 
15.  Jahrhunderts? 

No.  153  flg.  Baldi  (Bernardino)  De  le  vile  de^  mathemalici  zwei  anto- 
graphirte  Bände  eines  noch  unedirten  Werkes  vom  Ende  des  16.  Jahrhun- 
derts. Die  Schriften  dieses  Verfassers ,  welcher  Abt  von  Guastalla  war, 
haben  das  Schicksal,  Spätgeburten  zu  sein.  Auch  seine  Cronica  de  maihe- 
matici  erschien  erst  1707  in  Urbino  bei  Angelo  Monticelli  mehr  als 
100  Jahre  nach  dem  Tode  des  Verfassers.  Der  Herausgeber  dieses  Druckes 
sagt,  Baldi  habe  beabsichtigt,  die  Lebensbeschreibungen  der  bedeutend- 
sten Mathematiker  zu  bearbeiten.  Dieselben  hätten  zwei  Bände  bilden 
sollen ,  deren  erster  bis  zu  Christi  Geburt,  der  zweite  von  Boethius  bis  auf 
die  neueste  Zeit  gehen  sollte.  In  der  Voraussicht  dieses  Unternehmen 
nicht  zu  Ende  zu  führen  habe  Baldi  wenigstens  diese  Chronik,  gleichsam 
ein  Register  des  späteren  grossen  Werkes,  zusammengestellt.  In  der  That 
habe  auch  Baldi  das  Hauptwort  unvollendet  hinterlassen,  wiewohl  er  12 
Jahre  unermtidete  Arbeit  darauf  verwandte.  Indessen  sei  auch  so  schon 
dessen  Inhalt  ein  sehr  reicher,  und  wenn  diese  Chronik  den  Anklang  beim 
Publicum  finde,  welche  sie  als  der  erste  derartige  Versuch  verdiene,  so  sei 
er,  der  Drucker,  bereit,  auch  die  zwei  Bände  Biographien,  soweit  sie  vor- 
handen, herauszugeben.     Es  scheint  fast,  als  habe  die  Betheiligung  des 
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Publikums  den  Wünschen  des  Druckers  nicht  entsprochen,  wenigstens 
wüsste  ich  nicht,  dass  die  Biographien  wirklich  im  Drucke  erschienen 
wären,  und  auch  unser  Katalog  nennt  die  Handschrift  derselben,  von 
welcher  ich  hier  spreche,  ein  noch  nicht  herausgegebenes  Werk  (Vorrede 
8.  XXI).  Dass  man  sich  seiner  Zeit  um  die  Chronik  nicht  gerade  gerissen, 
ist  leicht  erklärlich,  indem  damals  seit  60  Jahren  schon  die  Schrift  des 
Vossius,  De  universae  mathesios  (sie /)  natura  et  consliiulione  (Amsterdam  1650 
mit  dem  Motto:  Diutius  si  immorery  vereor,  ne  videar  immori  velle)  in  den 
HHnden  aller  Gelehrten  war,  und  eine  so  nothdürftige  Aufzählung  über- 
flüssig machte,  welcher  auch  noch  das  Verdienst,  der  erste  zu  sein,  abging, 
welches  der  Drucker  ihr  Vossius  zum  Nachtheil  beilegen  wollte.  Nichts 
desto  weniger  kann  man  erwarten,  dass  das  Hauptwerk  manches  Interessante 
erhalten  müsse,  dessen  Kenntniss  auch  noch  hente  wünschenswerth  wäre. 
Ob  eine  vollständige  Herausgabe  dem  Drucker  heute  eher  den  Ersatz  seiner 
Kosten  sichern  würde,  als  vor  J50  Jahren,  scheint  freilich  problematisch; 
überaus  verdienstlich  wäre  es  aber  sicherlich,  wenn  der  jetzige  Eigenthümer 
der  Handschrift  oder  ein  anderer  gewiegter  Historiker  an  Ort  und  Stelle 
das  Manuscript  einer  Durchsicht  unterwerfen  wollte ,  die  der  Eigenthümer 
sicherlich  gestatten  würde,  und  uns  Aaszüge  in  irgend  einer  Zeitschrift 
mittheilen  wollte ,  so  weit  sie  neue  Daten  enthalten.  Einige  Biographien, 
welche  den  Referenten  besonders  interessiren  würden,  wären  Pythago ras 
(63  Seiten!),  Archytas  (17  Seiten),  Vitruvius  (16  Seiten),  Michael 
Scotus,  der  Freund  des  Leonardo  von  Pisa,  Henricus  Hassianus,  der 
Mathematiker  und  Theolog,  welcher  am  Ende  des  14.  Jahrhunderts  die 
mathematischen  Studien  in  Deutschland  einbürgerte  (vergl.  diese  Zeitschrift 
n,  862),  Lucas  Paccioli  und  andere  Italiener,  wenn  auch  die  drei  Letzt- 
genannten nur  auf  wenigen  Seiten  abgehandelt  sind. 

No.  177  ist  eine  jener  Geometrien  des  Boethius  in  5  Büchern,  wie  sie 
mitunter  handschriftlich  vorkommen.  Ueber  die  Art  des  Stoffes  finde  ich 
Nichts  angegeben,  während  doch  gerade  hier  ein  Gegenstand  vorliegt, 
welcher  die  Neugierde  des  Historikers  reizt.  Grosse  Wichtigkeit  hat 
übrigens  dieses  Manuscript  keinenfalls ,  weil  es  erst  dem  16.  Jahrhundert 
angehört. 

No.  230  ist  der  älteste  Codex  der  Sammlung  au^dem  12.  Jahrhundert. 
Er  enthält  Schriften  über  den  Abacus  von  Gerland,  B  ernelinus  und 
Anderen.  Die  Vorrede  des  B ernelinus  ist  am  Schiasse  des  Kataloges 
S.  170—180  vollständig  abgedruckt  und  beweist  die  Uebereinstimmung  der 
Schrift  mit  einem  Manuscripte ,  welches  H.  C haslos  näher  untersucht  hat; 
wenigstens  finde  ich  hier  die  Angabe  wieder,  dass  die  Lothringer  vor  Allen 
Meister  in  der  Kunst  des  Abacus  seien,  welche  auch  der  Gelehrte  hervor- 
hob (Comp/,  rend.  de  Vacademie  XVI,  1418).  Beiläufig  bemerke  ich,  dass  diese 
Handschrift  aus  der  Naumann'schen  Versteigerung  herrührt  and  dieselbe 
ist,  von  welcher  H.  Friedlein  (Qerbert,  die  Geometrie  des  Boethius 
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und  die  indischen  Ziffern.     Erlangen  1801.    S.  13)  das  Bedauern  aussprach, 
nicht  zu  wissen ,  wohin  sie  gekommen  sei. 

No.  315  aus  dem  15.  Jahrhundert  enthält  neben  astronomischen  Schrif- 
ten von  Georg  Peurbach  auch  einen  Algorithmus,  welche  sich  zum 
Theil  mit  Reihensummirungen  beschäftigen  und  überhaupt  für  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  von  Wichtigkeit  sein  soll. 

No.  332  ist  das  seit  Libri  ziemlich  bekannte  chirurgische  Werk  des 
Guglielmo  da  Saliceto,  in  welchem  das  Wort  Algebra  in  der  Bedeutung  „Ein- 
richtung gebrochener  Gliedmassen '^  also  dem  wörtlich  richtigen  Sinne 
vorkommt. 

No.  347  ist  die  Arithmetik  von  Stephan!,  einem  Zeitgenossen  des 
Lucas  Paccioli ,  mit  dessen  bekannter  ,^Sutnma^*^  die  vorliegende  Schrift  eine 
entschiedene  Familienähnlichkeit  besitze,  aber  keineswegs  ein  blosser  Aus- 
zug derselben  sei.  Auch  andere  Schriftsteller  seien  darin  benutzt,  welche 
uns  spurlos  verloren  gegangen  sind,  und  zu  deren  annähernden  Schätzung 
es  wohl  beitragen  könnte,  wenn  auch  diesem  noch  ungedruckten  Werke 
mindestens  die  Ehre  eines  ausführlichen  Beferates  zu  Theil  würde. 

Diese  Notizen,  welche  das  blosse  Durchlesen  desKataloges  mir  ergab, 
mögen  beweisen,  mit  welcher  Sorgfalt  er  zusammengestellt  ist,  mögen  aber 
noch  mehr  dazu  dienen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  welche  historischen 
Schätze  in  der  beschriebenen  Bibliothek  enthalten  sind ,  die  kein  irgend 
dazu  berufener  Besucher  Roms  näher  einzusehen  unterlassen  wird. 

Cantok. 


Heber  Gitter-  und  Bogenträger  und  llber  die  Festigkeit  der  Gefilsswftnde, 

insbesondere  über  die  Haltbarkeit  der  Dampfkessel  und  die  Ur- 
sachen der  Explosionen.     Zwei  Monographieen  zur  Erweiterung 
der  Biegungs-  und  Festigkeitstheorie,  von  Dr.  Hbbmann-Scheff- 
LBR,  Baurath.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  Braun- 
schweig, Druck  und  Verlag  von  Friedr.  Vieweg  und  Sohn.    1862. 
Die  erste  der  in  der  vorliegenden  Schrift  enthaltenen  beiden  Mono- 
graphieen beschäftigt  sich  mit  der  auf  mathematische  Untersuchung  der 
Festigkeits-  und  Biefungsverhältnisse  belasteter  Träger  gestützten  Beant- 
wortung einer  Reihe  von  Fragen,  welche  auf  die  Gonstruction  der  für  die 
neuere  Eisenbahntechnik  so  wichtigen  eisernen  Brücken  Bezug  haben.  Sie 
zerfällt  in  zwei  Abtheilungen ,  welche  von  der  Festigkeit  der  bogenförmi- 
gen Träger  handeln.     In  der  ersten  dieser  beiden  Abtheilungen  wird  zu- 
nächst die  Vertheilung  der  auf  das  Gitterwerk  wirkenden  Kräfte  nebst  den 
davon  herrührenden  Spannungen  unter  der  Voraussetzung  eines  aus  star- 
rem Material  bestehenden  Trägers,  d.  h.  unabhängig  von  den  eintretenden 
Biegungen   und  Längenveränderungen  untersucht.     Die  Biegungsverhält- 
nisse werden  einer  nachträglichen  Betrachtung  unterworfen,  jdie  sich  eben- 
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sowohl  auf  den  gesammten  Träger  als  auf  die  einzelnen  Gitterstäbe  be- 
zieht. Hieran  knüpft  sich  die  Untersuchung  der  Art  und  Weise,  in  wel- 
cher die  zur  Verbindung  der  einzelnen  Theile  des  Gitterwerkes,  sowie  die 
beiden  Hauptträger  einer  Brücke  dienenden  Stücke  in  Anspruch  genom- 
men werden,,  ferner  eine  Ermittelung  des  Einflusses,  welchen  die  auf  den 
Stützpunkten  stattfindende  Reibung  auf  die  Tragfähigkeit  äussern,  kann. 
Dem  auf  die  Festigkeit  der  bogenförmigen  Träger  bezüglichen  Theile 
schickt  der  Verfasser  eine  in  der  Form  grossentheils  neue  Theorie  der 
Biegung  für  Träger  mit  krummliniger  Längenachse  vorans.  Die  hierbei 
gewonnenen  theoretischen  Resultate  werden  auf  kreisförmige  und  parabo- 
lische Träger  angewendet  und  führen  zum  Schlüsse  auf  Träger  mit  grad- 
liniger Längenachse  zurück.  Die  Festigkeit  einer  der  Zerknickung  unter- 
worfenen Säule,  welche  der  Verfasser  bereits  in  einer  früheren  werthvollen 
Monographie^)  einer  besonderen  Untersuchung  unterworfen  hatte,  er- 
scheint hierbei  in  einer  neuen  Form. 

Von  grosser  Wichtigkeit  zunächst  für  die  Dampfmaschinentechnik  ist 
der  Inhalt  der  zweiten  Abhandlung,  welche  sich  mit  der  Festigkeit  der 
Geflisswände  beschäftigt,  insofern  die  Resultate  der  darin  niedergelegten 
Untersuchungen  im  innigen  Zusammenhange  mit  den  Ursachen  der  leider 
noch  so  häufigen  Danipfkesselexplosionen  stehen.  Der  Verfasser  knüpft 
hierbei  an  die  Erfahrung  an,  dass  solche  Explosionen  vorzugsweise  bei 
Dampfkesseln  vorkommen,  in  denen  sich  innere  Siede-  oder  Flammröhren 
befinden,  welche  den  Druck  von  Aussen  empfangen,  und  dass  in  den  Fällen, 
wo  derartige  Rühren  nicht  vorhanden  sind,  die  Explosion  in  der  Regel  durch 
die  oberen  Kopfplatten  der  Kessel  vor  sich  geht.  In  Zusammenhang  hier- 
mit werden  die  im  Jahre  1859  veröffentlichten  Resultate  der  Versuche  von 
Fairbairn  gebracht,  bei  welchen  Röhren  mit  befestigten  Enden  einem 
allseitigen  äusseren  Drucke  unterworfen  wurden  und  wobei  sich  zeigte, 
dass  nicht  allein  der  Widerstand  solcher  Röhren  gegen  das  Zusammen- 
drücken von  Aussen  viel  geringer  ist,  als  die  Festigkeit  bei  einem  von 
Innen  wirkenden  Drucke,  sondern  dass  auch  die  erfahrungsmässige  Ab- 
hängigkeit dieses  Widerstandes  von  den  Röhrendimensionen  sich  nicht  im 
Einklänge  mit  den  jetzt  allgemein  gültigen  Theorieen  befindet.  Gestützt 
auf  diese  Erfahrungen  unterwirft  der  Verfasser  die  hierbei  in  Frage  kom- 
menden Verhältnisse  einer  neuen  thoretischen  Untersuchung,  in  welcher 
besonders  der  Gedanke  neu  erscheint,  die  an  den  Enden  befestigten  Röhren 
einem  Systeme  von  Ringen  zu  assimiliren,  welche  durch  biegsame  Saiten  nach 
der  Längenrichtung  der  Röhren  an  ihren  Umfangen  zusammengehalten  wer- 
den. Mit  Rücksicht  hieraufnimmt  die  Untersuchung  ihren  Ausgang  von  der 
Betrachtung  gespannter  Saiten,  d.  h.  solcher  prismatischer  Körper,  deren 


*)  Scheffler,  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken.    Brannschweig  1858.     Diese 
Schrift  ist  hesprochen  im  vierten  Jahrgange  dieser  Litcratarzeitung  S.  67. 
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Querdimensionen  im  Vergleich  zn  der  Länge  eine  genügende  Kleinheit  be- 
sitzen, dass  bei  Ermittelung  der  Spannnngsverhältnisse  der  von  transversal 
wirkenden  Kräften  herkommende  Unterschied  in  den  Längenspannungen 
eines  Querschnittes  vernachlässigt  werden  kann.  Hieran  schliesst  sich  die 
entsprechende  Untersuchung  einer  Stange,  bei  welcher  die  Vernachlässig- 
ung nicht  mehr  zulässig  erscheint.  Mit  gleichem  Unterschiede  in  der  Auf- 
fassung werden  nachher  die  gespannte  Membrane  und  die  belastete  Platte 
der  mathematischen  Prüfung  ihrer  Spannungsverhältnisse  unterworfen. 
Die  auf  diese  Grundlagen  gestützte  Theorie  der  Böhrenfestigkeit  unter- 
scheidet sich  von  den  gewöhnlich  zur  Anwendung  kommenden  Theorieen 
hauptsächlich  darin,  dass  die  Wände  nicht  mehr  als  ein  Bündel  starrer 
Längenfibern  auftreten,  welche  unter  der  Wirkung  hydrostatischen  Druckes 
unter  sich  parallel  bleiben,  sondern  dass  auch  die  von  inneren  Drücken 
herkommenden  Ausbauchungen,  sowie  die  durch  äusseren  Druck  bewirkten 
Einbiegungen  einer  Berechnung  unterzogen  werden  können ,  aus  welcher 
mehrfache  nicht  unerhebliche  Gorrectionen  der  bis  jetzt  geltenden  theore- 
tischen Kesultate  hervorgehen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  hierbei 
auch  die  Untersuchung  des  Einflusses,  welchen  Abweichungen  von  der 
Kreisgestalt  in  der  Qnerschnittsform  eines  dem  hydrostatischen  Drucke 
ausgesetzten  Rohres  auf  seine  Widerstandsfähigkeit  ausüben.  Diese  Un- 
tersuchung führt  zu  dem  Ergebnisse ,  dass  durch  die  Unrundheit  die  Halt- 
barkeit eines  Kohres  sowohl  bei  innerem,  als  vornehmlich  bei  äusserem 
Drucke  wesentlich  beeinträchtigt  wird ,  und  dass  bei  Letzterem  eine  ver- 
hältnissmässig  kleine  Abweichung  von  der  Kreisgestalt,  welche  bei  Röhren, 
die  aus  zusammengenieteten  Blechen  bestehen,  kaum  vermeidbar  erscheint, 
hinreichend  ist,  um  dem  Rohre  seine  Widerstandsföhigkeit  gegen  gewöhn- 
liche Pressungen  ganz  zu  benehmen. 

Wenn  nach  der  im  Vorstehenden  enthaltenen  gedrängten  Inhaltsan- 
gabe des  Schefifler'schen  Buches  es  scheinen  könnte ,  als  wenn  sein  Werth 
hauptsächlich  nur  auf  der  Bedeutung  der  darin  gewonnenen  Resultate  für 
die  technische  Anwendung  beruhte ,  so  ist  dem  noch  hinzuzufügen ,  dass  es 
auch  vom  rein  mathematischen  Standpunkte  vorzügliche  Beachtung  ver- 
dient. Die  darin  aufgenommenen  Untersuchungen  behandeln  einige 
schwierigere  Fälle  derjenigen  mathematischen  Theorie,  nach  welcher  die 
Elasticitätsverhältnisse  prismatischer  und  solcher  Körper ,  welche  der  pris- 
matischen Form  assimilirbar  erscheinen ,  von  der  Lagenänderung  der  nor- 
mal zur  Längenachse  gelegten  ebenen  Schnitte  unter  der  Voraussetzung 
abhängig  gemacht  werden ,  dass  die  aus  gleichartigen  Bewegungen  dieser 
Schnitte  hervorgebenden  Molecularspannungen  innerhalb  gewisser  Grenzen 
als  diesen  Lagenändemngen  proportional  angesehen  werde«  können.  Die 
im  vorliegenden  Buche  gelösten  Aufgaben  gehören  zu  denjenigen,  welche 
bei  strenger  Durchführung  dieser  Theorie  zu  schwierigeren  mathemati- 
schen Ausdrücken  hinführen  und  sich  nach  den  gewöhnlichen  Formeln  der 
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Lehrbücher  nicht  erledigen  lassen.  Von  der  Meisterschaft  des  Verfassers 
in  der  Behandlnng  solcher  schwierigeren  Aufgaben,  namentlich  in  der  Ans- 
findigmachung  derjenigen  Näherungsmethoden,  durch  welche  die  Resultate 
einer  strengeren  Theorie,  wenn  sie  in  einer  für  die  praktische  Verwendung 
unbrauchbaren  Form  auftreten, 'innerhalb  der  in  der  Praxis  zulässigen 
Grenzen  umgestaltet  werden  können,  liefern  eine  grosse  Menge  von  Un- 
tersuchungen aus  dem  Gebiete  der  Festigkeitslehre,  welche  derselbe  theils 
in  Artikeln  technischer  Zeitschriften,  theils  in  einigen  Monographieen  nie- 
dergelegt hat,  einen  vollgültigen  Beweis.  Ausser  seiner  yorzüglichen  Ge- 
wandtheit auf  dem  mathematischen  Gebiete  kommt  dem  Verfasser  in  dieser 
Hinsicht  seine  innige  Vertrautheit  mit  den  hierbei  einschlagenden  prakti- 
schen Verhältnissen  wesentlich  zti'  Statten.  Das  gegenwärtige  Buch  liefert 
hierfür  einen  neuen  Beleg ;  der  Keferent  steht  deshalb  nicht  an ,  dasselbe 
den  bedeutenderen  Erscheinungen  der  Literatur  auf  dem  Gebiete  der  ma- 
thematischen Festigkeitstheorie  beizuzählen.  0.  Fort. 


Die  Projection  in  der  Ebene.  Von  Dr.  Hermaj^n  Weissenborn.  Berlin, 
Weidmännische  Buchhandlung. 

Das  vorliegende,  32  Bogen  und  22  Figurentafeln  enthaltende  Werk 
bildet  eigentlich  ein  ziemlich  umfassendes  Lehrbuch  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  (der  Ebene);  dessen  Titel  der  Verfasser  durch  die  Methode 
rechtfertigt,  deren  er  sich  vorzugsweise  bedient  hat.  Während  z.  B.  in  den 
bekannten  „Grundlinien  der  neueren  Geometrie,  von  Dr.  Witzschel",  die 
Möbins^sche  Anschauungsweise  vorwaltet,  folgt  der  Verfasser,  wenigstens 
im  Anfange,  der  Stein  er  ^schen  Auffassung,  die  man  allerdings  als  Pro- 
jection in  der  Ebene  bezeichnen  muss.  Dieses  Princip  wird  aber  vom 
Verfasser  noch  consequenter  als  bei  Steiner  durchgeführt,  wie  sich  na- 
mentlich in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zeigt. 

Die  ganze  Schrift  zerfällt  in  vier  Capitel,  von  denen  zwei  den  gerad- 
linigen Gebilden,  die  beiden  übrigen  den  Kegelschnitten  gewidmet  sind. 
Capitel  L  behandelt  die  „Gebilde  erster  Stufe",  nämlich  die  projectivischen 
Geraden  und  Strahlbüschel,  die  harmonischen  Gebilde,  die  Involution  etc. 
In  Capitel  II.  werden  die  „Gebilde  zweiter  Stufe**  ausführlicher  als  sonst 
gewöhnlich  untersucht,  namentlich  die  projectivischen  ebenen  Figuren,  de- 
ren Collineation,  Affinität,  Aehnlichkeit,  Congrnenz  und  Involution.  Für 
die  allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  (Capitel  III.)  benutzt  der  Ver- 
fasser als  Ausgangspunkt  den  Steiner*schen  Satz,  dass  zwei  schiefliegende 
projectivische  Gerade  (und  ebenso  zwei  schiefliegende  projectivische  Strahl- 
büschel) einen  Kegelschnitt  erzeugen;  jedoch  setzt  der  Verfasser,  um  keine 
stereometrischen  Betrachtungen   einzumischen,   die  Schnitte   des  Kegels 
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nicht  als  bekannt  voraus  und  verwendet  jenen  Satz  gewissermasseti  als 
Definition.  Der  Gedankengang  ist  hiernach  folgender.  Im  Anfang  von 
Capitel  III.  wird  die  naheliegende  Frage  nach  derjenigen  Curve  K  ange- 
regt, welche  von  den  Projectionsstrahlen  zweier  schiefliegenden  projecti vi- 
schen Geraden  berührt  wird ,  sowie  die  analoge  Frage  nach  der  Curve  Ar, 
in  welcher  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen  zweier  schief 
gestellten  Büschel  liegen.  Durch  eine  längere  Discussion  findet  sich,  das« 
K  eine  Curve  zweiter  Classe,  k  eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist,  dass  beide 
Curven  gewisse  harmonische  und  involutorische  Eigenschaften  gemein- 
schaftlich besitzen  und  dass  sie  auf  drei  verschiedene  Formen  ^=«,  H=^h^ 
P=p  zurückkommen.  Mittelst  der  vorigen  Eigenschaften  werden  die 
Gleichungen  dieser  Curven  entwickelt  und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  E^  H 
und  P  die  drei  Curven  zweiten  Grades  oder,  wenn  man  will,  Schnitte  des 
Kegels  sind.  Dieser  Gedankengang  bietet  zwar  den  Vortheil  von  stereo- 
metrischen Betrachtungen  frei  zu  sein ,  aber  (incidit  in  Scyllam  etc.)  er  hat 
auch  die  beiden  Schattenseiten,  dass  die  Betrachtung  etwas  umständlich 
wird  und  schliesslich  noch  zur  Rechnung  nöthigt.  Referent  ist  dagegen 
der  Meinung,  dass  der  Abstand  zwischen  Planimetrie  und  Stereometrie  bei 
Weitem  geringer  ist,  als  der  Abstand  zwischen  reiner  Geometrie  und  Rech- 
nung ,  und  es  hätte  ihm  daher  mehr  zugesagt,  wenn  jede  Rechnung  ver- 
mieden und  die  Identät  von  E,  B^  P  mit  den  Kegelschnitten  durch  eine 
rein  stereometrische  Betrachtung  nachgewiesen  wäre.  Doch  sind  das  eben 
subjective  Ansichten  und  Referent  will  daraus  keinen  Tadel  gegen  den 
Verfasser  herleiten.  Im  letzten  Capitel  werden  noch  einige  specielle  Ei- 
genschaften der  Kegelschnitte  entwickelt,  namentlich  solche,  die  auf  metri- 
sche Relationen  hinausfuhren. 

Das  ganze  auch  typographisch  gut  ausgestattete  Werk  macht  den  Ein- 
druck einer  sehr  fleissigen  und  sorgfältigen  Arbeit;  es  sei  hiermit  den 
Freunden  der  neueren  Geometrie  empfohlen.  Schlömilch. 


Die  Elemente  der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binftren  Formen. 
Ein  Beitrag  zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen  Trans- 
formationen.    Von   Dr.  Wilh.   Fiedleb.     Leipzig,  Verlag  von 
B.  O.  Teubner. 
Unter  neuerer  Geometrie  schlechthin  versteht  man  meistens  eine  rein 
geometrische  Behandlung  der  räumlichen  Gebilde,  wobei  es  mehr  auf  La- 
genverhältnisse als  auf  metrische  Relationen  ankommt;  der  Verfasser  nimmt 
das  Wort  im  gerade  entgegengesetzten  Sinne  und  meint  eigentlich  die 
neuere  analytische  Geometrie,  wie  sie  von  Salmon,  Cayley,  Plücker, 
Hesse  u.  A.  ausgebildet  worden  ist  und  die  gleichfalls,  wenn  auch  von 
ganz  anderer  Seite  her,  auf  projecti visclie  Verhältnisse,  Involution  etc;  zu- 
rückführt.   Wird  nämlich  ein  geometrisches  Gebild  durch  eine  Gleichung 
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zwischen  zwei ,  drei  oder  vier  veränderlichen  Grössen  charakterisirt,  d.  h. 
im  Allgemeinen,  wird  es  auf  irgend  ein  Coordinatensjstem  bezogen,  so  kön- 
nen ans  jener  Gleichung  zweierlei  Arten  neuer  Belationen  hergeleitet  wer- 
den. Diese  sind  nämlich  entweder  so  beschaffen,  dass  sie  nur  bei  der  ge- 
rade angenommenen  Lage  des  Coordinatensystemes  gegen  das  Gebild. be- 
stehen, oder  sie  haben  die  entgegengesetzte  Eigenschaft,  von  dieser  Lage 
unabhängig  zu  sein ;  im  letzteren  Falle  üben  die  algebraischen  Transfor- 
mationen ,  welche  einer  Lagenänderung  des  Coordinatensystemes  entspre- 
chen, keinen  Einfluss  auf  jene  Relationen.  Eine  Methode,  welche  solche 
analytische  Ausdrücke  (Invarianten  und  Covarianten)  finden  lehrt,  die 
durch  Coordinatentransformation  nicht  gestört  werden,  ist  ohne  Zweifel, 
wenn  auch  nicht  ,idas  allgemeine^',  doch  wenigstens  ein  weitgreifendes 
Frincip  zur  Entdeckung  geometrischer  Wahrheiten  auf  rein  analytischem 
Wege.  Jene  Methode  besteht  nun  in  der  sogenannten  Algebra  der  linea- 
ren Transformationen  d.  h.  in  einer  allgemeinen  Theorie  der  Coordinaten- 
umwandlung,  wobei  die  Aufmerksamkeit  vorzugsweise  auf  ungeändert 
bleibende  Functionen  der  Coordinaten  zu  richten  ist.  —  Dieser  Angabe 
des  Principes ,  welches  der  genannten  Schrift  zu  Grunde  liegt ,  möge  eine 
nähere  Bezeichnung  des  Inhaltes  folgen. 

In  Capitel  I.  zeigt  der  Verfasser,  auf  welche  Weise  Punktreihen, 
Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel,  harmonische  Tb  eilung,  Doppelschnittsver- 
hältnisse ,  Involution ,  Brennpunkte  involutorischer  Systeme  etc.  analytisch 
auszudrücken  sind,  wobei  der  Nachweis  der  Invarianten-  und  Covarianten- 
natur  der  auftretenden  Functionen  vorläufig  a  posteriori  gegeben  wird.  Ca- 
pitel  II.  enthält  die  eigentliche  Algebra  der  binären  Formen  als  Grundlage 
für  die  analytische  Theorie  der  geometrischen  Elementargebilde,  welche  in 
die  vier  Hauptabschnitte  zerfällt:  a)  zur  Theorie  der  symmetrischen  Func- 
tionen; b)  über  die  Determinanten  der  Wurzeln  (algebraischer  Gleichun- 
gen) und  die  Functionen  von  Sturm  und  Sylvester;  c)  über  die  Resul- 
tante und  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Gleichungen;  d)  die  In- 
varianten und  Covariantbn  binärer  Formen.  Im  dritten  und  letzten  Capitel 
finden  sich  noch  die  binären  Formen  des  dritten  und  vierten  Grades  nebst 
den  Elementen  der  Theorie  metrischer  Relationen. 

Die  Schrift  hat  das  anzuerkennende  Verdienst,  auf  dem  kleinen  Räume 
von  15  Bogen  einen  bedeutenden  Reichthum  meistens  neuerer  analytischer 
Entwickelungen  (namentlich  viele  Arbeiten  englischer  Mathematiker)  mit- 
zutheilen.  Lesern,  die  mit  der  Determinantentheorie  vertraut  sind,  wird 
dies  um  so  willkommener  sein ,  als  jene  Arbeiten  in  einer  grossen  Menge 
von  einzelnen  Originalabhandlungen  zerstreut  und  nicht  Jedem  zugänglich 
sind.  Die  typographische  Anstattung  ist  von  der  gewöhnlichen  Teubner^- 
schen  Eleganz.  Sculömilch. 
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Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Mit  theilweiser  Benutzung  von  Ja- 
m  i  n  *8  Cours  de  physique  de  Vdcole  polytechnique^  bearbeitet  von  Dr. 
Adolph  Wüllner,  Director  der  Provinzialgewerbachule  zu  Aa- 
chen. Vollständig  in  zwei  Bänden.  Jeder  Band  in  zwei  Abtheil- 
ungen. Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  in  Holz- 
schnitt. Ersten  Bandes  zweite  Abtheilung.  Optik.  (Mit  zwei 
Tafeln  in  lithographischem  Farbendruck.)  Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1863. 
Das  von  mir  am  Ende  der  Kecension  von  der  ersten  Abtheilung  des 
ersten  Bandes  gestellte  Prognostikon  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys,  VII.  Li- 
teratnrztg.  78),  die  physikalische  Literatur  werde  in  Dr.  Wüllner's  Lehr- 
buch einen  recht  gediegenen  Zuwachs  erhalten,  hat  sich  für  mich  bei  der 
zweiten  Abtheilung  ersten  Bandes  vollkommen  bestätigt.  Der  Stoff,  den  die 
Optik  darbietet,  ist  recht  vollständig  und  mit  geschicktem  Gebrauche  der 
Elementarmathematik  bearbeitet  worden.  Es  sind  zwei  Abschnitte,  in  denen 
die  Lehre  vom  Lichte  vorgetragen  wird :  1)  Ausbreitung  und  Wahrnehmung 
des  Lichtes,  enthaltend  geradlinige  Bewegung,  Zurttckwerfung ,  Brech- 
ung, Absorption,  Fluorescenz,  chemische  Wirkung,  Wahrnehmung  des 
Lichtes.  2)  Theoretische  Optik,  enthaltend  Interferenz  und  Beugung,  Po- 
larisation, Doppelbrechung,  Interferenz  des  polarisirten  Lichtes.  Es  sind 
zwar  die  rein  theoretische^  Theile  von  den  übrigen ,  von  Alters  her  be- 
kannten Theilen  dieser  Wissenschaft  getrennt  worden ,  da  aber  bereits  in 
der  ersten  Hälfte  des  ersten  Bandes  ein  Capitel  von  130  Seiten  die  Wellen- 
lehre ausführlich  behandelt,  so  schliessen  sich  die  Erklärungen  nach  der 
Undulationstheorie  ungezwungen  an  jedes  Hauptgesetz  in  dem  älteren 
Theile  der  Optik  an.  Dem  Titel:  Lehrbuch  der  Experimentalphysik, 
welchen  das  Lehrbuch  von  Dr.  Wüllner  trägt,  ist  gehörig  entsprochen 
worden  durch  sorgfältige  Berücksichtigung  der  experimentellen  Bedürf- 
nisse, die  man  beim  Leser  vermuthen  muss;  ich  bemerke  hier  nur  die  Hin- 
weise S.  629  auf  die  experimentelle  Bestätigung  des  Helligkeitsgesetzes, 
die  Winke  zur  Darstellung  eines  reinen  Spectrums  S.  708,  und  zur  objecti- 
ven  Darstellung  der  Beugungserscheinungen  S^  920.  Dass  der  optische 
Theil  des  Lehrbuches  von  Dr.  Wüllner  den  Anforderungen  an  ein  Lehr- 
buch zum  Selbstunterrichte  vollkommen  entspricht,  geht  aus  der  Behand- 
lung einzelner  Lehren  mit  Evidenz  hervor:  die  Gesetze  der  Lichtbrechung 
an  Linsen  sind  theils  mit  Vernachlässigung  der  Dicke ,  theils  mit  Berück- 
sichtigung der  Dicke  nach  Gauss  aufgesucht  worden.  Es  ist  auf  diese 
Weise  der  Weg  gebahnt  worden,  dass  später  die  Theorie  des  Auges  auf 
eingehende  Weise  (nach  Listing)  hat  verfolgt  werden  können.  Auch  die 
rein  theoretischen  Theile  entsprechen  der  Bestimmung  des  Lehrbuches, 
es  ist  z.  B.  die  Erklärung  der  Dispersion  nach  Cauchy  S.  871,  der  New- 
ton^schen  Ringe,  der  Doppelbrechung  von  Krystallen  etc.  etc.  mit  wttn- 
schenswerther  Klarheit  und  Ausführlichkeit  bearbeitet  worden.     Die  auch 
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in  diesem  zweiten  Theile  des  ersten  Bandes  beibehaltene  Einricbtnng,  durch 
Citate  auf  die  Hauptoriginalarbeiten  aufmerksam  zu  machen,  sowie  an- 
dererseits die  elegante  Ausstattung ,  wie  man  sie  von  der  Yei^lagshandlung 
B.  6.  Teubner  nicht  anders  gewöhnt  ist,  tragen  auch  zur  warmen  Empfeh- 
lung der  vorliegenden  Abtheilung  von  Wüllner's  Physik  mit  bei.  Es  ist 
nicht  nur  Papier,  Druck  und  Sauberkeit  der  Holzschnitte,  die  hier  rühmend 
anzuerkennen  sind ,  sondern  es  sind  auch  die  der  Abtheilung  beigegebenen 
zwei  Tafeln  iu  Farbendruck,  darstellend  die  Spectren  der  Alkalien  und  al- 
kalischen Erden  und  B&uguagsspectra  von  Gittern  hervorzuheben. 

Dr.  Kahl. 


ITebetiieht  der  Theorie  der  elliptiiohen  Pnnotionen.  Von  C.  Hermite.  Aus 
dem  Französischen  übertragen  und  mit  einem  Anhange  versehen 
von  Leop.  Natani.     Berlin,  Verlag  von  Wiegandt  &  Hempel. 

Das  Original  der  vorliegenden,  10  Druckbogen  umfassenden  Abhand- 
lung, bildet  einen  Anhang  zur  sechsten  Auflage  des  Tratte  elemeniaire  de 
ealcül  differentiel  et  integral  von  Lacroix;  Separatabdrücke  jenes  Anhan- 
ges scheinen  nicht  zu  existiren,  und  es  ist  daher  in  diesem  Falle^  eine  Ue- 
bersetzung  vollkommen  zu  billigen ,  da  ohne  eine  solche  die  geistreiche 
Arbeit  des  berühmten  Verfassers  wenig  Verbreitung  in  Deutschland  gefun- 
den haben  würde.     Ihr  Inhalt  ist  folgender. 

Zunächst  werden  diejenigen  Eigenschaften  besprochen,  welche  den 
trigonometrischen  und  elliptischen  Functionen  gemeinschaftlich  zukommen, 
namentlich  die  reelle  Periodicität  derselben  und  die  Unbestimmtheit  des 
Productes 

-(■+f)('+f)-('H-i)('-f)(-?)-(— :) 

falls  m  und  n  gleichzeitig  unendlich  wachsen.*)     Für  den  Eintritt  in  das 


*)  Der  vom  Verfasser  auf  8.  11—13  geg^ebene  Beweis  für  die  Gleichung 

""lK'-T)-('-^)('-f)-('-:)i 

worin  m  den  Qrenswerth  des  Verhältnisses  mm  bedeutet,  ist  insofern  ungenau,  als  er 
auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  bei  unendlich  wachsenden  n 


mittelbar  aus  de 

H('-t)1= 


0  0 

werde.     Dies  folgt  aber  nicht  unmittelbar  aus  dem  Satze 
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Gebiet  der  eigentlichen  elliptischen* Functionen  benatzt  der  Verfasser  zwei 
verschiedene  Wege.  Der  erste  ist  derselbe,  dessen  sich  Jacob  t  in  seinen 
Vorlesungen  mehrmals  bedient  hat  und  welcher  von  der  Untersuchung  der 
Functionen 

e{u)  =  A(l—2qcos'^  +  q'^  (l  -  2y»  co^^  + /)  . .  . 

H(u)  =  2Ayqsin^  ^i_2örtcos^  +  q*^  (i—zqUos"^  +  g*)  . . . 

ausgeht.  Die  zweite  Methode  beruht  auf  einem  Satze  Liouville's,  wo- 
nach eine  eindeutige  ganze  Function  nicht  gleichzeitig  zwei  Perioden  ha- 
ben kann;  der  Verfasser  yersucht  demgemäss,  eine  doppelt -periodische 
Function  unter  der  Form  eines  Bruches  darzustellen,  dessen  Zähler  und 
Nenner,  in  Reihen  verwandelt,  gleichfalls  auf  0  und  H  führen.  Die  Reihen 
und  Producte  für  diese  Functionen  werden  nachher  verglichen  und  liefern 
u.  A.  die  nähere  Bestimmung  der  Constanten  A,  Hieran  knüpfen  sich  die 
algebraischen  Beziehungen  und  Differentialgleichungen  zwischen  S  und  H, 
aus  denen  die  bekannten  Differentialgleichungen  der  elliptischen  Functio- 
nen folgen,  wenn  sin  amu^  cos  amu  und  Jamu  als  die  Quotienten 

definirt  werden.  Auf  die  elliptischen  Functionen  zweiter  und  dritter  Gatt- 
ung kommt  der  Verfasser  durch  Betrachtung  des  Integrales 

fF{sin  amsf^  cos  am  x^  /lamx)  dx, 
worin  F  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet.     Für  alle  drei  Arten 
von  Functionen  werden  schliesslich  die  Additionstheoreme  und  die  unend- 
lichen, nach  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  der  Amplitude  fortgehenden 
Reihen  entwickelt 

Sehr  zweckmässig  ist  es,  dass  der  Uebersetzer  einen  Anhang  beige- 
gefügt hat,  worin  mehrere  Punkte  erörtert  werden,  die  der  Verfasser  als 
bekannt  voraussetzt,  obschon  sie  in  dem  Traue  von  L  a  c  r  o  i  x  ebensowenig 
vorkommen,  als  in  den  meisten  Lehrbüchern  der  höheren  Analysis.  Dahin 
gehören :  die  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen ,  die  hieranf  be- 
gründete Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelcn ,  die  Mehrdeutig- 
keit solcher  bestimmten  Integrale,  die  zwischen  complexen  Grenzen  ge- 
nommen sind  und  dergl.  Am  Schlüsse  des  Anhanges  zeigt  der  Uebersetzer 
noch,  wie  Integrale  von  der  Form 


denn  letzterer  gilt  nur  unter  der  Bedingung ,  dass  2  einen  endlichen  Wertfa  behält, 
während  n  unendlich  wächst,  und  gerade  diese  Bedingung  ist  innerhalb  eines  von  z=0 
bis  z  =  n  gebenden  Integrales  nicht  erfüllt.  Der  Beweis  des  vorigen  Satzes  wird  ein- 
facher und  zugleich  streng,  wenn  man  den  Logarithmus  des  fraglichen   Productes 

nach  Potenzen  von  x  entwickelt  und  dabei  Z—  sowie  £—  in  die  bekannten  balbcon- 

m  n 

vergcnten  Reihen  umsetzt.  • 


J  q> 
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f{x)  dx 


g>  (x)  /(o:-  a)  {x^ß)  {x-y)  {x^d)' 
worin  f{x)  und  g>  (x)  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  auf  elliptische 
Functionen  reducirt  werden,  und  kommt  damit  auf  den  historischen  Anfang 
der  Theorie  zurück. 

Betrachtet  man  die  Abhandlung  im  Ganzen,  so  ist  zwar  nicht  zu  leug- 
nen, dass  Herrn ite^s  Verfahren  mit  vieler  Eleganz  und  wenig  Rechnung 
zum  Ziele  führt;  aber  es  bleibt  trotzdem  sehr  fraglich,  ob  diese  Methode 
dem  Gegenstände  adäquat  ist,  denn  sie  fängt  eigentlich  am  hinteren  Ende 
der  Theorie  an  und  hört  am  vorderen  Ende  auf.  J  a  c  o  b  i  hat  allerdings 
bei  seiner  zweiten  Darstellung  denselben  Weg  betreten,  aber  wohl  nur,  um 
gewissen  Schwierigkeiten  zu  entgehen,  die  aus  der  Einführung  der  Imagi- 
nären entspringen  und  die  in  der  unendlichen  Vieldeutigkeit  des  Integrale 
ihren  Grund  haben.  Durch  die  neueren  Arbeiten  von  Riemann,  Briot 
und  Bouquet  sind  diese  Schwierigkeiten  gehoben  und  es  scheint  daher 
gegenwärtig  das  Richtigste,  wieder  mit  den  elh'ptischen  Integralen  anzu- 
fangen, daraus  die  elliptischen  Functionen  {sin  am  u,  cos  am  u,  J  am  u) 
herzuleiten  und  diese  zuletzt  auf  die  elliptischen  Transcendenten  (0  und  H) 
zurückzuführen,  wie  dies  die  vorhin  genannten  Meister  gethan  haben. 
Gleichwohl  ist  die  vorliegende  Schrift  immer  sehr  brauchbar,  namentlich 
für  solche,  die  das  Studium  der  genannten  Theorie  beginnen  wollen;  be- 
sonders empfiehlt  sie  sich  hierzu  durch  die  Leichtigkeit  der  Entwickelün- 
gen  und  durch  die  zahlreichen  Seitenblicke  auf  verwandte  Theorien. 

SCHLÖMILGH. 
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Crelle^s  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  fort- 

ges.  von  Bo&CHABDT.    02.  Bd.  1.  Heft.     Berlin,  6.  Reimer. 

pro  compL  4  Thlr. 
Biblioiheca  historico  naturalis,   physico-chemica    et   mathema- 

tica  ed.  E.  A.  Züchold.     12.  Jahrg.    2.  Heft,  Juli— December  1862. 

Göttingen,  Vandenhoeck  &  Ruprecht.  %  Thlr. 

Annales  de  V Ohservatoire  de  Paris y  publie'es  par  ü.  J.  Lb  Yekrier. 

Tome  7.     Paris,  Maltet- ßachelier.  40  Frcs. 

Beine  Mathenuttik. 

Cantor,'  M.,  Mathematische  Beiträge  zum  Cultnrieben  der 
Völker.     Halle,  Schmidt.  3  Thlr. 

CoLENSO,  J.  W.,  Elemente  der  Algebra  nebst  Aufgaben.  Nach 
der  15.  Aufl.  des  engl.  Originals  bearb.  v.  G.  Wolpert.  Stuttgart, 
Koch.  %  Thlr. 

Nordheim,  J.,  Directe  Lösung  der  Gleichungen  höheren  Gra- 
des, Entwickelung  und  Summirung  der  Reihen.  Frank- 
furt a.  M.,  Brönner.  12  Ngr. 

Nbümann,  C,  Die  Umkehrung  der  AbeTschen  Integrale.  Halle, 
Waisenhausbuchhandlung.  3  Ngr. 

Zeoh,  J.,  Tafeln  der  Additions-  und  Subtractiönslogarithmen 
auf  7  Stellen.     2.  Aufl.     Berlin,  Weidmann.  1  Thlr. 

F^Aüx,  B.,  Geometrisches  Uebungsbnch,  enth.  Aufgaben  aus  der 
Planimetrie,  Trigonometrie  und  Stereometrie.     Paderborn,  Badorff. 

%  Thlr. 

WiEOAND,  A.,  Erster  Cursus  der  Planimetrie.  7.  Aufl.  Halle, 
Schmidt.  %  Thh. 
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KAMBLy,  L.,   Die  Slementarmathematik.     1.  Tlieil:   Arithm.   und 

Algebra.     6.  Aufl.     Breslau,  Hirt.  12%  Ngr. 

y,     ,,     „    2.  Theil.     Planimetrie.     10.  Aufl.     Ebendas.  .  12%  Ngr. 

Stammsb,  W.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  1.  Thl. 
Anal.  Geom.  d.  Ebene.     München,  Lindauer.  l%  Thlr. 

Joachimsthal,  J.,  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.     Berlin,  Reimer.  1V5  Thlr. 

Angewandte  Mathematik. 

Zillmbb,  A.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Prämienreserve  bei 
Lebensversicherungsanstalten.     Stettin,  v.  d.  Nahmer. 

%Thlr. 

Mach,  E.,  Ueber  die  Gesetze  des  Mitschwingens.  Wien,  Gerold's 
Sohn.  %  Thlr. 

Hei8,  E.,  Die  Sonnenfinsterniss  am  17.  Mai  1863.     Halle,  Schmidt. 

6  Ngr. 

Weisse,  M.,  Posiiiones  tnediae  siellarum  fixarum  in  zonis  Regio- 
monianis  a  Besselio  inier  +  15®  e<  +45°  declinationis  obser- 
vatarum  ad  annum  1825  reductae  ei  in  caialogum  ordinaiae. 
Curavit  ei  praefaius  esi  0.  Struve.     Petersburg.     Leipzig^  Voss. 

3  Thlr. 

VoizOT,  M.,  Memoire  sur  la  mecanique  Celeste  ei  sur  la  cosmo- 
gonie;  suivi  de  noies  sur  la  iheorie  des  comiies  ei  sur  lame- 
ihode  en  mathemaiiques.     Paris,  Mallet-Bachelier. 

Physik. 

HuLLMANN,  C,  Das  Grundgesetz  der  Materie.  Ein  Beitrag  zur 
Erweiterung  der  rationellen  Physik.     Oldenburg,  Stalling.       %  Thlr. 

PössNEOKER,  W.,  Die  einheitliche  Ursache  aller  Kräfteer- 
scheinungen im  Universam  etc.     München,  Gummi.        18  Ngr. 

Pick,  H.,  Vorschule  der  Physik.     Wien,  Gerold*s  Sohn.  24  Ngr. 

MüLLER-PouiLLET ,  LehrbuchdoT  Physik  und  Meteorologie.  6. 
Aufl.     1.  Bd.,  Lief.  6—10.     Braunschweig,  Vieweg.  2*ä  Thlr. 

Hofer,  J.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  ftti:  Handels- 
schulen etc.     1.  Bd.     2.  Aufl.     Wien,  Sallmayer.  %  Thlr. 

Jochmann,  E.,  Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1861.  Abth.  1. 
Berlin,  G.  Reimer.  2  Thlr. 

Wkber,  W.,  Electrodynamische  Maassbestimmungen,  inbeson- 
dere Widerstandsmessungen.  2.  Abdr.  Leipzig,  Hirzel.     1  Thlr. 

Weber,  H:,  Ueber  die  Bestimmung  des  galvanischen  Wid'er- 
standcs  der  Metalldräthe  etc.  Inanguraldissert.   Leipzig,  Barth. 

12  Ngr. 
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Du-Bois-EEyMOND,  E.,  Beschreibung  einiger  Vorrichtungen  and 
Versuchsweisen  zu  elektrophysiologischen  Zwecken. 
Berlin,  Dümmler.  1%  Thlr. 

Oettikgen,  A.  r,y  Ueber  das  Laden  der  Leidener  Batterie  durcb 
Induction  und  über  die  Entladung  der  Batterie  durch  das 
Inductorium.     Dorpat,  Gläser.  %  Thlr. 

Neumakn,  C,  Die  magnetische  Drehung  der  Poiarisations- 
ebene  des  Lichtes.  Versuch  einer  mathemat.  Theorie.  Halle, 
Waisenhausbuchhandlung.  %  Thlr. 

MüHRy,  A.,  Beiträge  zur  Geophysik  undKlimatographie.  1.  Heft 
Leipzig,  Winter.  %  Thlr. 

Becquerel,  M,,  Becherches  sur  la  iemperaiure  de  Vair,  stävies 
de:  Note  sur  la  psychromeirie  eleciriquc;  memoire  sur  la  coloration  electro- 
chymique,  et  memoire  sur  la  produciion  ilecirique  de  la  silice  ei  de  Valumine, 
Paris,  Didot  freres, 

Regneault,  E.,  Essai  sur  la  Constitution  des  corps  Celestes.    Nancy. 


In  dem  Aufsatze  „Ueber  die  scheinbare  Aenderung  des  Ortes  und  der 
Gestalt  unter  Wasser  befindlicher  Objecte"  (Heft  3,  S.  204  ff.)  sind  folgende 
sinnentstellende  Druckfehler,  die  hierdurch  berichtiget  werden : 

8.  205,  Z.    3  statt  gleich  1.  möglich. 

„  205,  „  27    „     stumpfer  1.  stumpferer. 

„  206,  „    2     „    Anfange  1.  Anhange. 

„  208,  ,y    3  y.  u.  statt  pliysische  £Iement  1.  psychische  Moment. 

„  209,  „     1„  „  fehlt:  x  = 

„  211,  „  20  statt  in  1.  und. 

„212,,,     5    „     a>890«a?l.  a>90«  +  c. 

„    £lö,   „      ö      „      ^cOS*(u-q>)  *'   CO««  («-9) 

„  214,  „     3  V.  u.  statt  strömenden  1.  störenden. 

„  215,  Z.  23  u.  217,  Z.  14  statt  dioptischen  1.  dioptrischen. 
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Recensionen. 

Mathematitdit  Beiträge  mm  Ciiltiirlebe&  der  Völker.  Von  Dr.  Moritz 
Cantor.  Mit  vier  Tafeln.  Halle  1863  bei  H.  W.  Schmidt. 
Der  Inhalt  dieses  Baches  wurde  schon  im  vorigen  Bande  dieser  Zeit- 
schrift, Literaturseitang  S.  50|  bei  Gelegenheit  der  Anzeige  der  Friedlein'- 
sehen  Brochnre  „Gerbert,  die  Geometrie  des  Boethins  und  die  indischen 
Ziffern**  im  Voraus  angekündigt.  Sein  Zweck  ist  nicht  blos  die  in  jenem 
Sehriftchen  enthaltenen  Meinungen  zu  widerlegen,  sondern  auch  andere 
neue  Thatsachen  zusammenzustellen,  welche  geeignet  scheinen,  einen  tie- 
feren Einblick  in  den  Culturansammenhang  der  Völker  des  Alterthums  zu 
gestatten,  als  dem  Mathematiker  bisher  möglich  war.  Einige  Schriften, 
welche  mehr  oder  weniger  eng  mit  dem  Gegenstande  verbunden  sind,  er- 
hielt ich  erst,  als  der  Druck  fast  vollendet  war.  Sie  konnten  daher  nicht 
mehr  benutzt  werden,  indessen  würde  deren  Benutzung  keine  einzige 
von  meinen  Behauptungen  verändert  haben;  höchstens  würden  noch  einige 
neue  Gründe  aus  denselben  haben  beigebracht  werden  können.  Diese 
Schriften  sind  in  chronologischer  Beihenfolge :  GroSy  Essai  sur  les  numära- 
tions  des  differens  peuples  in  dem  Journal  de  la  societe  les  sciences,  agricuUure 
ei  arts  du  ddpartement  du  Bas-Rhin.  Strassbourg^  annde  1625,  3'  numiro,  Pott, 
die  quinare  und  vigesimale  Zählmethode  bei  Völkern  aller  Welttheile. 
Halle,  1847.  Pihon ,  Expose  des  stgnes  de  num&ation  usiies  chez  les  peuples 
ori&üaux,    Paris,  1860.  Cantor. 


Theorie  der  Blattieit&t  fester  Körper.   Von  Dr.  A.  Clebsch,  Professor  an 

der  Polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe.     gr.  8.    424  Seiten. 

Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1862. 

Die  mathematische  Theorie  der  Elasticit&t  ist  eine  Wissenschaft  von 

siemlich  neuem  Datum,  denn  man  darf  als  ihre  Schöpfer  Navier,Cauchy, 

Poisson,  Lam^  und  Clapeyron  bezeichnen . und  die  Veröffentlichung 

ihrer  daher  gehörenden  Arbeiten  fälk  in  die  Jahre  1823 — 1829;  erst  im 

Jahre  1852  schlössen  sich  an  sie  die  „Lefons  sur  la  Morie  maMmaüque  de 

rSlasticile  des  corps  soKdes*^  von  A.  Lam^  an,  die  durch  ihre  wohlverdiente 

ZeiUchrift  für  Malheinatik  u.  Physik.  VIII,  5.  7 
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weite  Verbreitang  die  vorgetragene  Lehre  in  weiteren  Kreisen  bekannt 
machten.  Es  wäre  überflüssig,  von  dem  Inhalte  dieses  Werkes  hier  zu 
sprechen ;  obwohl  dasselbe  keine  Uebersetzung  erfahren  hat,  so  ist  es  doch 
in  Deutschland  wohl  ziemlich  allgemein  gekannt  und  geschätzt;  ich  selbst 
habe  überdies  im  IV.  Bande  dieser  Zeitschrift  (Literaturzeitung ,  p.  17  fl.) 
gelegentlich  der  Besprechung  eines  späteren  Werkes  dieses  ausgezeichne- 
ten Gelehrten  die  Stelle  genauer  bezeichnet,  welche  das  Erwähnte  im  Zu- 
sammenhange seiner  Publicationen  einnimmt. 

Man  weiss,  dass  die  Elasticitätstheorie  neben  derElectrostatik  und  der 
Theorie  der  Wärme  der  dritte  ist  unter  den  Theilen  der  mathematischen 
Physik,  welche  bisher  eine  solide  Begründung  und  entsprechende  Aus- 
führung gefiuden  haben;  und  wenn  Lam4  von  ihr  sagt:  Cesl  leplus  difficile, 
le  moins  complel;  il  est  attssi  le  plus  utile,  d  une  epoque  oü  Von  veut  apprecier 
Vimporiance  ^une  Üieorie  mathemalique  par  les  resullais  qu'eUe  peut  foumir 
immedialemeni  ä  la  pratique  industrielle^^  so  hat  doch  sein  Werk  wohl  gerade 
in  dieser  Richtung  am  Wenigsten  gewirkt;  die  mathematische  Physik  und 
die  industrielle  Praxis  erschienen  nach  wie  vor  durch  eine  breite  Klaft  ge- 
trennt, weil  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  Elasticitätstheorie 
selbst  in  den  einfachsten  praktischen  Fällen  der  Integration  Schwierigkei- 
ten entgegenstellten,  weiche  zu  zu  besiegen  noch  nicht  gelungen  war. 

,jCesi  pourquoi  —  sagt  Bresse,  Repetüeur  de  Micanique  aux  e'coles  imp. 
Pglytechnique  et  des  Ponls  et  Chaussees  in  der  Vorrede  seiner  f^Recherches  ana- 
liftiques  sur  la  flexion  et  la  resistance  des  pieces  courbes*^.  Paris,  1854.  4*. 
270  p.  —  dans  fetal  actuel  des  choses,  elles  sont  bien  plus  un  objet  propre  ä 
exercer  la  sagacite  des  geometres ,  qu^un  instrument  ulile  aux  Ingenieurs  et  sus- 
cepUble  d'iire  emphye  par  eux,  pour  fixer  les  bases  rationelles  deoant  servir  ä  la 
redaction  dun  projel  de  construction  queleonque^^. 

Den  wesentlichen  Schritt  in  dieser  wichtigen  Vermittelung  hatte  be- 
reits um  dieselbe  Zeit  deSaintVenant  gethan  in  seinem  durch  L  a  oi  e  *8 
Bericht  in  der  letzten  Sitzung  von  1853  der  „Academie  des  Sciences''  warm 
empfohlenen  Memoire  de  la  Torsion  des  prismes  avec  des  considerations  sur  leur 
flexion  etc.  —  veröffentlicht  im  Jahre  1855  im  XIV.  Bande  der  ^.Memoires 
presentees  par  divers  savanls  ä  Vacademie  des  scienccs'%  4'**.  332  p,  —  und  er 
Hess  im  folgenden  Jahre  das  „Mejnoire  sur  la  flexion  des  prismes'^  folgen, 
welches  nachher  1856  im  I.  Bande  (11^"^  Serie)  des  „Journal  de  Mathema- 
iiques'^  (p.  89 — 189)  bekannt  gemacht  worden  uU 

In  der  That,  diese  Arbeiten  waren  von  grosser  Bedeutung;  es  scheint 
leider  nach  manchen  Anzeichen,  dass  sie  nicht  die  verdiente  Beachtung  ge- 
funden haben.  Ihren  Character  ausführlich  zu  schildern,  ist  hier  über- 
flüssig, wo  mir  die  angen.ehme  Aufgabe  vorliegt,  eine  glückliche  elegante 
Erneuerung  und  Weiterbildung  der  Grundidee  zu  charakterisieren.  Einige 
Andeutungen  mögen  genügen.  Während  die  Elasticitätstheorie  durch  ein- 
fache Differentiationen  das  Problem  löst,  in  welchem  aus  der  KenntnibS 


der  Oesetzmftssigkeit  der  stattfindeBden  Verschiebangen  die  in  einem  festen 
Mittel  entspringenden  Kr&fte  zu  bestimmen  sind,  ist  die  Ableitung  der  ein- 
tretenden Verschiebungen  ans  den  auf  den  Körper  wirkenden  Kräften  auf 
den  Fortsehritt  der  lutegrationsmethoden  der  partiellen  Differentialgleich- 
ungen verwiesen,  und  zunächst  nur  in  wenigen  sehr  speciellen  Fällen  mög- 
lich. In  dieser  Lag^  der  Sache  fasste  deSaint-Venant  die  glückliche 
Idee,  einer  —  wie  er  selbst  sagt  —  gemischten  Methode.  Wenn  man  einen 
Theil  der  Verschiebungen  und  einen  Theil  der  wirkenden  Kräfte  als  ge- 
geben annimmt,  so  kann  man,  gestützt  auf  die  allgemeine  Theorie,  die 
Grösse  und  Art  der  übrigen  Verschiebungen  und  Kräfte  so  bestimmen,  dass 
der  betrachtete  Körper  im  Gleichgewicht  der  Elasticität  sich  befindet;  ein 
Theil  der  Aufgabe  wird  durch  Differentiation  gelöst  und  die  Integrationen, 
welche  die  Lösung  des  Restes  erfordert,  sind  ausführbar.  Auf  diesem 
Wege  wird  es  möglich ,  eine  Reihe  von  Gleichgewichtszuständen  volistäh- 
dig  zu  untersuchen;  de  Saint-Venant  studirte  so  die  Biegung  eines 
Prismas  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  kreisförmig  sei  und  in  Abwesen- 
heit lateraler  Drücke  oder  bei  bestimmten  Voraussetzungen  über  diese; 
die  Torsion  gleichfalls  unter  Voraussetzung  verschwindender  lateraler  Press- 
ungen und  einer  bestimmten  Grösse  der  Torsion  selbst.  Die  Resultate 
waren  wichtig  und  einige  unter  ihnen  von  entscheidender  praktischer  Be- 
deutung. Es  zeigte  .sich,  dass  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  durch 
die  Biegung  oder  Torsion  gekrümmt  werden,  und  de  Saint-Venant 
hatte  nicht  versäumt,  durch  Experimente  an  Prismen  von  Kautcbouk  die 
Uebereinstimmung  seiner  Reohnungsergebnisse  mit  der  Erfahrung  zu  prü- 
fen. Er  bestätigte  auf  dieselbe  Weise  die  Richtigkeit  des  anderen  der  üb- 
lichen Theorie  widersprechenden  Resultates,  nach  welchem  bei  einer  der 
Torsion  unterworfenen  Prisma  von  elliptischem  Querschnitt  die  am  meisten 
gefährdete  Faser  —  le  point  dangereux  nach  Poncelet  —  den  Endpunk- 
ten der  kleinen  Achse  entspricht.  Und  dennoch  sind  bedeutendere  Ein- 
wirkungen nicht  zu  berichten  Die  übliche  Theorie  hat  ja  in  dem  schönen 
Institut  der  Sicherheitsmodule  ein  herrliches  Mittel ,  sich  vor  der  Wirkung 
ihrer  eigenen  Fehler  zu  schützen ,  und  es  war  also  kein  Grund  vorhanden, 
den  so  scharf  begründeten  Angriff  auf  ihre  Fundamente  viel  zu  beachten. 

Die  Förderungen,  welche  der  Sache  und  den  Arbeiten  von  de  Saint- 
Venant  erwuchsen,  lagen  auf  der  Seite  der  reinen  Theorie  und  knüpfen 
sich  an  G.  Kirchhofes  berühmten  Namen.  Schon  im  Jahre  1850  hatte 
dieser  gelehrte  Forscher  in  der  schönen  Abhandlung  „über  das  Gleichge- 
wicht und  die  Bewegung  einer  elastischen  Scheibe**  („Grollens  Journal** 
Bd.  XL,  p.  51 — 88)  die  Theorie  der  Klangfiguren  endgiltig  festgestellt,  die 
von  Sophie  Germain  zuerst  nicht  sehr  glücklich  versucht,  vonPoisson 
dann  mathematisch  weiter  gebildet  worden  war.  Er  gab  nun  im  Jalire 
1859  in  der  Abhandlung:  „lieber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung 
eines  unendlich  dünnen  elastischen  Stabes**  (,, Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.**, 
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Bd.  LVI,  p.  285  -313)  die  Grundsätze,  nach  welchen  eine  strenge  und  all- 
gemeine Theorie  der  Formänderungen  solcher  elastischer  Körper  zu  ent- 
wickeln ist,  welche  eine  oder  zwei  unendlich  kleine  Dimensionen  haben. 
Es  ist  zu  erwähnen,  dass  hierin  de  Saint- Yen  an t  vorangegangen  war, 
indem  er  die  Mängel  der  von  Poisson  herrührenden  Theorie  dieser  Form- 
'  änderungen  nachweist  und,  allerdings  nur^unter  einschränkenden  Voraus- 
setzungen, die  richtige  Theorie  begründete. 

Zu  diesen  weiterführenden  Arbeiten  ist  nun  das  vorliegende  Werk  ge- 
treten; die  neuen  Entwickelungen ,  welche  dasselbe  enthält,  sind  so  be- 
deutend, dass  sie  an  sich  schon  die  höchste  Beachtung  in  Anspruch  nehmen 
würden,  ihre  Verdienstlichkeit  wird  aber  beträchtlich  durch  die  systemati- 
sche Darstellung  erhöht,  in  welcher  sie  gegeben  und  ans  welcher  sie  ent- 
sprungen sind.  Nach  der  eingehenden  Beschäftigung  mit  dem  Werke, 
w*elche  diesem  Referat  vorangegangen  ist,  beseelt  mich  die  Ueberzeugung, 
dass  dasselbe  durch  Inhalt  und  Form  vorzüglich  geeignet  ist,  der  mathema- 
tischen Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  in  den  weitesten  Kreisen  der 
nach  gründlicher  Einsicht  Strebenden  die  verdiente  Achtung  zu  gewinnen; 
ich  erfülle  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich  den  Reichthum  seines  Inhaltes 
übersichtlich  darzulegen  versuche,  und  es  ist  das  ein  Vergnügen,  welches 
ich  mir  von  der  Zeit  an  gewünscht  habe,  wo  ich  zur  Wirksamkeit  an  eine 
technische  Anstalt  berufen,  die  Arbeiten  von  Lam^  und  de  Saint- 
Venant  studirte,  deren  erste  damals  eben  erschienen  war. 

Das  Werk  zerfällt  in  drei,  wenn  man  will  vier,  wohl  in  einander  grei- 
fende Abschnitte;  von  denselben  ist  der  erste  der  Darstellung  der  allge- 
meinen Theorie  gewidmet  (p.  l  —  70),  während  der  zweite  das  elastische 
Gleichgewicht  cylindrischer  Körper  und  das  Problem  von  de  Saint- 
Venant  behandelt  (p.  70 — 189);  beide  sind  in  dem  Werke  zu  einer  „Theo- 
rie elastischer  Körper  von  überall  endlichen  Dimensionen'^  zusammen  ge- 
fasst.  Darauf  folgt  die  ,,Theorie  elastischer  Körper,  deren  Dimensionen 
zum  Theil  sehr  klein  (unendlich  klein)  sind'^  (p.  190 — 355)  in  zwei  Haupt- 
theilen,  deren  erster  den  elastischen  Körpern  mit  zwei  sehr  kleinen  Di- 
mensionen (Stäbe,  Federn^  Saiten,  Drähte)  und  der  andere  den  elastischen 
dünnen  Platten  gewidmet  ist.  Endlich  beschliesst  eine  Gruppe  von  „An- 
wendungen*' (p.  356 — 424)  das  Werk;  sie  enthält  hauptsächlich  dasjenige, 
was  für  die  Lehrcnrse  technischer  Anstalten  nothwendig  ist  und  würden 
jedenfalls  den  wesentlichen  Kern  eines  Leitfadens  für  die  Vorlesungen  des 
Verfassers  am  Polytechnicum  von  Karlsruhe  gebildet  haben,  wenn  er  sich 
unglücklicherweise  auf  einen  solchen  beschränkt  hätte. 

In  dem  ersten  von  der  allgemeinen  Theorie  handelnden  ist  es  beson- 
ders die  ausgezeichnete  Klarheit  der  Darstellung,  welche  den  Leser  fesseln 
muss,  auch  wenn  er  Lam^'s  „Lefons'^  gelesen  hat,  die  man  doch  sonst 
in  diesem  Betracht  viel  gerühmt  hat.  So  sogleich  die  ersten  Paragra- 
phen von  den  Vorstellungen,  welche  der  Theorie  der  elastischen  Körper  zu 
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Ornnde  liefen ,  von  der  Ansdehniing  eines  nnkrystallinisohen  Parallelepi- 
pedoDS  durch  normale  Zug-  oder  Drnckkräfte  (Eiasticitätsmodnl  und  seit- 
liche Contraction),  von  der  Verschiebung  paralleler  Schichten  des  Körpers 
gegen  einander.  Bei  der  Untersuchung  des  Gleichgewichtes  des  Parallele- 
pipedons  unter  dem  Einflnss  beliebig  gerichteter  gleichförmig  über  die 
Flächen  vertheilter  Zug-  oder  Druckkräfte  tritt  sodann  ein  Vorzug  der  Be- 
zeichnungsweise  hervor,  der  ebenso  einfach  gewonnen  als  werthvoll  ist. 
Man  zerlegt  bekanntlich  die  auf  die  Flächen  des  Parallelepipedons  wirken- 
den Kräfte  nach  den  Richtungen  seiner  Kanten  und  ermittelt  und  summirt 
die  Ausdehnungen  und  Verschiebungen,  welche  dieselbe  hervorrufen; 
Lame  hat  sie  als  Normal-  und  Tangentialkräfte  unterschieden,  und  da  die 
letzteren  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  einander  paarweise  gleich  sein 
mässen,  das  System  seiner  iV,,  iV,,  iV,,  J, ,  J,,  T^  erhalten.  Die  hier  ge- 
wählte Bezeichnung  mit  doppelten  Indices,  von  denen  der  erste  der  zur 
betrachteten  Fläche  ilormalen  Kante,  der  zweite  aber  der  Zerlegungsricht- 
ung entspricht, 

ist  consequenter  und  einfacher  und  verdient  schon  deshalb  den  Vorzug, 
weil  sie  mit  der  der  quadratischen  Functionen  von  drei  Veränderlichen 
übereinstimmt,  die  durch  das  Elasticitäts-  und  das  Verschiebungs-Ellipsoid 
im  innigsten  Zusammenhange  mit  dieser  Theorie  sind.  Dieser  Zusammen- 
hang wird  in  den  $S  5  — 10  vortrefflich  entwickelt.  Durch  Untersuchung 
des  Gleichgewichtes  eines  Tetraeders  wird  die  Grösse  und  Richtung  der 
elastischen  Zugkräfte  für  ein  ebenes  Element  von  beliebiger  Lage  im  Innern 
des  Parallelepipedons  ermittelt  und  der  Satz  bewiesen :  Wenn  man  durch 
einen  Punkt  des  Körpers  sämmtlicbe  mögliche  Ebenen  legt  und  die  auf  sie 
wirkenden  Zugkräfte  der  Richtung  und  Grösse  nach  als  Radien  einer  Fläche 
betrachtet,  so  wird  dieselbe  das  Elasticitätsellipsoid.  Die  Hanpteb.enen 
desselben  sind  die  drei  Ebenen,  welchen  normale  resultirende  Zugkräfte 
entsprechen,  die  Hauptspannungen  T\  T",  T"\  zugleich  die  Hauptachsen 
des  Elastieitätsellipsoids.  Die  Untersuchung  seiner  speciellen  Fälle  geben 
die  $5  8  und  9,  und  es  erscheint  mir  besonders  die  einfache  und  klare  Dar- 
stellung desselben  in  Ebenencoordinaten  als  eine  werthvolle  Ergänzung, 
weil  durch  sie  die  den  Werthen  r'"=0,  r"=  r"=  0  entsprechenden 
wichtigen  Grenzfälle  lichtvoll  hervortreten;  jener,  in  welchem  für  alle  mög- 
lichen Ebenen  die  entsprechenden  Spannungsrichtungen  in  einer  Ebene 
liegen  und  der  Endpunkt  der  Zugkraft  eine  Ellipse  beschreibt,  dieser,  in 
welchem  für  alle  denkbaren  Angriffsebenen  die  Zugkraft  die  nämliche 
Grösse  und  Richtung  hat  und  das  Elasticitätsellipsoid  sich  auf  zwei  ein- 
zelne Punkte  reducirt.  S  10  beweist  den  schönen  allgemeineren  Satz,  nach 
welchem  die  Zugrichtungen,  die  irgend  drei  auf  einander  senkrechten  Ebe- 
nen entsprechen,  conjugirte  Durchmesser  des  Elastieitätsellipsoids  sind. 
Nachdem  dann  in  S  11  die  Grundgleichungen  für  ein  krystallinisches 
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Parallelepipeclon  entwickelt  und   die  Betrachtungen  als  gleichmässig  für 
diesen  Fall  geltend  erwiesen  sind,  welche  sich  an  das  Elasticitätsellipsoid 
anschliessen,  werden  in  $  12  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen  von 
beliebigen  Kräften  ergiffenen  elastischen  K()rper  aufgestellt,  in  S  13  die 
Spannungen  durch  die  Verschiebungen  eines  Punktes  ausgedrückt  und  in 
S  14  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  abgeleitet,  um  sie  mit  dem  wichti- 
gen Satze  zu  schliessen :  die  Schwingungen  eines  äusseren  Kräften  unter- 
worfenen Körpers  um  die  diesen  Kräften  entsprechende  Gleichgewichts- 
lage sind  genau  identisch  mit  den  Schwingungen,  welche  der  Körper  um 
seine  natürliche  Lage  ausführt,  wenn  gar  keine  Kräfte  auf  ihn  wirken  — 
der  sofort  eine  Theitung  der  altgemeinen  Aufgabe  in  die  Aufsuchung  einer 
Gleichgewichtslage  und  die  Bestimmung  von  Schwingungen  ohne  Zutritt 
äusserer  Kräfte  gestattet.     Von  ausgezeichneter  Klarheit  ist  die  Darstell- 
ung in  dem  wichtigen  $13,  wo  die  Verschiebungsgrössen  durch  die  Noth- 
wendigkeit,  dass  die  verschiedenen  Elemeutarparallelepipeda  den  ganzen 
Körper  continuirlich  erfüllen ,  auf  drei  Unbekannte  zurückgeführt  werden. 
Im  S  15  tritt  in  der  Betrachtung  des  Verschiebungsellipsoids,  d.  h.  des  geo- 
metrischen Ortes  derjenigen  Punkte  nach  der  Verschiebung,  welche  vor 
derselben  einer  Kugelfläche  angehörten,  sofort  die  geometrische  Anschau- 
lichkeit wieder  hinzu;  man  erkennt,  dass  jede  drei  ursprünglich  aufeinan- 
der senkrechte  gerade  Linien  zu  conjugirten  Durchmessern  des  Verschieb- 
ungsellipsoids  werden  und  dass  für  unkrystallinische  Medien  die  Haupt- 
achsenrichtungen   dieser  Fläche   mit  denen  des  Eiasticitätsellipsoids   zu- 
sammenfallen.   Bei  der  Untersuchung  der  Arbeitsgrösse  für  eine  kleine  Ver- 
schiebung ergiebt  nich  sodann  ans  der  bekannten  Wahrheit,  wonach  die  Arbeit 
innerer  von  den  Molekntarwirkungen  herrührender  Kräfte  stets  ein  vollstän- 
diges Dififerential  ist  und  aus  der  linearen  Abhängigkeit  der  Spannungen  von 
den  Verschiebungen,  dass  es  stets  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung 
von  diesen  sechs  Grössen  geben  muss ,  für  welche  die  Spannungen  als  die 
nach  den  einzelnen  Verschiebungen  gebildeten  Differentialquotienten  er- 
scheinen; daraus  entspringt  dann  für  krystallinische  Medien  jene  Gruppe 
von  15  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  86  Coefficienten  der  allgemei- 
nen Gleichnngen  des  $11.     Endlich  werden  in  S  17  die  Gleichungen  der 
Bewegungen  und  des  Gleichgewichtes  für  nnkrjstallinische  Substanzen  ins- 
besondere aufgestellt  und  der  Uebergang  zu  den  Anwendungen  gemacht, 
als  welche  sich  namentlich  diejenigen  Fälle  empfehlen,  in  denen  die  Ober- 
fläche des  Körpers  durch  eine  sehr  einfache  Gleichung  ausgedrückt  wird 
und  in  denen  möglichst  einfache  GoHCtze  die  Verschiebungen  beherrschen. 
Die  SS  18  und  19  sind  der  Betrachtung  des  elastischen  Gleichgewichtes  der 
Schwingungen  einer  von  normalen  gleichförmig  vertheilten  Druckkräften 
ergriffenen  Kugelschale  gewidmet.    Jeder  Paukt  wird  nur  auf  den  ihm  ent- 
sprechenden Radius  verschoben  und  alle  Punkte  derselben  concentrischen 
Kugelfläche  erfahren  gleiche  Verschiebungen.     Für  eine  Vollkogel  ist  die 


Literaturzeitung.  87 


Ausdehnung  der  Längeneinheit  in  Richtung  des  Radius  in  der  ganzen  Ku- 
gel constantf  die  ganze  Kugel  befindet  sich  in  gleichförmig  comprimirtem 
Zustand;  bei  einer  Hohlkugel  ist  die  lineare  Ausdehnung  im  Rndius  nicht 
mehr  unveränderlich,  wohl  aber  die  Ausdehnung  der  Volumeneinheit;  das 
Elasticitätsellipsoid  jedes  Punktes  ist  ein  Rotationsellipsoid  um  den  zuge- 
hörigen Radius  als  Achse.  Die  Schwingungen  der  Punkte  des  Körpers  in 
der  Richtung  des  Radius  sind  als  Summe  von  Einzelschwingungen  zu  den- 
ken, welche  fttr  die  verschiedenen  Punkte  des  Körpers  gemeinsame  Dauer, 
aber  verschiedene  Amplitude  besitzen  etc.  Die  Bestimmung  der  Schwing- 
ungsdauer erfolgt  dabei  durch  eine  transcendente  Gleichung  von  eigen- 
thümlicher  Beschaffenheit,  die  im  S  10  näher  untersucht  wird ;  es  zeigt  sich, 
dass  sie  immer  nur  reelle  positive  Wurzeln  besitzt,  und  wird  nachgewiesen, 
dass  der  eigentliche  Sinn  dieses  Satzes  darin  besteht,  dass  die  inneren  Be- 
wegungen eines  elastischen  Körpers ,  wenn  er  ganz  sich  selbst  überlassen 
ist,  an  Ausdehnung  fär  alle  Zeit  weder  wachsen  noch  abnehmen ,  sondern 
dass  alle  Einzelbewegungen  in  gleich  massigen  Perioden  innerhalb  unver- 
änderlich bestehender  Grenzen  ausgeführt  werden,  welche  sie  niemals  über- 
schreiten, aber  auch  immer  nach  Verlauf  gewisser  Zeiten  wieder  erreichen. 

Im  Ansehluss  hieran  wird  dann  im  S  21  der  Beweis  geführt,  dass  die 
Probleme  des  Gleichgewichtes  elastischer  Körper  völlig  bestimmt  sind,  so- 
bald man  noch  so  viel  Bedingungen  hinzufügt,  als  genUgen,  um  die  Lage 
eines  starren  Körpers  vollständig  zu  bestimmen. 

Nach  der  Entwickelnng  dieser  Ergebnisse  bei  Gelegenheit  des  ein- 
fachen Beispieles  der  Kugel  wendet  sich  der  Verfasser  zu  Körpern  von 
cjlindrischer  Form,  als  weiche  wegen  ihrer  grossen  Wichtigkeit  in  den  An- 
wendungen eine  vollständigere  theoretische  Behandlung  wünschenswerth 
machen.  Er  bezeichnet  die  daran  sich  schliesenden  Untersuchungen  be- 
scheiden als  eine  modificirte  Darstellung  der  Hauptpunkte  der  Arbeiten 
von  de  Saint-Venant;  sie  ist  höchst  verdienstlich  durch  die  Klarheit 
und  logische  Kraft  der  Entwickelnng,  und  sie  enthält  zudem  viel  Eigen- 
thttmliches.  Wenn,  wie  ich  höre,  der  treffliche  französische  Forscher  selbst 
die  Einführung  des  vorliegenden  Werkes,  in  Frankreich  durch  Uebersetz- 
ung  zu  unternehmen  gedenkt,  so  wird  ihm  sicherlich  diese  Darstellung  und 
Weiterentwickelung  seiner  eigenen  Grundgedanken  im  systematischen  Zu- 
sammenhange mit  dem  Ganzeii  der  Elasticitätstheorie  die  grösste  Freude 
bereiten;  er  darf  sich  wohl  auch  in  seinem  Lande  für  die  Würdigung  seiner 
Bestrebungen  in  den  namentlich  technischerseits  betheiligten  Kreisen  vor- 
züglichen Erfolg  davon  versprechen.  Das  Problem  von  de  Saint-Venant 
ist  dieses:  Welches  sind  diejenigen  Gleichgewichtszustände  eines  cylindri- 
schen  Körpers,  auf  dessen  cylindrische  Oberfläche  keine  Kräfte  wirken 
und  dessen  Inneres  keinen  äusseren  Kräften  unterworfen  ist,  bei  welchen 
die  den  Körper  zusammensetzenden  Fasern  keinerlei  seitlichen  Druck  er- 
leiden?    Welchea  sind   die  Kräfte,    die  auf  die  freie  Endfläche   wirken 
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müssen,  um  dergleichen  ZastSnde  liervorzarnfen  ?  Seine  Löffnng,  d.  h.  die 
Bestimmang  der  Verschiebungen  und  der  Spannungen,  welche  dabei- ein* 
treten,  ist  auf  mehrfache  Weise  möglich  und  alle  Lösungen  haben  die  Ei- 
genschaft, dass  die  Querschnitte  der  einzelnen  Fasern  Bechteeke  bleiben, 
sowie  dass  die  seitlichen  Contractionen  desselben  genau  den  Ausdefanungea 
entsprechen,  welche  ihre  Längenspannungen  hervorzurufen  geeignet  sind. 
Die  Gleichungen  des  Problems  werden  in  S  22  aufgestellt,  in  S  23  behandelt 
und  in  S  24  die  Functionen  discutirt,  auf  welche  diese  Untersuchung  führt; 
am  Schlüsse  dieses  S  sind  die  Lösungen  des  Problems  in  Gleichungen  ge- 
geben, welche  sechs  willkürliche  Constanten  in  linearer  Weise  enthalten. 
Wenn  man  von  diesen  irgend  fünf  verschwinden  Ittsst,  so  werden  die  Ver- 
schiebungen bis  auf  einen  constanten  Factor  völlig  bestimmt,  und  die  all- 
gemeinen Verschiebungen  erscheinen  daher  als  das  Resultat  von  sechs 
gleichzeitig  stattfindenden  Einzelverschiebungen  von  bestimmter  Natur, 
aber  veränderlicher  Intensität,  so  dass  sich  durch  Feststellung  dieser  Lets* 
teren  die  manichfachsten  Verschiebungen  zusammensetzen  lassen.  Sie  zer- 
fallen in  vier  Gruppen,  von  denen  zwei  überdies  sich  völlig  gleiehen.  Die 
drei  daraus  entspringenden  Hauptfälle  entsprechen  der  einfachen  Ausdehn- 
ung, der  Biegung  und  der  Torsion,  so  dass  im  ersten  und  letzten  Falle  eine 
einzige  Constante  nicht  verschwindet,  im  zweiten  aber  zwei  Constanten  erhal- 
ten bleiben.  Die  nähere  Characterlstik  solcher  Verschiebungen  geschieht 
durch  die  Betrachtung  der  Gestalt  einer  ursprünglich  der  z-Achse  parallelen 
Faser  und  durch  die  Untersuchung  der  Gestalt  eines  Querschnittes,  welcher 
ursprünglich  zu  derselben  Achse  normal  war.  Im  Falle  der  Biegung  ist  die 
erste  eine  Parabel  dritter  Ordnung  in  einer  zur  Achse  der  x  parallelen 
Ebene,  und  die  in  y 2- Ebene  gelegenen  Fasern  erleiden  weder  Ausdehn- 
ung noch  Zusammenziehung ;  in  dem  der  Torsion  sind  sie  geneigte  gerade 
Linien,  und  die  ursprünglich  auf  einem  Kreiscylinder  gelegenen  Fasern  bil- 
den nach  der  Verschiebung  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  zwei  der  2-Achse 
parallelen  Erzeugenden  und  einem  im  Durchschnitt  der  Achse  des  Cylin- 
ders  mit  der  festgelegten  Endfläche  bestimmten  Centrum;  eine  der  Fasern 
bleibt  in  ihrer  ursprünglichen  Lage,  ihre  Bestimmung  ist  abhängig  von  der 
Form  des  Querschnittes.  Die  Querschnitte  erscheinen  in  beiden  Fällen 
gekrümmt,  und  die  Art  der  Krümmung  ist  abhängig  von  der  Form  des 
Querschnittes,  sie  ist  aber  in  dem  Falle  der  Torsion  für  alle  Querschnitte 
genau  dieselbe,  während  in  dem  Falle  der  Biegung  die  einzelnen  Qner- 
schnittsgestalten  nicht  congruent  sind;  in  diesem  letzteren  Falle  bleibt  die 
Tangentenebene  des  Querschnittes  in  dem  ursprünglich  der  z  -  Achse  ange- 
hörenden Punkte  parallel  der  y- Achse,  und  der  Winkel,  welchen  sie  mit  der 
X-Achse  bildet,  wächst  gegen  das  freie  Ende  hin.  Aus  der  Betrachtung 
der  Spannungen  ergiebt  sich  überdies  der  Satz :  die  Spannungen ,  welche 
aus  der  seitlichen  Verschiebung  der  Fasern  gegen  einander  entspringen, 
sind  längs  der  ganzen  Ausdehnung  jeder  Faser  constant. 

Wenn  nun  in  wirklichen  Problemen  grösstentheils  die  Aufgabe  vor- 


Literaturzeitung. 

liegt,  BUB  gegebenen  die  Endfläche  in  beliebiger  Weise  ergreifenden  Krftf« 
ten  die  Ausdehnungen,  Biegungen  und  Torsionen  zu  bestimmen,  welche 
der  Körper  durch  sie  erfährt ,  so  kann  man  doch  die  den  so  untersuchten 
Zuständen  entsprechenden  Kräftesjsteme  mit  denen  wirklicher'  Probleme 
durch  Verfügung  über  die  Constanten  möglichst  gleich  machen,  indem  man 
die  Componenten-  und  Momentensnmmen  beider  mit  einander  vergleicht, 
und  es  kann  als  eine  bedeutende  Annäherung  gelten,  wenn  man  die  daraus 
entspringenden  Zustände  wie  gezeigt  untersuchen  kann.  Diesen  Gedan- 
ken, der  die  Wichtigkeit  des  Problems  von  de  Saint- Venant  für  die 
Technik  in  helles  Licht  setzt,  führen  die  $S  28—  37  gründlich  und  mit  ana- 
lytischer Eleganz  durch;  besonders  sind  die  symmetrischen  Querschnitte 
überhaupt,  als  für  welche  die  Ausdehnung,  die  beiden  Klassen  der  fiiegung 
und  die  Torsion  vier  völlig  gesonderte  Probleme  bilden,  und  der  elliptische 
Querschnitt  genauer  untersucht.  In  dem  Falle  der  durch  eine  im  Schwer- 
punkt der  Endfläche  wirkende  Kraft  hervorgerufenen  Biegung  werden  die 
Querschnitte  in  Flächen  dritter  Ordnung  deformirt,  welche  gegen  die 
Biegnngsebenen  symmetrisch  sind  und  von  den  der  Längenachse  parallelen 
und  zur  Biegungsebene  normalen  Ebenen  in  Parabeln  geschnitten  werden. 
Dem  Falle  der  Torsion  überspricht  der  Uebergang  der  ebenen  Querschnitte 
in  hyperbolische  Paraboloide,  welche  die  xa-  und  ^ys- Ebene  zu  Parallel- 
ebenen haben.  Die  unverschobene  Faser  Hillt  mit  der  Schwerpunktsfaser 
zusammen.  Der  Pfeil  der  Biegung  ist  von  der  Querschnittsgestalt  ab- 
hängig und  man  darf  diesen  Einflnss  nur  bei  kleinen  Querdimensionen  un- 
bedeutend nennen.  Der  $  36  ist  der  Untersuchung  des  Elasticitätsellipsoids 
gewidmet  und  ein  schönes  Beispiel  geometrischer  Anschaulichkeit;  das 
Ellipsoid  reducirt  sich  auf  eine  Ellipse,  deren  Ebenen  sowohl  als  deren 
Achsen  nach  Richtung  und  Grösse  durch  eine  einfache  Construction  aus 
den  auftretenden  Spannungen  abgeleitet  werden.  Im  Allgemeinen,  nur 
den  Fall  der  reinen  Ausdehnung  ausgenommen,  haben  die  Punkte  eines 
gewissen  hyperbolischen  Paraboloids,  dessen  Erzeugende  den  Querschnitten 
parallel  sind ,  die  Eigenschaft ,  dass  diese  Ellipsen  sich  in  Kreise  verwan- 
deln, und  im  Falle  der  reinen  Torsion  gehört  diese  Eigenschaft  allen  Punk- 
ten des  Körpers  zu. 

Die  Aufsuchung  der  am  stärksten  angegriffenen  Stelle  für  den  Fall 
der  Biegung  und  den  der  Torsion  bildet  den  Gegenstand  des  S  37  und  es 
ergeben  sich  dafür  gleichfalls  sehr  einfache  Regeln. 

Von  hohem  Interesse  ist  der  Inhalt  des  S  38,  die  Vergleichung  mit  der 
üblichen  Theorie.  Was  die  Biegung  anbetrifft,  so  geht  dieselbe  aus  von 
zwei  Voraussetzungen,  die  die  strenge  Theorie  als  gleich  falsch  erkennen 
liess,  von  der  unveränderten  ebenen  Form  der  Querschnitte  nach  der  Ver- 
schiebung und  der  normalen  Lage  der  gebogenen  Fasern  gegen  dieselben. 
Sie  unterscheidet  femer  eine  sogenannte  neutrale  Linie  von  der  Linie  der 
Schwerpunkte  —  um  eine  zweite  Gleichgewichtsbedingnng  zu  erhalten  — - 
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und  die  strenge  Theorie  zeigt  auch  diese  Voranssetzang  als  nnbegrfindet. 
Doch  man  muss  diese  Kritik  an  Ort  und  Stelle  und  im  Zasammenhange 
Stadiren  nnd  wird  sie  fär  die  Theorie  der  Biegnng  wie  für  die  der  Torsion 
als  eine  frQchtbringende  positive  anzuerkennen  nicht  anstehen.  Im  letz- 
ten Theile  des  Werkes  ($  83)  wird  sodann  (ergänzend)  gezeigt ,  wie  alle 
die  Voraussetzungen  der  gewöhnlichen  Theorie  für  einen  äasserst  kleinen 
Querschnitt  erfüllt  sind  und  nur  das  Eine  auch  dann  noch  unmöglich  ist, 
das  Entstehen  einer  ebenen  Biegung,  deren  Biegungsebene  nicht  durch  die 
eine  Hauptachse  jedes  Querschnittes  hindurchgeht.  Der  Verfasser  stellt 
diesen  Untersuchungen  hiernach  andere  zur  Seite,  bei  welchen  an  Stelle 
der  cjlindrische  Körper  mit  vorwiegender  Lftngendimension  ohne  Seiten- 
druck cylindrischer  Körper  mit  vorwiegenden  Querdimensionen  (Platten) 
ohne  Spannung  in  der  zur  Platte  normalen  Richtung  treten.  Im  S  39  wer- 
den die  Gleichungen  des  Problems  aufgestellt  und  gelöst,  in  den  SS  40—46 
werden  die  darin  enthaltenen  Zustände  discutirt  und  die  Anwendungen  auf 
wirkliche  Probleme  entwickelt.  Die  Zustände  der  einen  Art  lassen  sich 
als  Zug  ohne  Drehung  oder  vom .  Gharacter  der  Ausdehnung  bezeichnen. 
Die  Punkte  der  Mittelfläche  bleiben  in  ihr,  die  zur  Platte  normalen  Fasern 
krftmmen  sich  nach  Parabeln,  deren  Scheitel  in  jener  nnd  welche  in  Nor- 
malebenen zu  ihr  liegen ;  die  ganze  Platte  erfährt  eine  gleichförmige  Aus- 
dehnung und  das  Elasticltätsellipsoid  reducirtsich  auf  einen  den  Endflächen 
der  Platten  parallelen  Kreis.  Die  Untisrsuchung  ergiebt  die  Löabarkeii 
des  Problems:  eine  Platte  soll  durck  Kräfte,  welche  auf  den  Rand  dersel- 
ben wirken,  so  ausgedehnt  werden ,  dass  die  Gontraction  senkrecht  gegen 
die  Fläche  der  Platte  überall  dieselbe  ist,  während  die  sämmtlichen  Paukte 
des  Randes  nach  der  Normale  desselben  willkürlich  voraus  bestimmte  Ver- 
schiebungen erfahren.  Dasselbe  wird  allgemein  discutirt  und  im  S  42  für 
den  speciellen  Fall  einer  kreiaförmigen  Platte  gelöst.  Im  $  43  wird  aar 
Anwendung  auf  die  angenäherte  Lösung  der  Aufgabe :  den  OleiobgewicfatB« 
zustand  einer  Platte  zu  bestimmen ,  auf  deren  cylindrische  Seitenflächen 
parallel  den  ebenen  Endflächen  der  Platte  symmetrisch  vertheilte  Kräfte 
wirken,  ver schritten  und  in  S  44  die  vollständige  Auflösung  desselben  für 
eine  kreisförmige  Platte  gegeben. 

Die  Zustände  der  anderen  Art  können  als  Biegung  durch  blosse 
Kräftepaare  characterisirt  werden.  Bei  ihnen  sind  die  Spannungen  im  un- 
teren Theile  der  Platte  denen  im  oberen  Theile  derselben  genau  gleich 
und  entgegengesetzt,  so  auch  die  auf  den  cylindrischen  Rand  wirkenden 
Zugkräfte;  die  Mittelfläche  selbst  erfährt  keinerlei  Spannungen,  aber  eine 
Gestaltsveränderung  durch  normale  Verschiebung  aller  ihrer  Punkte,  bei 
welcher  die  einzelnen  Fasern  geradlinig  bleiben,  indem  sie  nur  ihre  Richt- 
ung ändern.  Es  wird  gezeigt,  dasa  in  einem  gewissen  specielleB  Falle  die 
verschobenen  Fasern  als  Strahlen  eines  Bündels  aufgefasst  werden  dürfen, 
dass  die  der  Mittelfläche  parallelen  Querschnitte  in  einander  congruente 
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RotatioDsparaboloide  ttber^hen,  und  class  endlich  dieser  Fall  dann  ein- 
tritt, wenn  die  wirkenden  Kräfte  für  jede  Seite  des  Randcylinders  diesel- 
ben proportional  den  Abständen  ihrer  Angriffspunkte  von  der  Mittelfläche 
und  überall  normal  zur  Cylinderfläehe  sind.  In  S  46  kehrt  die  Untersuch- 
ung wieder  su  dem  allgemeineren  Problem  surüek:  durch  passende,  in 
der  angegebenen  Weise  wirkende  Kräftepaare  soll  die  Platte  so  gebogen 
werden,  dass  die  Peripherie  der  Mittelfläche  nach  der  Biegung  auf  einer 
beliebig  vorgeschriebenen  der  ursprünglichen  Peripherie  sehr  nahe  kom- 
menden Oberfläche  liegt;  es  lässt  sich  dasselbe  durch  das  einfachere  er- 
setzen :  die  Platte  soll  durch  die  Kräflepaare  so  gebogen  werden ,  dass  die 
Peripherie  der  Mittelfläche  senkrecht  zu  dieser  Fläche  selbst  gegebene  Ver- 
schiebungen erleidet  —  welches  auf  unendlich  vielen  Arten  lösbar  ist,  aber 
unter  der  Bedingung,  dass  an  keiner  Stelle  der  Platte  Volnmenveränderun« 
gen  stattfinden  sollen,  vollkommen  bestimmt  wird. 

In  der  Oegenübörstellung  dieser  zwei  Gruppen  in  der  Behandlung  des 
de  Saint-Venant'schen  Probiemes,  der  Cjlinder  mit  vorwaltender 
Längendimension  ohne  Seitendruck  und  der  Cylinder  mit  vorwaltenden 
Querdimensionen  ohne  Spannungen  normal  zur  Platte ,  erblicke  ich  einen 
Hauptwerthpunkt  dieser  Darstellung,  werthvoll  auch  abgesehen  von  der 
nicht  geringen  mathematischen  Bedeutung  der  völlig  ueuen  letzterwähnten 
Partie  von  rein  pädagogischem  Gesichtspunkte  aus. 

Ich  habe  geglaubt,  über  diesen  Theil  des  Werkes  mit  besonderer  Aus- 
führlichkeit berichten  zu  sollen,  weil  besonders  nach  der  in  ihm  verfolgten 
Richtung  hin  demselben  eine  tief  eingreifende  Wirkung  gewünscht  werden 
muss.  So  sehr  mich  aber  die  Schönheiten  des  zweiten  Haupttheiles  an- 
ziehen, so  fühle  ich  doch ,  dass  eine  Fortsetzung  des  Referates  in  der  bis* 
herigen  Weise  nicht  möglich  ist  und  hoffe  um  so  sicherer,  dass  eine  kürzere 
Darstellung  hier  genüge,  da  die  Probleme  dieses  Theiles  mehr  den  mathe- 
matischen Physiker  interessiren ,  der  nicht  erst  dafür  gewonnen  zu  werden 
braucht.  Denn  derselbe  giebt  die  Theorie  elastischer  Körper  von  zum 
Theil  unendlich  kleinen  Dimensionen,  der  dünnen  Stäbe  und  der  dünnen 
Platten. 

Der  einleitende  S  47  betont  mit  voller  Klarheit  die  wesentlich  unter- 
scheidenden Momente  für  die  Behandlung  elastischer  Körper  von  zum 
Theil  unendlich  kleinen  Dimensionen  gegen  solche  mit  überall  endlichen 
Dimensionen:  man  darf  die  Grundgleichungen  für  die  Theorie  der  Elasti- 
cität  der  Körper  hier  nicht  mehr  anwenden;  sie  sind  nur  für  die  inneren 
Verschiebungen  der  !C)lemente  noch  gültig  und  für  diese  Anwendung  gilt 
der  Kirch  hoff  *sche  Satz:  die  inneren  Verschiebungen  eines  sehr  kleinen 
Körpers  sind  nur  abhängig  von  den  Kräften,  w>elche  auf  seine  Ober- 
fläche, nicht  aber  von  denjenigen,  welche  auf  sein  Inneres  wirken,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Letzteren  nicht  gegen  die  Ersteren  sehr  gross  sind.  Wenn 
aber  auch  die  Verschiebungen  der  Elemente   an  sich  nur  sehr  klein  sind. 
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so  können  sie  sich  doch  so  addiren,  dass  die  räumliche  Verschiebung  eines 
Elementes  sehr  bedeutend  wird.  Und  was  den  Charakter  der  inneren  Ver- 
schiebungen selbst  betrifft,  so  werden  dieselben  nicht  nothwendig  hier  wie 
hei  den  Körpern  Ton  überall  endlichen  Dimensionen  durch  die  Kleinheit 
constanter  Factoren  klein  erhalten ,  sondern  diese  Constanten  können  be- 
trächtliche Werthe  annehmen,  ohne  dass  die  Kleinheit  der  inneren  Ver- 
schiebungen aufliört,  weil  die  Kleinheit  der  Dimensionen  sehr  kleine  Fac- 
toren ohnedies  in  die  Ausdrücke  einführt. 

$  48  zeigt  sodann,  dass  die  Formeln  des  de  Saint- Venant^schen 
Problemes,  den  Gleichgewichtszustand  eines  Cylinders  zu  bestimmen,  wenn 
die  Componenten  und  Drehungsmomente  der  auf  seine  Endflächen  wirken- 
den Kräfte  gegeben  sind  {S  23),  mit  Strenge  auf  die  Verschiebungen  ange- 
wendet werden  dürfen,  welche  im  Inneren  eines  der  cylindrischen  Ele- 
mentes des  Stabes  stattfinden ,  falls  auf  deren  krumme  Oberfläche  keine 
Kräfte  wirken ,  bei  denen  man  die  auf  das  Innere  wirkenden  Kräfte  ver- 
nachlässigen kann  und  die  an  den  ebenen  Endflächen  von  den  elastischen 
Kräften  der  angrenzenden  Theile  ergriffen  sind ;  wenn  jene  Formeln  eine 
bestimmte  Vertheilung  dieser  letzteren  Kräfte  voraussetzen,  so  verschwin- 
det die  daraus  bei  allgemeiner  Anwendung  entspringende  Ungenauigkeit 
doch  nothwendig  bei  verschwindend  kleinem  Querschnitt.  Diese  Gleich- 
ungen gelten  nur  für  sehr  kleine  Werthe  der  Coordinaten,  und  eine  licht- 
volle Erörterung  über  die  Ordnung  der  in  ihnen  auftretenden  Grössen 
schliesst  sich  daher  an  sie  an.  §49  fügt  diesen  Gleichungen  die  aus  der 
continuirlichen  Verbindung  der  Elemente  zum  Stabe  entspringenden  Be- 
dingungen hinzu  und  S  50  stellt  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des 
Stabes  auf.  In  den  nächsten  $$  werden  Anwendungen  dieser  Formeln  hin- 
zugefügt, nämlich  die  Untersuchung  des  Falles,  in  dem  nur  das  Ende  des 
Stabes  durch  Kräfte  und  Kräftepaare  ergriffen  ist,  und  die  der  Biegung 
eines  Stabes  in  einer  Ebene,  welche  eine  Hauptachse  seines  Querschnittes 
enthält;  dann  wird  der  Zusammenhang  mit  der  gewöhnlichen  Theorie  er- 
läutert. Die  SS  55 — 58  erweitern  aber  ferner  die  Gültigkeit  der  allgemei- 
nen Formeln  auf  ursprünglich  gekrümmte  Stäbe  und  geben  Formeln  für 
sehr  kleine  Gestaltsveränderungen  ursprünglich  gekrümmter  Stäbe. 

Im  S  59  werden  nach  dem  Princip  von  d'Alembert  aus  den  Gleich- 
gewichtsgleichungen die  Bewegungsgleichungen  abgeleitet  und  die  Systeme 
der  Gleichungen  und  Grenzbedingungen  für  Transversalschwingungen,  Lon- 
gitudinalschwingungen  und  Torsionsschwingungen  aufgestellt,  weiche  dann 
in  den  drei  folgenden  Paragraphen  einzeln  discutirt  werden;  in  S  6S  schliesst 
diese  Untersuchung  mit  einer  Betrachtung  der  im  Innern  stattfindenden 
Spannungen.  Es  ist  von  hohem  Interesse,  namentlich  die  Theorie  der 
Transversalverschwingungen  mit  der  gewöhnlichen  Ableitung  aus  der  Theo- 
rie der  absolut  biegsamen  Körper  zu  vergleichen. 

Die  SS  64 — 80  enthalten  die  Theorie  der  dünnen  Platten;  sie  begründen 
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zunächst  das  innere  Gleichgewicht  der  Elemente,  stellen  die  Continnit&ts-^ 
hedingungen  auf,  schreiten  durch  die  Bedingungen  des  äusseren  Gleichge* 
wichtes  der  Elemente  zu  den  Gleichungen  fort,  welche  das  Gleichgewicht 
der  ganzen  Scheibe  bedingen.  Im  Rückgang  auf  die  allgemeinen  Gleich- 
ungen des  S  n  werden  die  Spannungen  auf  den  Seitenflächen  eines  den 
Achsen  parallelen  unendlich  kleinen  Parallelepipedons  im  Innern  des  Ele- 
mentes bestimmt,  die  Bedingungen  des  inneren  Gleichgewichtes  aufgestellt 
und  die  Verschiebungen  und  Spannungen  daraus  abgeleitet;  es  zpigt  sich, 
dass  die  Ausdrücke  derselben  durch  die  entsprechende  Specialisirnng  der 
Formeln  des  §  30  erhalten  werden  könnten,  welche  das  de  Saint-Ven  an  ti- 
sche Problem  für  Platten  von  endlicher  Dicke  auflösen;  die  Spannungen 
oder  die  auf  den  Hand  des  Elementes  wirkenden  Kräfte  Ton  anderen  als 
den  dort  vorausgesetzten  Richtungen  nehmen  Werthe  an,  vermöge  deren 
sie  nur  Verschiebungen  erzengen,  welche  gegenüber  den  übrigen  von  einer 
höheren  Ordnung  sind.  Man  erkennt  darin  die  schöne  Symmetrie  der 
Gliederung  des  Werkes  in  seinen  Haupttheilen.  Ich  will  nur  noch  die 
Entwickelung  des  $  67  hervorheben ,  die  jedem  geometrischen  Leser  viel 
Freude  bereiten  wird  und  in  welcher  aus  den  Grundformeln  gezeigt  ist,  dass 
nur  abwickelbare  Flächen  für  die  Gestalt  der  gebogenen  Mitteliläche  zu* 
lässig  sind.  In  Folge  dessen  kann  die  wahre  Gestalt  dieser  Fläche  nur 
unendlich  wenig  von  einer  solchen  abwickelbaren  verschieden  sein,  durch 
Abweichungen,  die  dem  Einfluss  der  auf  das  Innere  wirkenden  Kräfte  ent- 
sprechen  und  die  man  durch  eine  zweite  Näherung  bestimmen  kann,  wäh- 
rend doch  die  Lösung  des  Näherungsproblemes  im  Allgemeinen  für  die 
Bestimmung  der  Formänderung  genügt. 

Der  $  69  giebt  die  definitive  Form  der  Gleichgewichtsbedingungen,  und 
in  den  SS  70 — 76  ist  die  Behandlung  des  Problemes  und  die  Anwendung  auf 
Beispiele  so  entwickelt,  dass  zuerst  jene  abwickelbare  Fläche  der  Mittel- 
fläche der  Platte  bestimmt,  dann  die  Dilatationen,  welche  den  äusseren 
Kräften  entsprechen,  und  endlich  die  kleinen  Abweichungen  der  wirklichen 
Gestalt  der  Mittelfläche  von  der  gefundenen  abwickelbaren  Fläche  abge- 
leitet werden.  Diese  Entwickelungen  enthalten  grosse  analytische  Reich- 
thümer  und  Methoden,  welche  für  den  Fortschritt  der  Untersuchungen  von 
hohem  Werthe  sein  dürften.  Die  SS  77 — 80  sind  den  Bewegungen  gewid- 
met und  enthalten  die  Theorie  der  Klangfiguren  in  einer  vorzüglich  schö- 
nen und  weiter  führenden  Darstellung.  Der  allgemeine  Beweis  der  Perio- 
dicität  der  Bewegungen  und  der  Bestimmtheit  der  Gleichgewichtsprobleme 
flchliesst  diesen  Abschnitt  und  den  Haupttheil  des  Werkes. 

Die  Anwendungen,  welche  in  den  $S  81  —  02  auf  die  Theorie  gerader 
cylindrischer  Stäbe  besonders  in  ihren  technischen  Verwendungen  gemacht 
werden,  stehen  jedoch  ebensowohl  mit  dem  allgemeinen  theoretischen 
Theile  in  nothwendigem  Zusammenhange,  als  sie  werthvoll  und  wichtig 
sind;  sie  werden  ohne  Zweifel  den  gründlich  mathematisch    gebildeten 
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Techniker  in  hohem  Grade  sich  erwerben.  Jene  Verbindung  erbellt  daraus, 
dass  die  aus  dem  Problem  von  de  Saint*Venant  entwickelten  Formeln, 
deren  allgemeinere  Gültigkeit  für  verhältniBsmässig  kleine  Querschnitte 
später  erwiesen  ward,  hier  zur  Grundlage  dienen,  obwohl  auch  ~-  mit  min- 
dererer  Strenge  jedoch  —  wie  überall  gewissenhaft  angegeben  ist ,  nach 
meiner  Meinung  keiner  der  geringsten  Vorzüge  des  Werkes  —  Körper  von 
nicht  ganz  cylindrischer  Form  behandelt  werden.  Diese  ihre  Wichtigkeit 
ftlr  die  Technik  erkennt  man  ans  der  üebersicht  der  behandelten  Problemef 
welche  ich  hier  noch  beifüge.  Man  findet  hier  die  Ausdehnung  von  Stu- 
ben mit  überall  gleichem  Querschnitt  und  bei  unveränderlichem  Querschnitt 
und  tiberall  gleicher  Spannung;  die  allgemeine  Theorie  der  Biegung,  ina- 
besondere unter  dem  Einfluss  stetig  vertheilter  Kräfte  ohne  Zug  oder 
Druck  in  der  Richtung  der  Achse  und  unter  dem  Einfluss  stetig  vertheilter 
Kräfte,  verbunden  mit  Einzelkräften ,  endlich  bei  sehr  grossem  Zug  oder 
Druck  in  der  Richtung  der  Längsachse ;  daran  schliessen  sich  Untersuch- 
ungen über  Stabsjsteme  ohne  Biegung  und  Stabsysteme  mit  Biegung,  und 
ich  will  nicht  vergessen  zu  erwähnen  den  inhaltreichen  S  88  über  die  Be- 
rechnung der  Trägheitsradien.  Mit  der  elementaren  Theorie  der  Torsion 
schliesst  das  Werk. 

Nach  dieser  Üebersicht  des  Inhaltes  wird  es  nicht  nöthig  sein,  weder 
über  den  Reichthum  des  Werkes  im  Allgemeinen,  noch  insbesondere  über 
den  Reichthum  desselben  an  neuen  Untersuchungen  und  Resultaten  ein 
Mehreres  zu  sagen ;  das  Werk  erfüllt  eben ,  was  der  Verfasser  sich  vorge- 
setzt hat,  zu  schaffen,  es  ist  das  erste  wirkliche  Lehrbuch  der  Theorie  der 
Elasticität  fester  Körper,  welches  die  mathematische  Literatur  besitzt  und 
ein  solches  konnte  ohne  Vereinigung  aller  der  dies  Buch  zierenden  Eigen- 
schaften nicht  geschrieben  weinlen.  Es  wird  dem  Analytiker  wie  dem 
mathematischen  Physiker  und  selbst  dem  Geometer  ein  belohnendes  Stu- 
dium sein ,  während  es  doch  diese  verschiedenen  Richtungen  mathemati- 
scher Arbeit  in  dem  einen  Zwecke  vereinigt,  eine  als  Grundlage  der  ge- 
sammten  Bauconstructionen  vor  Allem  technisch  hochwichtige  Lehre  von 
ihren  zahlreichen  irrigen  und  schiefen  Voraussetzungen  und  Entwickelun- 
gen  zu  reinigen  und  wahrhaft  streng  zu  begründen.  Darum  muss  das 
Werk  der  sorgfältigsten  Beachtung  und  dem  Studium  aller  Derer  zuerst 
angelegentlich  empfohlen  werden*^  welche  an  höheren  technischen  Unter- 
richtsanstalten für  diesen  Theil  der  Ingenieur  Wissenschaften  wirksam  sind, 
sodann  aber  dem  Selbststudium  aller  Strebsamen  unter  den  Jüngern  der- 
selben; denn  es  ist  zugleich  voll  vortrefflicher  Uebungsstudien  zur  analyti- 
schen Mechanik.  Es  wird  heutzutage  allgemein  anerkannt,  dass  eine  sorg- 
fältige mathematische  Durchbildung  die  beste  Grundlage  der  mechanisch- 
technischen Berufsbildung  ist  und  es  ist  dem  gegenüber  nicht  länger  zu- 
lässig, dass  man  in  gewissen  Partieen  der  technischen  Mechanik  den  An- 
forderungen der  mathematischen  Strenge  so  wenig  genügt.     Gewiss  darf 
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man  den  Werth  angenäherter  und  einfacherer  Resultate  nicht  unter- 
schätzen, aber  dieser  Werth  ist  doch  nur  dann  reell,  wenn  man  tiberall  in 
die  Ordnung  der  vernachlässigten  Grössen  eine  klare  Einsicht  sich  bewahrt 
hat.  Auch  für  diese  Kunst  des  wahrhaft  wissenschaftlichen  Annäherungs- 
verfahrens  bietet  das  Werk  von  Prof.  Clebsch  vortreffliche  Belehrung 
und  schöne  Beispiele. 

Aber  noch  eine  andere  Seite  der  Sache  muss  ich  hervorheben,  ehe  ich 
schliesse;  sie  betrifft  die  allgemeine  Bedeutung  der  mathematischen  Physik, 
deren  einen  Hanpttheil  ja  die  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  bildet. 
Es  ist  wahr,  sie  erfordert  eine  ziemlich  ausgedehnte  Anwendung  der  Hülfs- 
mittel  der  Integralrechnung.  Aber  es  ist  so,  wie  der  Verfasser  an  einer 
Stelle  seines  Vorwortes  sagt;  dass  in  allen  mathematisch  -  physikalischen 
Untersuchungen  die  mathematischen  Schwierigkeiten  durch  die  aus  der 
Natur  der  Sache  entspringenden  Anschauungen  so  sehr  erleichtert  werden, 
dass  auch  der  Lernende  im  Stande  ist,  sich  bequem  über  Probleme  hinzu- 
bewegen, welche  in  rein  mathematischer  Fassung  zu  tiberwinden  die 
ftusserste  Anstrengung  erfordern  wtirde.  Und  weiterbin:  hoffentlich  ist 
die  Zeit  nahe,  in  welcher  man  aufhören  wird,  von  dem  Studium  der  mathe- 
matischen Physik  wegen  eingebildeter  Schwierigkeiten  zurtickzuschrecken. 
Man  wird  dann  vielleicht  sehen,  dass  eben  diese  physikalischen  Studien 
für  den  Mathematiker,  nach  Ueberwindung  der  Elemente  seiner  Wissen- 
schaft, den  passendsten  Eingang  bilden  zu  jenen  höheren  und  abstracteren 
Theilen,  welche  unmittelbar  angegriffen  oft  fremdartig  und  dunkel  erschei- 
nen, welche,  aber  uns  befreundet  entgegenkommen  und  zum  weiteren  Aus- 
bau einzuladen  scheinen,  nachdem  wir  sie  in  dem  farbenreichen  Gewände 
physikalischer  Anwendung  kennen  gelernt  haben. 

Das  ist  dieselbe  Wahrheit,  die  auch  Lam^  in  seinen  seit  1852  ver- 
öffentlichten Werken  ausdauernd  gepredigt  hat,  und  es  steht  zu  hoffen  und 
zu  wünschen,  dass  das  vorliegende  Werk  zur  weiteren  Erkenntniss  dersel- 
ben recht  viel  beitrage.  Aber  ihre  Erwägung  führt  zu  einem  Wunsche  an 
den  Verfasser  des  hier  besprochenen  Werkes.  Derselbe  hat  in  den  Bän- 
den LVII  und  LXI  des  „Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik**,  das  überhaupt 
in  seinen  letzten  zehn  Bänden  zahlreiche  schöne  Beiträge  von  seiner  Hand 
gebracht  hat,  Studien  aus  dem  Gebiete  der  Optik  mitgetheilt  („Theorie  der 
circularpolarisirenden  Medien**,  „üeber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche**), 
welche  den  Wunsch  begründen,  dass  er  diesem  Theile  der  mathematischen 
Physik,  der  mit  der  Elasticitätstheorie  so  nahe  zusammenhängt,  eine  um- 
fassende Darstellung  zuwenden  möge. 

Es  muss  den  aufrichtigen  Freund  des  höheren  technischen  Unter- 
richtswesena  schmerzlich  berühren,  dass  der  Verfasser  dieses  Werkes  dem 
Lehrer •  Coliegium  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe,  als  dessen 
Mitglied  er  dasselbe  schrieb,  nun  bereits  nicht  mehr  angehört;  er  ward  zu 
einer  ehrenvollen  Wirksamkeit  an  die  Universität  Giessen  berufen  und  ist 
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diesem  Rufe  gefolgt.  Es  ist  das  ein  Verlust,  der  neben  dem  Tode  Redten  - 
b  a  c  h  e  r  *s  unvermindert  gefühlt  werden  muss.  Das  Werk ,  von  dem  ich 
spreehe ,  ist  so  zu  einem  Abscbiedsgeschenk  an  jene  Anstalt  geworden, 
und  es  ist  wahrhaft  eine  Abschiedsgabe  von  seltenem  Werthe!  Möge  sie 
in  der  Ingenieur- Wissenschaft  recht  wirksam  sein. 

Man  darf  vielleicht  hoffen,  dass  die  allgemein  wissenschaftliehe  Wirk- 
samkeit, in  der  er  nun  steht,  dem  Verfasser  vielseitigen  Anlass  zur  Weiter- 
ftthrung  seiner  mathematisch -physikalischen  Arbeiten  geben  wird;  sicher 
ist,  dass  die  bisherigen  Veröffentlichungen  ihm  die  aufmerksame  Beach- 
tung aller  wissenschaftlichen  Kreise  gewonnen  haben,  so  dass  sie  einer 
Wirksamkeit  dieser  Art  allen  Ei*folg  versprechen,  den  man  wünschen  musa. 

Die  Verlagsbuchhandlung  hat  durch  eine  schöne  Ausstattung  das  ihre 
beigetragen,  dem  Werke  eine  freundliche  Aufnahme  zu  gewinnen. 

Chemnitz,  Juni  1853.  Wilhelm  Fiedler. 


Gmndrisf  der  Differential  und  Integralrechnung  mit  Anwendungen.    Von 
M.  Stegemann,  Assistenten  für  praktische  Geometrie  und  dar- 
stellende Geometrie  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Hannover. 
1.  Theil.     Differentialrechnung.     Hannover,  Helwing'sche  Hof- 
buchhandlung. 
Das  vorliegende  Buch  ist,  wie  Vorrede  und  Inhalt  zeigen,  in  der  wohl- 
meinenden Absicht  geschrieben,  den  Schülern  das  Studium  der  höheren 
Analysis  durch  möglichst  fassliche  Darstellung,  graphische  Hülfsmtttel  und 
zahlreiche  Beispiele  thunlichst  zu  erleichtern  —  ein  Bemühen ,  das  ohne 
Zweifel  seine  Berechtigung  hat  und  auch  alle  Anerkennung  verdient,  so 
lange  dabei  die  Forderungen  wissenschaftlicher  Strenge  nicht  vernach- 
lässigt werden.     Wenn  nun   auch  Ref.  gern  zugiebt,  dass  der  Verfasser 
jene  Absicht  theil  weise  erreicht  hat,  so  kann  er  doch  auf  der  anderen  Seite 
nicht  verschweigen,  dass  dies  fast  durchgängig  auf  Kosten  der  Strenge  ge- 
schehen ist     Ja  es  scheint  sogar,  als  wäre  der  Verfasser  völlig  unbekannt 
mit  den  zahlreichen  Einwürfen,  die  z.  B.  von  Liouville,  Arndt  u.  A. 
gegen  mehrere  der  herkömmlichen  Beweisarten  erhoben  worden  sind ,  und 
als  sähe  er  eben  deswegen  die  besseren  (häufig  nicht  einmal  umständliche- 
ren) Methoden  der  neueren  Zeit  für  unnütze  Subtilitäten  an.     Als  Belege 
für  dieses  Urtheil  mögen  einige  Stellen  aus  dem  Buche  folgen. 

i^  Der  Verfasser  erklärt  auf  S.  12  eine  Reihe  für  convergent,  „wenn 
„die  Summe  ihrer  unendlich  -vielen  Glieder  einen  bestimmten  endlichen 
„Werth  hat,  und  es  ausserdem  möglich  ist,  durch  Addition  einer  genügen- 
„den  Anzahl  der  ersten  Glieder  diesem  Werthe  näher  zu  kommen,  als  der 
„Werth  jeder  beliebig  kleinen  Zahl  ist.^^  Diese  Definition  leidet  an  Ueber- 
bestimmtheit;  ist  nämlich 

*(«)  =  Mo  +  Wt  +  Wt  +  •  •  •  +  «■-! 
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und  Lim  if;(n)  =  einer  endlichen  Grösse  ^,  so  versteht  sich  ganz  von  selbst, 
dass  bei  hinreichend  grossen  n  der  Unterschied  zwischen  $  und  ^(n)  be- 
liebig klein  gemacht  werden  kann;  denn  im  Oegenfalle  wäre  eben  $  nicht 
der  Grenzwerth  von  ilf{n).  Das  vom  Verfasser  gegebene  Beispiel  ist  übri- 
gens sehr  unglücklich  gewählt,  weil  darin  bereits  u^  =  co  wird  und  damit 
alle  weitere  Untersuchung  aufhört, 

2.    Auf  S.  18  benutzt  der  Verfasser  den  binomischen  Satz  zur  Ablei- 
tung der  Formel 

Dagegen  ist  zweierlei  zu  erinnern.  Für  die  Einleitung  in  die  Differen- 
tialrechnung bedarf  es  der  vorstehenden  Formel  gar  nicht ,  vielmehr  reicht 

der  Nachweis  hin,  dass  sich  ( 1  -| —  j  einer  bestimmten ,  zwischen  2  und  4 

liegenden  Grenze  nähert;  der  numerische  Betrag  derselben  findet  sich  spä- 
ter gelegentlich  aus  der  Reihe  für  e*.  Will  man  aber  die  obige  Formel 
doch  entwickeln,  so  muss  man  sich  wenigstens  vor  den  Einwürfen  sicher 
stellen,  die  bereits  Liouville  gemacht  und  die  Ref.  bei  der  Anzeige  des 
Tellkampfschen  Buches  (Jahrg.  1862,  S.  68  der  Literaturztg.)  wieder  in 
Erinnerung  gebracht  hat.  Leider  ist  des  Verfassers  Herleitung  in  dieser 
Beziehung  äusserst  mangelhaft  und  zwar  hauptsächlich  zufolge  einer  fal- 
schen Anwendung  des  Satzes,  dass  der  Grenzwerth  einer  Summe  gleich  ]«t 
der  Summe  von  den  Grenzwerthen  der  einzelnen  Theile.  Dieser  Satz 
gilt  nämlich  fUr  jede  Summe  einer  endlichen  Menge  von  Summanden,  er 
erleidet  aber  häufige  Ausnahmen,  wenn  die  Anzahl  der  Summanden  ent- 
weder von  Hause  aus  unendlich  ist,  oder  es  durch  den  Grenzenübergang 
wird.     Wäre  z.  B.  der  Grenzwerth  folgender  Summe  zu  bestimmen 

'*"•••''"[  1.2.3. ...n  "^«' 

80  müsste  der  Verfasser  consequenterweise  schliessen:  da  sich  die  einzel- 
nen Glieder  den  Grenzen 

1         1  1 

1,    -, 


1  '    1.2'    1.2.3' 
nähern,  so  ist 

Darin  steckt  aber  ein  bedeutender  Fehler,  denn  der  richtige  Grenzwerth 
ist  hier  e  +  ^. — 

Zeitschrift  f.  Matliemalilc  a.  Phyiiik.  VIIl,  5.  8 
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Auch  kann  Ref.  die  ungenaue  Ausdruckweise    „für  n  =  oo  wird  — 

n 

gleich  Null**  nicht  ungerügt  lassen.    Unter  keinen  Umständen  wird— =0, 

vielmehr  hat  —  die  Null  zur  (gewissermassen  idealen)  Grenze ,  unddas  ist 

sehr  zweierlei  und  von  wesentlicher  Bedeutung  fär  die  richtige  Auffassung 
des  Unendlich  kleinen, 

3.  Die  Differentiale  erklärt  der  Verfasser  für  Grössen,  welche  dem 
Werthe  nach  Nullen,  aber  keineswegs  absolute  Nichtse 
sind  — ;  auf  S.  37  giebt  zwar  der  Verfasser  selber  den  hierin  liegenden 
Widerspruch  zu,  tröstet  sich  aber  damit,  dass  wir  das  Unendlichkleine  an 
sich  nicht  sollen  denken  können.  Dabei  ist  es  allerdings  ganz  unbegreif- 
lich, wie  es  der  menschliche  Geist  nur  wagen  konnte,  mit  undenkbaren 
Dingen  rechnen  zu  wollen,  und  ein  wahres  Iläthsel  bleibt  es,  dass  ein 
geistiges  Instrument,  welches  sich  selber  widerspricht,  richtige  Resultate 
liefert.  Die  Sache  erklärt  sich  sehr  leicht;  nur  der  Verfasser  kann  sich 
das  Unendlichkleine  nicht  denken,  weil  er  aus  dem  Dilemma  „eine  Grösse 
ist  entweder  Etwas  oder  Nichts**  keinen  Ausweg  zu  finden  weiss.  Dieses 
Dilemma  ist  allerdings  für  eine  absolute  Constante  richtig,  nicht  aber 
für  eine  Variabele,  denn  eine  solche  kaün,  von  irgend  einem  endlichen 
Werthe  ausgehend,  sich  dem  Nichts  (d.  h.  der  Null)  fortwährend  und  beliebig 
weit  nähern;  sie  ist  dann  weder  Etwas  noch  Nichts.*)  Mit  vollkommener 
Deutlichkeit  ersieht  man  dies  auch  aus  den  Anwendungen  der  Differential- 
und  Integralrechnung.  Theilt  man  z.  B.  jeden  der  beiden  Schenkel  AC 
und  BC  eines  gleichschenkeligen  Dreieckes  in  n  gleiche  Theile,  verbindet 
den  ersten  Theilpunkt  auf  ^C  mit  dem  (n —  l)ten  Auf  BC,  den  zweiten  aaf 
AC  mit  dem  («  —  2)ten  auf  ^C  u.  s.  w.,  so  erhält  man  ein  Polygon,  welches 
einer  gewissen  Parabel  umschrieben  ist  und  bei  unendlich  wachsenden 
n  sich  dieser  Parabel  als  Grenze  nähert.  Nach  der  Lehre  von  den  ein- 
hüllenden Curven  zeigt  sich  bei  genauer  Ansicht  der  Rechnung,**)  dass, 
wenn  k  den  Abstand  irgend  eines  Theilpunktes  (von  C  aus  gerechnet)  be- 

AC 
zeichnet, "^ Ar  = — ist;  dann  bedeutet  aber  dk  denselben  Quotienten  nur 

mit  der  Clausel,  dass  n  als  unendlich  wachsende  Zahl  gedacht  werden 
soll.  Dagegen  hat  es  hier  gar  keinen  Sinn,  dk  für  Null  auszugeben.  Bei 
der  Quadratur  ebener  Curven  stösst  man  auf  dieselbe  Deutung  des  Diffe- 
rentiales.     Erstreckt  sich  die  Fläche  der  Gurve  von  x  =  a  bis  a;==6,  ist 


*)  Schon  der  alte  ehrwürdige  TobiasMayer  sas^t  ebenso  wahr  als  klar:  „lieber- 
hanpt  gedenken  wir  uns  in  der  Mathematik  das  Unendliche  nie  im  Zustande  des 
würklicben  iS e y n 8 ,  sondern  nur  im  Zustande  des  Werdens;  wir  sagen  nie,  eine 
Grösse  in  t  unendlich,  sondern,  sie  wirdninendlich.'*     (Differentialrechnung  S.  33.) 

•*)  Vergl.  d.  Verf.  Compendium  der  höheren  Analysis.     2te  Aufl.     S.  131. 
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ferner  ö  = und  bedeuten  y„,  y,,  y, . .  .  y»— j  die  Ordinalen,  welche  den 

n 

Abscissen  a,  a  +  ö,  a  +  20^  . . .  a  -h  («  —  i)d  entsprechen,  so  hat  man  be- 
kanntlich 

S^=Lim{y^d  +  y^ö  +  y^d+  ..  .  +y„-id) 
=  Lim  £y  ö ,         (von  ar  =  a  bis  x  ==  b  —  ^j, 


=  Lim  £y  ^x  =  j  y  dx, 


a 
mithin  ist  wiederum  dx  = unter  der  Voraussetzung  eines  unendlich 

wachsenden  n.  —  Diese  Anschanungsweiüe  geht  bekanntlich  durch  die  ge- 
sammte  höhere  Geometrie,  Mechanik  u.  s.  w. ,  und  es  begreift  sich  deshalb 
schwer,  wie  der  Verfasser  zu  seinen  Unklarheiten  kommen  und  sie  fest- 
halten konnte. 

4.  Auf  S.  56  und  57  handelt  es  sich  um  den  Beweis  des  Satzes:  wenn 
u  and  17  Functionen  von  x  sind,  so  wird 

df[u,v)^df{u,v)  du^       df(ii,v)  dv_ 

dx  du      dx  dv       dx'* 

dazu  benutzt  der  Verfasser  die  Gleichung 

j.    f(u  +  ^1u,v  +  Jv)--f(u,v  +  Jv)      df{u,v) 

iitm = — . 

z/u  du 

und  meint,  dieselbe  folge  aus 

Lim  A^+^^^O-A^,^)  ^  df{u,v)^ 
Ju  du 

Nach  einer  schon  von  Arndt  geroachten  Bemerkung  luuss  diese  Schluss- 
weise als  hypothetisch  bezeichnet  werden.  Die  letzte  Gleichung  ist 
ohne  Zweifel  richtig,  die  erste  aber  enthält  v  nicht  als  Constante,  und 
da  V  von  x  abhängt  und  daher  auch  mit  u  im  Zusammenhange  steht,  so 
fragt  es  sich  doch,  ob  die  Anwesenheit  von  ^v  ohne  Einfluss  ist  oder  nicht. 

5.  Bei  den  Reihenentwickelungen  bedient  sich  der  Verfasser  meisten- 
theils  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten ,  ohne  jedoch  über  die 
Gültigkeitsgrenzen  irgend  eine  Untersuchung  anzustellen.  Weiss  denn 
der  Verfasser  nicht,  dass  man  durch  eine  solche  Handhabung  jener  Methode 
Alles  beweisen  kann,  was  man  nur  will.     So  findet  man  z.  B. 

die  rechte  Seite  bleibt  immer  positiv,  also  hat  wohl  auch  sec  x  keinen  Zei- 
chenwechsel. Gestattet  man  sich  aber  einmal  den  Zweifel,  ob  die  Gleich- 
ung über  x  =  \n  hinaus  richtig  bleiben  werde,  so  ist  es  immer  noch  frag- 
lich, ob  sie  auch  innerhalb  des  ganzen  ersten  Quadranten  gilt;  vielleicht 
beschränkt  sich  ihre  Geltung  auf  das  Intervall  o:  =  0  bis  d?  =  ^!V  oder  auf 
ein  noch  kleineres.    Dies  zu  wissen,  ist  schon  aus  dem  praktischen  Grunde 

8* 
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nothwendig,  weil  man  die  Reihen  so  häufig  zur  Integration  benutzt;  hier- 
nach bleibt  es  z.  B.  nnentschieden,  ob  die  Formel 

y«r,eca.dx  =  i(fy+i(fJ+j^(0+.... 
•  0 

richtig  oder  falsch  ist.  —  Alles  dies  ist  schon  hundertmal  gesagt  und  durch 
Beispiele  belegt  worden,  aber  es  gifibt  in  der  That  Wahrheiten,  die  man 
nicht  oft  genug  wiederholen  kann. 

Am  Ende  des  Capitels  über  die  Reihenentwickelnngen  werden  auch 
die  Reste  der  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin  bestimmt  —  leider 
auf  dem  unbequemsten  Wege,  der  gerade  zu  den  minder  brauchbaren  For- 
men der  Reste  führt.    Von  einer  Anwendung  dieser  Lehren  ist  keine  Rede. 

6.  In  §  42  begegnet  man  wieder  dem  so  oft  gerügten  handgreiflichen 
Fehler,  dass  die  Fxponentialreihe ,  die  vorher  nur  für  reelle  Exponenten 
bewiesen  worden  ist,  sofort  auf  imaginäre  Exponenten  ausgedehnt  wird. 
Wie  kann  man  denn  von  einer  Grösse  ^  reden ,  deren  Bedeutung  man 
nicht  kennt  und  über  die  nicht  einmal  eine  Definition  gegeben  ist.  Wenn 
ein  solcher  Uebergang  von  den  Exponentialgrössen  zu  den  goniometrischen 
Functionen  richtig  wäre,  so  mttsste  es  auch  der  umgekehrte  Gang  sein, 
nämlich 


cosx  =  l  —  -—-  + 


mithin 


d.  h. 


cos  (ix)  =  1  -f 


1.2        1.2.3.4 
r72"*'l.2.3.4 


C08 {ix)  =s  |(g*  +  e— *). 

Hier  springt  freilich  in  die  Augen,  dass  es  gar  keinen  vernünftigen 
Sinn  hat,  ohne  nähere  Erklärung  vom  Cosinus  eines  imaginären  Bogens  zu 
reden ;  dasselbe  gilt  aber  auch  von  e^. 

Gleich  darauf  macht  der  Verfasser  den  weiteren  Fehler,  Sätze  wie 
e". e^  =  e*+«',  (<?•)"•  =s  e«*  für  imaginäre  u  und  v  anzuwenden,  obschon  die 
gewöhnlichen  Beweise  jener  Formeln  nur  bei  reellen  u  und  v  eine  klare 
Bedeutung  haben.  Der  richtige  Gedankengang  ist  gerade  umgekehrt;  aus 
der  Definition 

£j*+«y  =  Lim  JA  +  ^Ji^Yi  ==  e'{co8fj  +  isiny) 

folgt  nämlich ,  dass  die  obigen  Formeln  auch  bei  complexen  Exponenten 
richtig  bleiben,  und  zwar  besteht  dieses  Resultat  ganz  unabhängig  von  .der 
Reihenlehre. 
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des  wahren  Werthes  von 
für  den  Fall  F{a)  =  0,  f{a)  =  0, 


7.    Bei  der  Bestimmnng  des  wahren  Werthes  von 


m 

geht  der  Verfasser  von  der  Annahme  aus,  dass  F{a  +  h)  und  f{a  -f-  h)  nach 
dem  Taylor^schen  Satze  entwickelbar  sind.  Wenn  dieses  Verfahren  genau 
sein  soll,  so  müssen  wenigstens  die  Reste  mitgerechnet  werden  (was  der 
Verfasser  unterlässt),  aber  die  ganze  Voraussetzung  ist  überflüssig,  und  es 
bedarf  nur  der  Definition  der  Differentialquotienten,  um  den  gesuchten 
wahren  Werth  zu  erhalten. 

Nach  diesen  Proben  darf  man  schliessen,  dass  der  Verfasser  entweder 
die  neuere  mathematische  Literatur  nicht  hinreichend  kennt ,  oder  dass  er 
bei  seinen  Studien  die  Aufmerksamkeit  immer  nur  auf  die  Resultate  der 
Wissenschaft  gerichtet  hat,  ohne  die  Grundbegriffe  einer  näheren  Unter- 
suchung zu  würdigen  und  ohne  sich  nach  den  Gründen  zu  fragen,  warum 
verschiedene  Schriftsteller  so  verschiedene  Methoden  anwenden.  Das  Eine 
wie  das  Andere  muss  als  wesentlicher  Mangel  bezeichnet  werden;  denn 
gerade  von  einem  Lehrer  verlangt  man  ausser  einer  nicht  geringen  Li- 
teraturkenntniss  vorzugsweise  Klarheit  in  den  Grundbegriffen  und  ein 
sicheres  Urtheil  über  die  gegenseitige  Stellung  und  den  Werth  der  ver- 
schiedenen Methoden.  Hoffen  wir,  dass  es  dem  Verfasser  gelingen  möge, 
den  in  Aussicht  gestellten  zweiten  Band  befriedigender  zu  gestalten. 

SCHLÖtfILCH. 
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Recensionen. 

Olry  TerqneiiL    Biographische  Notiz  von  M.  Cantor. 

Im  Monat  Mai  des  vorigen  Jahres  durchlief  die  mathematische  Welt 
die  traurige  Nachricht,  dass  Herr  Terquem,  einer  der  Leiter  der  „iVöu- 
velles  annales  de  tnaihemaliques^'^  gestorben  sei.  Wenige  Monate  darauf 
erschien  in  der  von  ihm  gegründeten  Zeitschrift  sein  Nekrolog  ans  der  Fe- 
der seines  Nachfolgers,  des  Herrn  E.  Prouhet.  Endlich  brachte  das  dies- 
jährige Jnniheft  derselben  Zeitschrift  einen  biographischen  Nachruf  von 
Seiten  des  H.  Ghasles,  eigentlich  einen  Auszug  aus  einem  Berichte,  wel- 
cher dazu  bestimmt  war,  einen  Jahresgehalt  fUr  die  Wittwe  des  Verstorbe- 
oen  aus  den  Mitteln  der  Yersorgungsanstalt  der  Freunde  der  Wissenschaft 
BU  erwirken.  Diese  beiden  Aufsätze  dienten  mir  als  Quelle  für  die  Noti- 
zen, welche  ich  gegenwärtig  den  Lesern  unserer  Zeitschrift  vorlege,  um 
auch  in  ihnen  die  Erinnerung  an  einen  Ehrenmann  wach  zu  erhalten,  den 
Jeder,  der  ihn  kannte,  schätzen  und  lieben  musste* 

Olry  Terquem  wurde  den  10.  Juni  1782  in  Metz  geboren.  Sein 
Vater,  von  Religion  Jude  und  strenggläubig,  wie  es  zu  jener  Zeit  selbst- 
verständlich war,  Hess  ihn  die  Rabinerschnle  besuchen,  in  welcher  er  bis  zu 
seinem  12.  Jahre  mit  allen  Feinheiten  des  Hebräischen  bekannt  wurde  und 
die  Spitzfindigkeiten  des  Talmuds  zu  deuten  begann,  ohne  übrigens  jemals 
einen  eigentlich  gramr  Vijchen  Unterricht  zu  erhalten.  Andere' Kennt- 
nisse vollends  wurden  gänzlich  vernachlässigt.  Diese  Erziehungsweise 
war  eben  damals  noch  allgemein  unter  den  Juden  der  deutsch  -  franzö- 
sischen Provinzen  verbreitet,  welche  in  jeder  Beziehung  tief  unterhalb  ihrer 
Glaubensgenossen  diesseits  des  Rheines  standen,  fast  ebenso  tief  wie  diese 
selbst  wieder  unter  den  Juden  Norddeutschlands,  besonders  Berlins.  Von 
1794  an  erhielt  der  junge  Terquem  erst  Unterricht  in  der  deutschen 
Sprache,  dem  einige  Jahre  später  der  in  der  französischen  Sprache  folgte. 
Li  seinem  elterlichen  Hause  wurde  nämlich  nur  jener  unbeschreibbare  jü- 
dische* Provinzialdialekt  von  Metz  gesprochen,  der  aus  zufällig  und  sogar 
absichtlich  verketzerten  Bestandtheilen  aller  möglichen  Sprachen  zusam- 
mengesetzt die  Erlernung  auch  der  vaterländischen  Sprachen,  der  des  na- 
türlichen wie  des  politischen  Vaterlandes,  als  vollständig  fremder  Idiome 

ZeiUchrift  f.  Nathenatik  a.  Physik.  VIII,  8.  9 
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notbwendig  machte.  Dieser  Umstand  machte  Terqaem  noch  viel  zu  schaf- 
fen, als  er  die  für  alle  Confessioneu  frisch  eröffnete  Centralschnle  zu  be- 
suchen anfing  und  in  ihr  eine  Menge  neuer  Dinge  in  einer  Sprache  vortra- 
gen hörte,  welche  ihm  selbst  noch  Schwierigkeiten  verursachte.  Sein  erster 
Versuch,  Aufnahme  in  die  polytechnische  Schule  zu  erlangen,  scheiterte  an 
dieser  unvollständigen  Kenntniss  des  Französischen.  Mit  unbeirrtem  Eifer 
setzte  er  seine  Studien  fort,  und  im  October  180t  bestand  er  die  Aufnahme- 
prüfung mit  gutem  Erfolge. 

Dieselben  Erfolge  begleiteten  seinen  Aufenthalt  an  der  Schule,  welcher 
er  bald  als  Klassenaufseher,  wie  wir  heute  sagen  würden  (damals  hiess  es 
Divisionschef),  beigegeben  wurde,  und  im  April  1804  kam  er  nach  Mainz, 
um  den  Lehrstuhl  der  höheren  Mathematik  am  dortigen  hjcenm  einzuneh- 
men. Er  verband  damit  seit  1811  eine  Professur  an  der  ebendaselbst  ge- 
gründeten Artillerieschule  und  wurde  den  5.  März  1812  zum  Ehrendoctor 
promovirt.  Als  Mainz  im  Jahre  1814  durch  deutsche  Waffen  wieder  ge- 
wonnen war,  mnsste  Terquem  es  verlassen.  Zwei  Stellen  wurden  ihm 
gleichzeitig  angeboten :  die  eine  an  dem  Lyceum  in  Rheims ,  die  andere  an 
der  Artillerieschule  in  Orenoble.  Terquem  schlug  beide  Stellen  ans. 
Er  fühlte,  dass  seine  grenzenlose  Wissbegierde  nur  in  Paris  selbst  Nabrang 
finden  konnte,  und  dass  seine  ganze  wissenschaftliche  Richtung  duvch  die- 
sen geistigen  Heisshunger  bedingt  war.  Terquem  war  keiner  von  jenen 
genialen  Schriftstellern,  welche  unsere  Bewunderung  dadurch  herausfor* 
dem,  dass  sie  so  zu  sagen  Alles  neu  schaffen,  dass  sie  die  Entdeckungen 
auch  auf  dem  Gebiete  ihrer  Lieblingsforschungen,  welche  von  Anderen 
herrühren,  consequent  unbeachtet  lassen.  Terquem *s  Verdienste  gehören 
einer  anderen  Gattung  an.  Ihm  fehlte  der  wesentlich  spontane  Erfindungs- 
geist; dagegen  besass  er  den  Trieb  der  Gelehrsamkeit,  den  Trieb  alles  Wissen 
in  sich  zu  veieinigen  und  zu  verarbeiten,  und  es  dann  in  neuer  Ordnung 
klarer  nnd  fasslicher  zu  reproduciren ,  als  die  Erfinder  selbst  es  geschaffen 
hatten.  Er  fühlte,  was  er  in  dieser  Weise  zu  leisten  im  Stande  war,  wenn 
er  auch  den  Werth  dieser  Leistungen  selbst  in  bescheidenster  Weise  aa- 
schlug,  man  kann  wohl  sagen  unterschätzte.  Er  fühlte  zngleich,  dass  wenn 
Männer  der  ersten  Art  an  jedem  Orte  und  in  jeder  Lebensstellang  gedeihen 
können,  für  Männer  der  zweiten  Art  ein  besonders  vorbereiteter  Boden  noth- 
wendig  ist.  Sie  müssen  Nahrung  in  reichem  Masse  aufnehmen  können, 
nm  aus  ihr  die  eigenen  Producte  bereiten  zu  können,  denen  es  daram  noch 
nicht  an  Selbstständigkeit  fehlt.  Ein  solcher  Boden  fand  sich  für  Ter» 
quem,  als  ihm  die  Vorstandsstelle  der  Artilleriebibliothek  sn  Paris  mit 
dem  Titel  Professor  angeboten  wurde ,  und  diesmal  griff  er  eben  so  eifrig 
zu,  als  er  vorher  die  Anerbieten  spröde  abgewiesen  hatte. 

Die  Bibliothek  war  allerdings  nur  klein.  Sie  enthielt,  als  Terqneni 
sie  übernahm,  nicht  mehr  als  300  Werke.  Aber  nnter  seiner  Leitung  ver- 
grösserte  sie  sich  überraschend  schnell,  nnd  im  gegenwärtigen  Augenblick 
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zählt  sie  zu  den  bedeutendsten  Bächersammlungeu  des  Faches.  Aoch  die* 
ser  Umstand  trug  nicht  wenig  dazu  bei ,  den  wissenschaftlichen  Charakter 
von  Terquem^s  Forschungen  zu  bestimmen.  Es  war  gewissermassen 
seine  eigene  Bibliothek,  welche  in  den  liäamlichkeiten  der  rue  St.  Thomas 
d^Aqaiu  aufgestellt  war.  Jedes  Buch  fast  war  bei  seiner  Anschaffung  durch 
seine  Hände  gegangen,  jedes  hatte  er  wenigstens  flüclitig  durchgesehen  und 
den  Inhalt  in  seinem  wunderbar  treuen  Gedächtnisse  aufbewahrt.  Er  war 
ein  lebendiger  Katalog  seiner  Büchersammlung.  Dort,  in  dem  Expedi- 
tionszimmer, hielt  er  sich  stundenlang  auf,  um  auf  alle  möglichen  Fragen 
Antwort  zu  ertheilen,  und  an  einen  Besuch  in  diesem  dem  Publikum  geöff- 
neten Arbeitscabinete  des  bescheidenen  Gelehrten  knüpfen  sich  auch  meine 
persönlichen  Erinnerungen  an  ihn.  Er  war  ein  kleines  Männchen  mit 
scharf  ausgesprochenen  Zügen.  Kleine  glänzende  Augen  lagen  tief  unter 
der  Stirne,  über  welcher  ein  wahrer  Urwald  von  pechschwarzen  Haaren 
sich  ungestüm  kräuselte.  Die  Unterhaltung  mit  ihm  war  nicht  ganz  leicht, 
da  er  damals  schon,  im  Sommer  1856,  ziemlich  harthörig  war.  Hatte  er 
sich  aber  an  ein  Organ  erst  einmal  gewöhnt,  so  minderte  sich  diese  Schwie- 
rigkeit bedeutend,  und  es  war  wohl  der  Mühe  werth ,  es  bis  zu  dieser  Ge- 
wohnheit zu  bringen,  so  angenehm  und  geistreich  war  sein  Gespräch;  so 
liebenswürdig  waren  sogar  die  zahllosen  Zerstreutheiten,  die  er  sich  zu 
Schulden  kommen  Hess.  Ter  quem  behielt  die  Stelle  des  Bibliothekars, 
sowie  die  für  ihn  damit  verbundene  Professur  bis  zu  seinem  Tode,  und  mau 
scheint  darnach  für  ihn  eine  Ausnahme  von  der  statutenmässigen  Vorschrift 
gemacht  zu  haben,  nach  welcher  Professoren  an  Artilleriesehulen  mit  dem 
60.  Lebensjahre  pensionirt  werden  müssen. 

Die  erste  wissenschaftliche  Arbeit  Ter  quem  *8,  welche  ich  angegeben 
finde,  ist  eine  Abhandlung  in  der  jfiorrespondance  de  Vecole  polytechnique^^ 
vom  Januar  1816.  Sie  ist  historischen  Inhaltes  und  beschäftigt  sich  init 
der  Algebra  und  Arithmetik  der  Indier,  besonders  des  Brahmegupta  und 
des  Bhascara-Acharya,  welche  damals  anfingen,  im  Auszuge  bekannt  zu 
werden,  und  welche,  wie  man  weiss,  ein  Jahr  später  (1817)  durch  Colebrooke. 
englisch  herausgegeben  wurden.  Dieser  Abhandlung  folgte  eine  Beihe 
anderer  in  den  verschiedenen  französischen  Zeitschriften,  wie  z.  B.  in  den 
j^Jnnales  de  malhemaliques''  von  Gergonne,  in  dem  Bulletin  von  Förns- 
sac,  in  dem  y^Journal  de mathematiques*^  von  Liouville,  aus  welcher  ich  nur 
die  letztveröffentlichte  Abhandlung :  NoUce  sur  un  manuscrii hebreu  darithmetique 
dlbn  Esra  aus  dem  Jahre  1841  (Journ.  Math^m.  VI,  275—206)  nenne.  Die- 
ser mit  grosser  Sachkenntniss  verfertigte  Bericht  über  ein  Werk  aus  dem 
S.  XIII,  also  von  einem  ungefähren  Zeitgenossen  des  Leonardo  von  Pisa, 
ist  voller  Interesse  und  verdiente  in  historischen  Arbeiten  weit  mehr  be- 
rücksichtigt zu  werden ,  als  ihm  in  der  Regel  widerfährt.  Ich  selbst  muss 
mich  solcher  Unterlassungssünden  anschuldigen,  da  mir  die  Abhandlung  erst 
jetzt  bekannt  wurde.     Im  Jahre  1842  fasste  Hr.  G^rono  den  Plan,  eine 

9* 


1 08  •       Literaturzeitung. 


neue  mathematische  Zeitschrift  zu  gründen ,  welche  elementarer  gehalten 
als  die  übrigen  damals  bestehenden  den  jüngeren  Candidaten  der  Wissen- 
schaft sowohl  zum  Studium  dienen  könne ,  als  auch  zum  Stapelplatze ,  wo 
sie  selbst  die  Erstlings  fruchte  ihrer  literarischen  Thätigkeit  abzusetzen  Oe* 
legenheit  fänden.  Terquem  ging  mit  Vergnügen  auf  den  Vorschlag  ein, 
sich  bei  dem  neuen  Unternehmen  zu  betheiligen,  und  so  entstanden  die 
j^Nouv'elles  annales  de  mathemaliques,  Journal  des  candidats  aux  ecoles  polytech- 
nique  et  normale'^  deren  22.  Band  gegenwärtig  erscheint  und  für  die  Lebens- 
fähigkeit des  Unternehmens  zeugt ,  während  in  Neapel  seit  Anfang  dieaes 
Jahres  eine  auf  denselben  Principien  fassende  neue  Zeitschrift  ins  Dasein 
getreten  ist,  das  ^fiiornale  dt  malemaliche  ad  uso  delli  sludenU  delle  unwersüä 
Ilaliane  publicalo  per  cura  dei  professori  G,  Ballaglini,  V,  Janni  e  N.  Trud^\ 
Auch  der  seit  1861  erscheinende  „Oxford,  Cambridge  and  Duplin  Messenger  of 
MalhemaUcs^^  scheint  ähnliche  Zwecke  zu  verfolgen.  Zur  Verbreitung  von 
historisch^mathematischen  Kenntnissen,  auf  welche  Ter  quem  von  Anfang 
an  sein  Augenmerk  richtete,  fügte  er  seiner  Zeitschrift  seit  1855  einen  be- 
sonders paginirten  Anhang  bei,  das  BuUeiin  d'histoire,  de  hiographie  et  de 
bibliograpkie  mathemaliques.  Ich  gestehe ,  dass  ich  mit  dieser  Absonderung 
nicht  einverstanden  bin,  da  sie  geeignet  ist,  dem  lesenden  Anfänger  die 
gegentheilige  Meinung  beizubringen,  als  der  Herausgeber  sicherlich  beab- 
sichtigte, die  Meinung  nämlich,  als  habe  man  es  hier  mit  Kenntnissen  sa 
\)iun,  welche  nicht  in  das  allgemeine  Bereich  der  mathematischen  Wissen- 
schaft gehören.  Hr.  Pro  übet  scheint  gleichfalls  meiner  Ansicht  zu  sein 
und  hat  deshalb  den  Inhalt  des  seitherigen  Bulletin  de  bibl,  wieder  mit  der 
Zeitschrift  verschmolzen.  Ausser  durch  die  historischen  Notizen  hat  sich 
Terquem  besonders  durch  solche  Aufsätze  um  seine  Leser  verdient  ge- 
macht, welche  neue  Theorien  in  fasslicher  Weibe  darstellen  und  zum  Sta- 
dium der  Originalarbeiten  anleiten  sollen.  Aufsätze  von  dieser  Art  finden 
sich  von  ihm  in  vielen  Bänden  seiner  Zeitschrift.  Eigentliche  Bücher  hat 
Terquem  zwar  auch  geschrieben,  sie  sind  aber  theils  äusserst  elemen- 
tarer Natur  (Leitfaden  der  Algebra,  der  Geometrie,  der  Mechanik),  theils 
Bearbeitungen  deutscher  und  englischer  Schriften  und  sind  somit  dem  Aus- 
lände wenig  bekannt  worden.  Ein  der  französischen  Academie  durch  die 
Erben  überreichtes  Manuscript  ist  ein  noch  unedirter  Commentar  zu  der 
Mecanique  cilesle  des  Laplaee  in  16  Heften  von  zusammen  1421  Seiten.  Nach 
dem  Urtheile  von  H.  Chasles  enthält  er  viel  Wissens  würdiges. 

Auch  auf  nichtmathematischem  Gebiete  ist  Terquem  als  Schriftsteller 
mit  Glück  aufgetreten.  Er  veröffentlichte  von  1821  bis  1837  nenn  Hefte : 
„Tsarphatische  Briefe^'  religiösen  Inhaltes.  Die  Tendenz  dieser  Briefe 
spricht  sich  deutlich  in  dem  Wahlspruche  ihres  Verfassers  aus,  zu  welchem 
er  noch  am  11.  April  1862  sich  aufs  Neue  bekannte:  „Rechtgläubig  ist  je- 
der Ehrenmann,  ein  Ketzer  jeder  Schurke^^  Dass  bei  solchen  Ansichten 
Terquem  die  Ehre  der  heftigsten  Angriffe  zu  Theil  wurde,  versteht  sich 
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von  selbst  Eine  anti-reformistisclie  Zeitschrift  nannte  ihn  sogar  ein  von 
der  Hölle  ausgespieenes  UngethUm ! 

Ende  April  1862  erkrankte  Terqnem,  und  während  dieser  Krankheit 
beschäftigte  er  sich  noch  wissenschaftlich.  Er  las  mit  grossem  Oennsse 
das  Werkchen:  De  motu  animalium  von  Borelli,  welches  er  durch  H. 
Chasles  erhalten  hatte,  und  wovon  er  einen  Auszug  für  seine  Zeitschrift 
vorbereitete. 

Am  2.  Mai  wurde  er  jedoch  bettlägerig,  am  6.  Mai  war  er  eine  Leiche. 
Die  hinterbliebene  Familie  besteht  aus  einer  Wittwe,  mit  welcher  Ter- 
quem  seit  1820  verheirathet  war,  aus  drei  Söhnen  und  zwei  Töchtern.  Die 
Söhne  treten  mit  Erfolg  in  die  wissenschaftlichen  Fusstapfen  des  Vaters. 
Der  älteste,  Hr.  Paul  Terquem,  ist  Professor  der  Hydrographie  in  Dün- 
kircben. Für  die  Wittwe  hat  die  durch  Hrn.  Thenard  gestiftete  Sociele 
de  secours  des  Amis  des  Sciences  auf  den  von  Hrn.  Chasles  erstatteten  Be- 
richt hin  einen  Jahresgehalt  von  1200  Francs  beschlossen  ^  eine  wohlver- 
diente und  um  so  höher  anzuschlagende  Begünstigung,  als  die  Mittel  jener 
Versorgungsanstalt  17000  Francs  jährlicher  Einkünfte  nicht  übersteigen. 


J.  A.  M&ttrich:  Sainmlung  BtereometrlBCher  Aufgaben,  herausgegeben 
von  H.  V.  Behr,  Oberlehrer:  Königsberg,  Verlag  von  J.  H.  Bon. 

Nach  Angabe  der  Vorrede  war  der  Verfasser  dieser  Aufgaben  lange 
Jahre  hindurch  Professor  am  Attstädter  Gymnasium  zu  Königsberg  in 
Preussen  und  hat  es  mit  seltenem  Geschick  verstanden,  bei  den  Schülern 
ein  reges  Interesse  für  seine  Wissenschaft  zu  erwecken;  namentlich  legte 
er  besonderes  Gewicht  auf  die  Stereometrie,  welcher  er  durch  sinnige  Auf- 
gaben einen  eigenen  Reiz  zu  verleihen  wusste.  —  Es  ist  sehr  zu  bedauern, 
dass  der  verstorbene  Müttrich  sich  niemals  zur  Veröftentlichung  seines 
Lehrganges  und  seiner  Aufgaben  eutschliessen  konnte,  denn  die  vorliegende 
Sammlung,  welche  H.  v.  Behr  aus  Schülerheften  und  Abiturientenarbeiten 
zusammengestellt  hat,  macht  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  obigen  An- 
gaben keine  Uebertreibnng  enthalten.  In  der  That  sind  die  meisten  der 
mitgetheilten  178  Aufgaben  sehr  glücklich  gewählt  und  wohl  geeignet,  bei 
den  Schülern  Interesse  für  die  Stereometrie  zu  erregen.  Ein  grosser  Theil 
der  Aufgaben  bezieht  sich  auf  Projectionen ,  ebene  Schnitte  und  Durch- 
dringungen verschiedener  Körper;  ein  kleinerer  behandelt  solche  Fragen, 
bei  denen  (ler  Schwerpunkt  eine  wesentliche  Rolle  spielt.  Den  leichteren 
Aufgaben  sind  die  Lösungen  ohne  weiteres  angehangen;  bei  schwereren 
finden  sich  Andeutungen  über  den  zweckmässigsten  Gang  der  Auflösung. 

Mit  Recht  bemerkt  der  Herausgeber,  dass  gerade  stereometrische  Auf- 
gaben das  Vorstellungsvermögen  weit  kräftiger  üben  als  es  jede  andere 
mathematische  Disciplin  vermögen  würde;  Ref.  möchte  dem  beifügen,  dass 
sich  der  Werth  dieses  Bildungsmittels  noch  bedeutend  erhöht,  wenn  man 
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CoDStructionsübuDgen  damit  verbindet.  Hierzu  bedarf  es  keineswegs  einer 
umständlichen  descriptiven  Geometrie,  vielmehr  reicht  eine  einfache  Pro- 
jectionslehre  (Grundriss  und  Aufriss)  vollkommen  aus.  Auch  die  instru- 
mentalen Hülfsmittel  sind  kein  Hinderniss;  halt  man  die  Zeichnungen  itn 
Formate  der  Schulhefte,  so  dass  auf  dem  Blatte  links  die  Figur  und  rechta 
der  zugehörige  Text  steht,  so  lässt  sich  mit  einem  Lineale  von  circa  9  Zoll 
Länge,  einem  rechtwinkeligen  Dreiecke  aus  Katheten  von  4  Zoll  und  Ö 
Zoll,  einem  Einsatzzirkel  und  einer  Reissfeder  unglaublich  viel  ausrichten. 

SCHLÖMILCH. 


Das  Locomotiven-Blaarohr.  Experimentelle  und  theoretische  Untersuchun- 
gen über  die  Zugerzeugung  durch  Dampfstrahlen  und  über  die 
saugende  Wirkung  der  Flüssigkeitsstrahlen  überhaupt.  Von  Dr. 
Gustav  Zeuner,  Professor  der  Mechanik  und  theoretischen  Ma- 
schinenlehre am  Eidgenössischem  Polytechnicum  zu  Zürich. 
Wie  die  Vorrede  besagt,  ist  die  Entstehung  dieser  Schrift  aus  dem 
Bestreben  des  Verfassers  hervorgegangen,  die  einzelnen  Theile  der  Loco- 
motive  und  alle  damit  zusammenhängenden  Fragen  möglichst  abgerundet 
und  vollständig  dem  heutigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entsprechend 
darzustellen.  Auch  erfährt  man  aus  der  Vorrede  weiter,  dass  in  der  That 
dieses  Bestreben  ein  hinreichend  gerechtfertigtes  ist  und  nicht  blos  auf 
speculative  Studien  und  Untersuchungen  gericlrtet  sein  sollte.  —  Gleich 
im  Anfange  der  Einleitung  wird  der  wichtige  Ausspruch  gethan ,  dass  dem 
Theoretiker  bei  ddr  Betrachtung  der  verschiedenen  Theile  einer  Locomo- 
tive,  eine  ganze  Eeihe  von  Fragen  entgegentreten,  die  nur  sehr  unbefrie- 
digt beantwortet  werden,  ja  sogar  solche,  bei  denen  nicht  einmal  der  Ver- 
such einer  theoretischen  Lösung  vorliegt.  Dieser  Ausspruch  ist  in  gewisser 
Beziehung  sehr  wahr;  er  kann  aber  leicht  missverstanden  werden  und  zu 
Betrachtungen  führen,  die  nicht  zu  Gunsten  des  Theoretikers  ausfallen 
möchten,  sobald  man  die  Forderungen  der  wissenschaftlichen  und  der  prak- 
tischen Mechanik  nicht  scharf  trennt.  Hierüber  mnsste  sich  schon  Raukine 
in  seinem  Werke:  „^  Manual  of  Applied  mechanics^''  aussprechen,  indem  er 
die  Eigenthümlichkeiten  in  Beziehung  auf  die  Behandlung  der  wissenschaft- 
lichen und  der  praktischen  Mechanik  hervorzuheben  sucht.  Er  sagt  z.  B.: 
„In  der  wissenschaftlichen  oder  theoretischen  Mechanik  ist  die  Frage: 
Was  haben  wir  zu  denken !  Findet  sich  ein  zweifelhafter  Punkt  bei  Be- 
antwortung dieser  Frage  und  fehlen  hierzu  auch  die  erfahrnngsmttssigen 
Thatsachen,  oder  ist  der  mathematische  Calcül  zur  Behandlung  der  Frage 
noch  nicht  hinreichend  ausgebildet,  so  i^t  es  die  Pflicht  des  philosophischen 
Verstandes,  nicht  über  die  Wahrscheinlichkeit  der  entgegenstehenden  An- 
nahmen zu  streiten,  sondern  auf  die  Mittel  zu  denken,  sowohl  die  experi- 
mentalen  Untersuchungen,  oder  die  mathematische  Methode,  oder  auch 


Literaturzoitung.  1 1 1 

beide,  auszubilden  und  geduldig  die  Zeit  abzuwarten,  bis  die  Lösung  der 
Aufgabe  erfolgen  kann. 

Anders  ist  es  aber  in  der  praktischen  Mechanik;  hier  ist  die  Frage: 
Was  haben  wir  zu  thun!  Eine  Frage,  deren  Lösung  zur  Annahme  von 
Arbeitsregeln  auffordert.  Kommen  hier  zweifelhafte  Punkte  vor,  so  können 
wir  mit  unseren  Maschinen  und  ihren  Verbesserungen  nicht  auf  die  Fort- 
schritte der  Wissenschaft  und  der  experimentalen  Methoden  warten;  son- 
dern müssen,  wenn  auch  die  Thatsachen  zur  genauen  Auflösung  der 
Aufgaben  nicht  vollständig  vorhanden  sind,  die  näherungsweise  Lö- 
sung bewirken  und  müssen  hierzu  die  besten  vorhandenen  Thatsachen 
benutzen,  insofern  sie  sich  zugleich  als  die  richtigsten  zeigen.  Die  Resul- 
tate solcher  Lösungen  stehen  daher  nicht  unwandelbar  fest,  sondern  sie  un- 
terliegen beständigen  Aenderungen ,  welche  sie  vervollständigen  und  ver- 
bessern« Diese  woblthätigen  Aenderungen  stehen  aber  in  genauem  Zu* 
sammenhange  mit  den  Fortschritten  der  rein  wissenschaftlichen  Forsch- 
ungen, mit  der  Erweiternng  und  Vervollkommnung  der  experimentalen 
Untersuchungen  und  mit  den  Fortschritten  der  Praxis." 

Dies  Alles  finden  wir  in  dem  vorliegenden  Werke'  vollkommen  be- 
stätigt und  es  bedurfte  vieler  und  neuer  Experimente  und  beträchtlicher 
Fortschritte  in  der  Wissenschaft,  um  neuere  oder  genauere  Resultate  ge- 
winnen zu  können. 

Die  Untersuchung  über  den  Einfluss  der  Blasrohrvorrichtung  der  Lo- 
comotiven  auf  den  Gang  der  Heizung  und  der  Darapfentwickelung  nach 
dem  jetzigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  liegt  nun  vor. 

Zunächst  hat  der  Verfasser  in  der  Einleitung  alles  mit  der  obigen  Un- 
tersuchung Einschlagendes  geschichtlich  kurz  zusammengestellt  und  als- 
dann seine  Untersuchung  in  3  Abschnitten  vorgelegt. 

Im  i.  Abschnitte  sind  die. Versuchsresultate,  welche  mit  einem  beson- 
deren Apparate  gewonnen  wurden,  zusammengestellt. 

Im  2,  Abschnitte  ist  die  Theorie  der  Zugerzeugung  durch  Dampfstrah- 
len abgehandelt. 

Im  3.  Abschnitte  ist  die  anfachende  Wirkung  des  Locomotivenblas- 
rohres  untersucht  und  festgestellt. 

Schon  der  1.  Abschnitt  ist  in  mehrfacher  Beziehung  interessant  und 
wichtig.  Es  wird  darin  zunächst  der  Apparat  beschrieben,  mit  welchem 
der  Verfasser  operirte  und  wobei  schon  mehrere  Vorfragen  über  die  Stel- 
lung und  Anordnung  gewisser  Theile  des  Apparates  zur  Erledigung  kom- 
men. Dann  folgen  die  Ergebnisse  der  Versuche  mit  geschlossenem  Ge- 
häuse und  zuletzt  die  Ergebnisse  der  Versuche  mit  offenem  Gehäuse  (an- 
gesaugte Luftmengen).  Es  würde  viel  zu  weit  führen ,  in  nähere  Details 
dieses  Abschnittes  einzugehen  und  die  aus  den  höchst  zweckmässig  und 
übersichtlich  zusammen  gestellten  Tabellen,  sofort  in  die  Augen  springen- 
den wichtigen  und  neuen  Resultate  wenn  auch  nur  ganz  kurz,  aufzuführen. 
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Aacb  würde  er  an  Interesse  verlieren,  sie  aus  dem  natürlichen  Zasammenhange 
so  ohne  Weiteres  dahin  zu  stellen.  Aber  hervorzuheben  ist  einerseits  die 
Methode  der  Versnchsdurchführnng  und  andererseits  die  graphische  Dar- 
stellung der  gewonnenen  Kesultate;  durch  eine  solche  Behandlung  werden 
die  Zahlen  redend  und  verrathen  so  zu  sagen  die  Geheimnisse  ihres  inne- 
ren Zusammenhanges.  Diese  Resultate  sind  insbesondere  für  die  spätere 
theoretische  Untersuchung  von  Wichtigkeit;  sie  bestätigen  deren  Richtig- 
keit. Es  ist  sehr  erquicklich,  eine  solche  Darlegung  und  Behandlung  der 
Versuche  bis  in  die  erforderlichen  Details  vorzufinden ,  um  auch  anderen 
Männern  der  Wissenschaft  Gelegenheit  zu  weiteren  Betrachtungen  und 
Fortsetzungen  und  zur  Kritik  zu  geben ,  wodurch  sich  der  Werth  der  ge* 
fundenen  Kesultate  erst  recht  herausstellen  wird.  Es  ist  nichts  von  der 
schon  so  häufig  eingerissenen  Vornehmthuerei  und  Unfehlbarkeit  zu  finden, 
die  gewöhnlich  mit  der  Phrase :  „ich  habe  das  so  und  so  gefunden^'  jed* 
wede  weitere  Untersuchung  abschneidet. 

Der  2.  Abschnitt:  ,^die  Theorie  der  Zugerzengung  durch  Dampfstrah- 
len" ist  unstreitig  der  wichtigste  Theil  des  Werkes. 

£s  wird  im  \,  Kapitel  zunächst  der  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  aus  6e- 
fassmündungen  betrachtet  und  unter  allgemeinen  Voraussetzungen  die 
Gleichung  für  die  verlangte  Ausströmungsgeschwindigkeit  abgeleitet«   Da- 

bei  gelangt  man  auf  den  Arbeitswerth    1  pdVy  der  zu  bestimmen  ist,  um  die 

verlangte  Geschwindigkeit  berechnen  zu  können.  Diese  Bestimmung  ge- 
schieht nun  mit  Hülfe  der  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
indem  angenommen  wird,  „dass  die  Veränderungen  des  Druckes  jd 
während  des  Ausflusses  in  Hinsicht  des  specifischen  Vo- 
lumens t' offenbar  einzig  und  allefn  davon  abhängen,  ob  der 
Flüssigkeit  während  desAusströmens,  oder  richtiger  gesagt, 
während  ihres  Hinströmens  nach  der  Mündung,  Wärme  zu- 
geführt oder  ihr  solche  entzogen  wird  und  nach  welchem  Ge- 
setze das  eine  oder  das  andere  stattfindet." 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Annahme  hängt  natürlich  der  wissenschaft- 
liche Werth  der  versuchten  Lösung  des  Hanptproblemes  wesentlich  ab. 
Ich  halte  diese  Annahme  nach  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  der 
Wissenschaft  für  richtig. 

Auf  Grundlage  dieser  Annahme  wird  nun  der  Ausfluss  der  permanen- 
ten Gase  zunächst  untersucht  und  dabei  besonders  betrachtet:  a)  Ausfluss 
bei  constanter  Dichtigkeit;  b)  Ausfluss  bei  constanter  Temperatur;  c)  Aus- 
fluss ohne  Zu-  und  Abführung  von  Wärme.  Dabei  gelangt  der  Verfasser 
auf  bekannte  Formeln,*  die  in  Beziehung  auf  ihre  Brauchbarkeit  weiter  un- 
tersucht und  geprüft  werden  und  hiernach  die  eine  oder  die  andere  For- 
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mel,  je  nach  den  Umständen,  zum  Ghebrauch  vorächlägt.  AUdann  wird  der 
AnsflasjB  des  gesättigten  Wasserdampfes  vorgenommen.  Nachdem  yor- 
iXnfig  die  üblichen  Formeln ,  iubesondere  Redtenbacher's  Formel  be- 
sprochen worden ,  geht  der  Verfasser  zur  Ableitung  einer  genauen  Formel 
über  und  zwar  nach  dem  Vorgänge  von  Weisbach  für  genannte  Gase, 
indem  er  nämlich  annimmt,  dass  während  des  Aosflnsses  dem  Dampfe  von 
Aussen  weder  Wärme  zu-  noch  abgeführt  werde. 

Mit  Zograndelegung  der  erforderlichen  Sätze  aus  der  mechanischen 
Wärmetheorie  und  mehreren  vereinfachenden  Annahmen  erscheint  zunächst 
als  Resultat  die  allgemeine  Ausflussformel  (25),  und  unter  Annahme  ge- 
ringer Pressungsdifferenzen  die  einfache  Formel  (28). 

Die  Resultate  der '  abgeleiteten  und  der  sonst  üblichen  Formeln  sind 
nun  in  der  Tabelle  V  zusammengestellt  und  werden  die  höchst  interessan- 
ten Aufschlüsse  vom  Verfasser  speciell  weiter  besprochen.  So  wird  unter 
Anderem  die  Brauchbarkeit  der  bekannten  Redtenbacher 'sehen  Formel 
und  ihre  Uebereinstimmung  mit  den  Resultaten  der  genauen  Formel ,  bis 
zu  gewissen  Grenzen,  nachgewiesen,  ferner  die  hübsche  Uebereinstim- 
mung der  Resultate  aus  der  einfachen  Formel  (28)  mit  denen  aus  der  ge- 
nauen (25),  und  die  geringe  Zuverlässigkeit  der  gebräuchlichen  Formel  (15) 
ersichtlich  gemacht.  Dann  wird  insbesondere  hervorgehoben,  dass  Pam- 
bour's  Annahme,  es  bleibe  der  Dampf  fortwährend  gesättiget  und  es 
schlage  sich  kein  Dampf  nieder  (bei  der  Expansionsarbeit)  nur  im  ersten 
Satze,  nicht  aber  im  zweiten  Satze  richtig  sei  \  eine  Annahme,  welche  auch 
Redtenbacher's  Formel  zu  Grunde  liegt  und  worüber  sich  schon  früher 
Clausius  und  Rankine  in  gleicher  Weise  ausgesprochen  haben.  Ein- 
gehend wird  nun  auch  die  Arbeit  von  Grashof  über  den  Ausflnss  der 
Dämpfe  und  dabei  schliesslich  das  Problem  besprochen,  welches  Grashof 
auf  seine  Untersnchung  geführt  hat.  Es  machte  nämlich  Joule  zuerst 
darauf  aufmerksam ,  dass  man  unbedenklich  die  Hand  in  einen  aus  einer 
Mündung  tretenden  Dampfstrahl  halten  könne,  ohne,  selbst  wenn  der  Dampf 
unter  sehr  hohem  Drucke  ausströmt,  also  im  Gefässe  eine  hohe  Tempera- 
tur herrscht,  ein  Verbrühen  der  Hand  befürchten  zu  müssen.  Es  wird 
diese  Erscheinung  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  erklärt,  wie  dies 
schon  früher  Clausius  gethan  hat.  Ein  scheinbarer  Widerspruch  mit 
Zeuner's  Ausflussformel  und  der  obigen  Erklärung  der  vorhin  erwähnten 
Erscheinung  wird  aber  vollständig  aufgeklärt.  Zum  Schlüsse  dieses  Ka- 
pitels sieht  sich  der  Verfasser  veranlasst,  die  von  ihm  abgeleiteten  Formeln 
über  die  Ausflnssgeschwindigkeit  des  Dampfes,  bezüglich  ihrer  Brauchbar- 
barkeit  für  die  folgenden  Vorgänge  einer  weiteren  Prüfung  zu  unterwer- 
fen und  gelangt  dahin,  dass  sie  alle  selbst  die  vereinfachte  Formel  (28)  zu 
complicirt  sind.  Es  gelingt  ihm  durch  Einführung  der  bekannten  Navier^- 
sehen  Formel  y  =  a  +  ßp,  worin  aber  ä  und  ß  nicht  die  bekannten  Werthe 
und  Bedeutung  erhalten ,  sondern  neue  Werthe  eingeführt  werden  für  die- 
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jenigen  Fälle  der  Praxis,  in  denen  man  es  mit  der  Zugerzengnng  durch 
Dampfstrable«  zu  thun  hat  und  wobei  der  Dampf  in  einem  Räume  aus- 
strömt, in  welehem  nahezu  atmosphärische  Pressung  stattfindet,  eine  sehr 
gut  passende,  einfache  Näberungsformel  aufzustellen,  von  welcher  dann 
später  der  geeignete  Gebrauch  gemacht  wird. 

Im  2.  Kapitel  wird  nun  auf  Grundlage  der  entwickelten  theoretischen 
Formeln,  die  Theorie  der  Vorgänge  bei  den  Versuchen  mit  geschlossenem 
Gehäuse,  und  zwar  zuerst  das  Wasser  und  dann  der  Dampf  als  saugende 
Flüssigkeit  angenommen,  entwickelt. 

Im  3.  Kapitel  endlich  die  Theorie  der  Vorgänge  bei  den  Versuchen 
mit  offenem  Gehäuse  aufgestellt  und  zwar  zunächst  die  saugende  Wirkung 
der  Flüssigkeitsstrahlen  überhaupt  und  dann  weiter  der  Dampfstrahlen  am 
Versuchsapparate,  so  wie  endlich  die  Berechnung  der  angesaugten  Luft- 
menge vorgenommen. 

Wie  schon  Eingangs  bemerkt,  ist  nicht  nur  dieser  zweite  Abschnitt  der 
wichtigste  Theil  des  Werkes,  sondern  auch  der  reichhaltigste  und  um- 
fassendste. Er  giebt  überraschende  Aufschlüsse  über  die  Wirkung  ver- 
schiedener Apparate  und  stellt  den  inneren  Zusammenhang  der  Resultate 
am  Versuchsapparate,  welchen  die  Tabelle  V  zum  Theil  schon  aufdeckte, 
in  voller  Uebereinstimmung  mit  derselben  und  in  voller  Klarheit  dar.  Er 
ist  als  eine  wesentliche  Erweiterung  und  Bereicherung  der  Hydraulik  an- 
zusehen. Das  zu  lösende  Problem  erscheint  bei  der  reichhaltigen  Ausbeute, 
welche  seine  Lösung  durch  die  allgemeinen  Betrachtungen  über  den  Aus- 
fluss  herbeigeführt  haben,  fast  als  ein  untergeordneter  Gegenstand  und  man 
möchte  dem  Verfasser  beinahe  einen  Vorwurf  darüber  machen,  dass  er  sein 
Werk  nur  mit  dem  Titel  „Das  Locomotiven-Blasrohr"  einführte« 
Den  Schluss  dieses  Abschnittes  bildet  die  Aufstellung  der  Gleichung  (84). 
Es  wird  nämlich  das  Verhältniss  der  Luftmenge  L  zu  der  Dampfmenge  D^ 
die  das  Herbeisaugen  dieser  Luftquantität  bewirkt,  aufgestellt  und  vom 
Verfasser  ganz  bescheiden  als  das  eigentliche  Ziel  seiner  Untersuchungen 
ausgegeben.  Diese  Gleichung  bildet  allerdings  die  Grundlage  für  die  Un- 
tersuchungen im  dritten  Abschnitt  und  sie  geben  die  eigentliche  Lösung 
des  vorgelegten  Problemes. 

Betrachtet  man  die  Ergebnisse  dieses  3.  Abschnittes  vom  wissenschaft- 
lichen Standpunkte  aus,  so  muss  man  nicht  blos  zugeben,  dass  die  Lösung 
des  Problemes  sich  ermöglicht  hat,  sondern  dass  sie  als  eine  gelungene  zu 
bezeichnen  ist.  In  der  That  werden  alle  Vorgänge  der  saugenden  Wirk- 
ung des  Blaserohres  und  alle  übrigen  im  Zusammenhange  stehenden  Um- 
stände so  einfach  und  klar  aus  den  theoretischen  Grundlagen  entwickelt, 
dass  man  mit  grosser  Befriedigung  die  herrliche  Ausbeute  dieser  Unter- 
suchungen entgegennimmt.  Von  diesem  Staudpunkte  aus  muss  man  aner- 
kennen, dass  alle  die  in  Frage  vorkommenden  Vorgänge  und  Wirkungen 
ins  Reine   gebracht  sind   und  der  Werth  gewisser  Vorrichtungen  um  die 
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Zugwirkang  des  Blaserohres  nach  Umständen  za  verlindern,  genau  nach- 
gewiesen ist. 

Vom  praktischen  Standpunkte  dagegen  sind  die  gewonnenen  Endre- 
sultate über  die  wirksamsten  Vorrichtungen  um  die  Zngwirkung  des  Blase* 
rohres  zu  modificiren,  nicht  überraschend.  Bereits  ist  man  in  der  Praxis 
auf  dem  Wege  des  Probirens  und  Experimentirens  ebenfalls  dahin  gelangt. 
Aber  es  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  man  über  den  wahren  Werth  und  über 
die  eigenthümlichen  Wirkungen  dieser  verschiedenen  Vorrichtungen  trotz 
alles  Experimentirens  doch  nicht  im  Klaren  war  und  auch  nicht  kommen 
konnte.  Nur  durch  die  Aufdeckung  und  Erkennung  des  inneren  Zusam- 
menhanges aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Vorgänge  konnte  der  Praxis 
ein  sicherer  Weg  Über  ihr  weiteres  Verhalten  vorgezeichnet  werden,  und 
dies  ist  jedenfalls  ein  bedeutender  Gewinn  für  dieselbe.  Dies  geht  insbe- 
sondere hervor  aus  den  Untersuchungen  über  das  Ausströmen  der  Gase 
und  Dämpfe  unter  veränderlichem  Drucke  und  weiter  über  das  Ausströ- 
men des  Dampfes  aus  dem  Cylinder  der  Dampfmaschinen  mit  Schieber- 
steuerung. Diese  Untersuchungen  geben  dann  Aufschlüsse  über  den  Blas- 
rohrdruck und  über  die  Lnftverdünnung  der  Rauchkammer.  Die  Resul- 
tate dieser  neuen  und  interessanten  Untersuchungen  haben  durch  Experi- 
mente bereits  ihre  Bestätigung  gefunden. 

Am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  berechnet  endlich  der  Verfasser  den 
Wirkungsgrad  der  Vorrichtung.  An  einem  numerischen  Beispiele  ist  einerseits 
zu  ersehen,  wie  bedeutend  der  Aufwand  an  Pferdestärken  ist,  um  die  Zug- 
wirkung zu  erzeugen;  andererseits  aber  auch,  dass  auch  eine  bedeutende 
Anzahl  Pferdestärken  unnütz  verloren  geht. 

So  liegt  denn  nun  ein  Werk  vor,  welches  in  der  That  den  Bestrebun- 
gen des  Verfassers  in  einer  Weise  entspricht,  die  ihm  nur  rühmende  Aner- 
kennung von  Fachmännern  zuführen  kann. 

Dass  mit  dem  vorliegenden  Werke  die  eigentlichen  streng  theoretischen 
Fragen  nur  innerhalb  gewisser  Beschränkungen  beantwortet  sind,  die  sich 
der  Verfasser  für  seinen  vorliegenden  Zweck  und  bei  der  Schwierigkeit  der 
Behandlung  aufzulegen  für  zweckmässig  und  hinreichend  fand,  kann  keinen 
Vorwurf  begründen.  Es  ist  nicht  zu  verhehlen,  dass  die  rein  theoretische 
Behandlung  ohne  Experiment  noch  immer  nicht  im  Stande  ist,  das  vorlie- 
gende Problem  vollständig  zu  losen.  Ferner,  dass  es  wünschenswerth  ge- 
wesen wäre,  die  Experimente  noch  auf  höhere  Dampfspannungen  auszu- 
dehnen. Aber  demungeachtet  hat  die  theoretische  Behandlung  des  Pro- 
blemes  bei  der  Anschauungsweise  des  Verfassers  die  Uebereinstimmung 
schlagend  nachgewiesen,  woraus  umgekehrt  hervorgeht,  dass  bei  dem  jetzi- 
gen Standpunkte  der  Wissenschaft  ein  weit  sicheres  Eingehen  und  Zu- 
treffen der  gewonnenen  Resultate  bei  Beurtheilung  derartiger  Vorgänge  zu 
erwarten  steht. 

Endlich  hebe  ich  noch  hervor,  dass  der  Verfasser  die  Arbeiten  anderer 
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Schriftsteller,  soweit  sie  bei  der  Lösung  des  vorliegenden  Problemes  irgend 
wie  betheiligt  sind,  gewissenhaft  anführt  und  die  Beurtheilang  ihrer  Ar- 
beiten in  einer  Weise  yornimmt,  die  höchst  ehrenhaft  für  den  Verfasser  ist 
und  gewaltig  gegen  den  Geschmack  und  Sitte  in  neuerer  Zeit  absticht^  wo 
es  unter  den  Männern  der  Wissenschaft  fast  Mode  geworden  ist ,  einander 
herunter  zu  machen  —  oder  nicht  zu  kennen. 

Die  Ausstattung  des  Werkes  ist  sehr  gu!.  Schüeideb. 


Torschale  der  Physik  Von  Med.  Dr.  Hermann  Pick,  Lehrer  der  Phjsik 
am  k,  k.  akad.  Gymnasium.  Für  die  unteren  Klassen  der  Mittel- 
schulen. Mit  190  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  ^. 
184  Seiten.    Wien,  Gerold's  Sohn. 

Dieses  Werk  soll  nach  des  Verfassers  Absicht  einen  Leitfaden  der 
Phjsik  für  die  unteren  Klassen  der  Mittelschulen  bilden.  Nach  des  Ver- 
fassers Meinung  enthalten  die  für  den  ersten  Unterricht  bestimmten  Lehr- 
bücher zu  viel  Materiale  und  ein  solches  Werk  solle  nicht  mehr  enthalten, 
als  sich  mit  den  Schülern  verarbeiten  lässt.  Das  Werk  enthält  daher  die 
Lehren  der  Experimentalphysik  ohne  alle  mathematische  Begründung,  ja 
selbst  grösstentheils  ohne  alle  mathematischen  Formen,  was  wir  gerade 
nicht  billigen,  indem  durch  manche  Formel  sich  eine  ganze  Heihe  von  Er- 
scheinungen aussprechen  lässt,  die  ohne  die  mathematische  Zeichen- 
sprache erst  seitenlange  Erklärungen  fordern.  Das  Werk  zerfallt  in  8 
Kapitel,  wovon  Kap.  I  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  und  den  Mole- 
külarkräften,  Kap.  II  von  der  Wärme,  Kap.  III  von  der  Mechanik,  Kap. 
IV  vom  Magnetismus,  Kap.  V  von  den  elektrischen  Erscheinungen,  Kap. 
VI.  vom  Schalle,  Kap.  VH  vom  Lichte  und  Kap.  VIII  von  der  strahlenden 
Wärme  handelt.  Mit  der  in  der  Vorrede  ausgesprochenen  Ansicht  des 
Verfassers,  dass  ein  für  untere  Klassen  bestimmtes  Lehrbuch  kein  Auszug 
eines  Tiir  obere  Klassen  bestimmtes  sein  dürfe,  sind  wir  vollkommen  ein- 
verstanden; es  ist  daher  auch  die  Weglassung  von  Partien,  wie  Electricität 
durch  Induction,  Interferenz  und  Beugung  des  Lichtes  u.  s.  w.  ganz  ge- 
rechtfertigt; ob  es  aber  dem  Verfasser,  wie  er  sich  in  der  Vorrede  aus- 
drückt, gelungen  ist,  „durch  scharfe  Begriffsbestimmung,  klare  Sprache  und 
sorgfältige  Sichtung  des  Stoffes  selbst  Schüler  von  mittlerer  Begabung  in 
den  Stand  zu  setzen,  die  besprochenen  Erscheinungen  aufzufassen,**  möch- 
ten wir  bezweifeln,  wie  die  Darlegung  einiger  besonders  auffallenden  Stel- 
len bezeugen  wird. 

Seite  4  wird  die  Eigenschaft  der  Trägheit  mit  der  trägen  Masse  ver- 
wechselt. 


Literaturzeitung.  1 1 7 


Seite  5  heisst  es :  „Alle  Körper  sind  schwer  und  auch  in  gleichem 
Grade/*  was  an  dieser  Stelle  von  den  Schülern  noch  nicht  verstanden  wer- 
den kann,  und  im  nächsten  Abschnitte:  „Es  lässt  steh  nicht  mit  Recht  er- 
warten, dass  die  Grösse  des  Druckes  von  der  Menge  der  Massentheilchen 
abhängen  wird/*  Wozu  der  Ausdruck  „mit  Recht.'*  Der  Satz  ist  ja  schon 
im  Vorhergehenden  enthalten. 

Seite  7  werden  die  Beispiele  der  Cohaesions-  und  Adhaesions-Erschei« 
nnngen  in  ganz  verworrener  Ordnung  aufgezählt. 

Seite  8:  „Die  gasformigen  Körper  setzen  dem  Eindringen  fremder 
Körper  keinen  Widerstand  entgegen.**  Es  giebt  also  auch  keinen  Wider- 
stand des  Mittels,  könnte  man  daraus  folgern. 

Seite  8.  Hinsichtlich  der  Adhäsion  wird  behauptet:  „sie  tritt  nicht 
zwischen  je  zwei  sich  berührenden  Körpern  auf.** 

Seite  9:  „Zwischen  dem  trockenen  Finger  und  dem  Quecksilber,  an- 
dererseits zwischen  dem  benetzten  Finger  und  dem  Oele  besteht  keine  Ad- 
häsion.** Weil  die  Cohäsion  der  Quecksilber-  und  Oeltheilchen  grösser 
ist,  als  die  Adhäsion  zwischen  Finger  und  Quecksilber  oder  Oel,  so  glaubt 
der  Verfasser,  es  finde  gar  keine  Adhäsion  statt. 

Seite  15:  „Der  Sauerstoff  kommt  nie  rein,  d.  i.  unverbunden  in  der 
Natur  vor.**  Bei  der  Beschreibung  des  Versuches ,  um  Sauerstoff  zu  ge- 
winnen, wird  zuerst  mit  der  pneumatischen  Wanne  begonnen,  von  da  auf 
die  Retorte,  dann  auf  das  Gasentbindungsrohr  und  zuletzt  wieder  zu  den 
Bestandtheilen  der  pneumatischen  Wanne  übergegangen. 

Seite  15 :  „Phosphor  in  Sauerstoff  gebracht ,  entzündet  sich  augen- 
blicklich.** 

Seite  24:  „Diesen  Vorgang  des  Zerfallens  organischer  Körper  und  die 
Umwandlung  in  unorganische  pflegt  man  je  nach  Verschiedenheit  der  Zer- 
setzungsprodukte Gährung,  Fäulniss  und  Verwesung  zu  nennen.**  Also 
Weingeist,  der  aus  Zucker  durch  Gährung  erhalten  wird,  wäre  nach  der 
Ansicht  des  Verfassers  ein  unorganischer  Körper. 

Seite  25 :  „Die  Empfindungen  der  Wärme  erscheinen  uns  angenehm, 
die  der  Kälte  unangenehm.** 

Seite  26 :  „Jede  Herabsetzung  der  Temperatur  hat  eine  Volumsver- 
minderung zur  Folge.**  Manche  Flüssigkeiten  besitzen  für  eine  bestimmte 
Temperatur  ein  Minimum  des  Volumens  und  ^on  dieser  Temperatur  wird 
eine  Herabsetzung  derselben  eine  Vergrösserung  des  Volumens  zur  Folge 
haben. 

Seite  27 :  „Das  Quecksilber  dehnt  sich  stärker  aus  als  der  Weingeist.** 

Seite  28 — dO.  Der  Verfasser  verfertigt  Thermometer  auf  folgende 
Art:  zuerst  wird  die  Kugel  und  ein  Theil  der  Röhre  mit  Quecksilber  ge- 
füllt, dann  die  Theilung  an  die  Röhre  angebracht  und  zuletzt  die  Röhre 
zugeschmolzen. 
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Seite  34.  Das  Maximtini  der  Dichte  des  Wassers  findet  bei  +40  statt 
und  nicht  bei  +  4i^.     Letztere  Angabe  kommt  auf  Seite  34  zweimal  vor. 

Seite  38.  Zwei  Kräfte,  die  auf  denselben  Punkt  in  entgegengesetz- 
ten Richtungen  wirkend  sich  das  Gleichgewicht  halten ,  werden  gleich  ge- 
nannt. Dieser  Satz  ist  eine  Definition  und  kein  Lehrsatz.  Die  darauf 
folgende  Darstellung  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte 
zeichnet  sich  durch  Unklarheit  und  Weitläufigkeit  aus.  Nicht  weniger  als 
8  Seiten  werden  benöthigt,  um  die  Sätze  des  Parallelogramm  der  Kräfte 
und  der  parallelen  Kräfte  auszusprechen. 

Seite  57.  Die  Entstehung  der  Schraubenlinie  ist  ganz  unverständlich 
dargestellt. 

Seite  69 — 74,  enthaltend  das  archimedische  Princip  und  seine  Anwen- 
dungen, lässt  sich  bequem  auf  zwei  Selten  zusammenfassen. 

Seite  81.  Warum  wird  statt  der  Zeichnung  der  zweistiefeligen  Luft- 
pumpe nicht  lieber  eine  einfache  Zeichnung  gegeben,  aus  welcher  man  das 
Spiel  der  Ventile  ersehen  kann?  Dasselbe  gilt  auch  von  der  Seite  84  ge- 
gebenen Zeichnung  der  Compressionspumpe. 

Seite  88 :  „Den  Dünsten  kommt  bei  jeder  Temperatur,  die  sie  besitzen, 
eine  ganz  bestimmte  Spannkraft  zu.'^  Dieser  Satz  ist  mangelhaft,  indem 
die  Spannkraft  auch  von  der  Dichte  abhängt. 

Seite  90:  „Die  Haupttheile  jeder  Dampfmaschine  sind:  „der  Dampf- 
kessel, die  Dampfsteuerung,  der  Dampfcylinder  und  der  Kolben"  statt:  der 
Dampfkessel,  der  Dampfcylinder  mit  dem  Kolben  und  die  Dampfsteuerung. 

Seite  92,  wo  vom  Falle  in  verticaler  Richtung  gehandelt  wird,  heisst 
es :  „Geschieht  dies  im  luftleeren  Räume ,  so  nennt  man  diese  Art  der  Be- 
wegung den  freien  Fall."  Freier  Fall  heisst  der  Fall  in  verticaler  Rich- 
tung im  Gegensatze  zu  dem  auf  vorgeschriebener  Bahn,  z.  B.  auf  einer 
schiefen  Ebene. 

Seite  100.     Warum  wird  die  Formel  für  die  Schwingungsdauer  eines 

einfachen  Pendels  t=zn  T/  —  nicht  an  die  Spitze  gestellt  und  daraus  die 

Erscheinungen  erläutert?  Dieses  wäre  doch  übersichtlicher  als  das  zwei 
Seiten  lange  Gerede. 

Seite  121:  „Physiologische  Wirkungen  sind  solche,  die  unsere  Em- 
pfindungsnerven afficiren.**  Wenn  sich  unsere  Muskeln  in  Folge  electri- 
scher  Einwirkungen  zusammenziehen,  so  bewirken  dies  die  motorischen 
und  keineswegs  die  sensitiven  Nerven.  Bei  physiologischen  Wirkungen 
werden  beiderlei  Nerven  afficirt. 

Seite  122.  Niemand  wird  aus  dieser  Darstellung  die  Ursache  der 
Verstärkung  einer  Leidnerfiasche  erkennen. 

Seite  155.  Die  angegebene  Regel,  um  die  Anzahl  der  Bilder  bei  einem 
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WinkelHpiegel  zn  bestimmen,  ist  nicht  allgemein  richtig.  Knnzeck's 
Studien  aus  der  höheren  Physik. 

Seite  174.  Die  Abbildung  des  Anges  könnte  hinsichtlich  der  Kristall- 
Linse  naturgetreuer  sein. 

Seite  177.  Dass  wir  die  Gegenstände  aufrecht  sehen,  obgleich  das 
Bild  auf  der  Netzhaut  verkehrt  ist,  kommt  daher,  weil  wir  alle  Gegenstände 
verkehrt  sehen ,  also  die  relative  Lage  der  einzelnen  Gegenstände  unge- 
ändert  bleibt. 

Aus  dieser  Darstellung  der  auffallendsten  Unrichtigkeiten  und  Ver- 
worrenheiten ergiebt  sich,  dass  die  Vorschule  der  Physik  von  Dr. 
M.  Pick  nicht  einmal  die  bei  solchen  Werken  doch  leicht  erreichbare  Eigen- 
schaft der  Richtigkeit  der  physikalischen  Theorieen  besitzt.  Berücksichtigt 
man  noch  die  Begriffsverwirrung  und  Unklarheit  der  Darstellung,  so  können 
wir  mit  Rocht  unser  Urtheil  dahin  aussprechen,  dass  uns  auf  diesem  Ge- 
biete der  Wissenschaft  noch  nichts  Schlechteres  begegnet  ist  und  dass  wir 
alle  Anfänger  vor  diesem  Werke  ernstKch  warnen  müssen, 

Wien.  Dr.  Johann  Frischauf. 


Untersuchnngen  ttber  das  Bonnenspectram  und  die  Spectren  der  chemi- 
schen Elemente.     Von  G.  Kirchhoff,     Zweiter  Theil.     Beson- 
derer Abdruck  aus  den  Abhandlungen  der  Königl.  Academie  der 
Wissenscliaften  zu  Berlin  1862.     Mit  2  Tafeln.     Berlin ,  gedruckt 
in  der  Druckerei  der  Königl.  Academie  der  Wissenschaften.   1863. 
In  Coramission  bei  F.  Dümmler's  Verlags-Buchhandlung  (Harr- 
witz und  Gossmann). 
Der  erste  Theil  der  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  ist  im 
Jahrg.  18Ö2  dieser  Zeitschrift,  Literatur- Ztg.  S.  87,  besprochen  worden; 
die  dem  ersten  Theile  der  Untersuchungen  etc.  beigegebenen  Tafeln  und 
Linienverzeichnisse  enthalten  nur  den  Theil  des  Sonnenspectrums  und  der 
p^lammenspectren  zwischen  den  Linien  D  und  F  (noch  etwas  darüber  hin- 
aus).   Der  zweite  Theil  der  Untersuchungen  etc.  enthält  auf  2  Steindruck- 
tafeln   die  Resultate   der   von  Hof  mann  mit  denselben  Apparaten  und 
nach  derselben  Methode  fortgesetzten  Untersuchungen,  die  von  Kirchhoff 
begonnen  und  im  ersten  Theil  der  Untersuchungen  etc.  dargestellt  worden 
waren.     Die  beiden  Steindrucktafeln  des  zweiten  Theiles  ergänzen   die 
Steindrucktafeln  des  ersten  Theiles,  indem  sie  die  Darstellung  der  Spec- 
trallinien  von  A  bis  D  und  von  F  bis  G  liefern.     Die  im  Text  enthaltenen 
Spectrallinien-Verzeichnisse  enthalten  sowohl  die  Linien,  die  der  eben  an- 
geführten Ergänzung  angehören,  als  auch  alle  Spectrallinien,  welche  Hof- 
mann bei  der  Untersuchung  der  Spectren  von  Kalium,  Rubidium,  Lithium, 
Cer,  Lanthan,  Didyn,  Platin,  Palladium  und  einer  Legirung  von  L'idium 
und  Ruthenium  auffand. 
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Die  Vorzüge  der  Einrichtung  and  Ausstattiisg,  die  bereits  bei  der  An- 
kündigung des  ersten  Theiles  hervorgehoben  wurden,  kommen  auch  dem 
zweiten  Theile  zu,  so  dass  auch  die  Ergänzungen  der  Untersuchungen  etc. 
durch  den  zweiten  Theil  den  Physikern  eine  willkommene  Erscheinung 
sein  werden.  Dr.  Kahl. 
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einer  ausgedehnteren  statt  eine  ausgedehntere. 
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8  -    - 
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12  V.  u 
12  V.  o 
14  -    - 
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